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1 INDOMAUT, S.L. Pol.Ind.San Cristóbal. Valladolid (España), i.rey@indomaut.com
2 Fundación CARTIF, Parque Tecnológico de Boecillo. Valladolid (España) {margal,gresai}@cartif.es
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Resumen

El propósito de este trabajo es la mejora de
modelos difusos a través de transformaciones
ortogonales, tratando de encontrar un equi-
librio entre la precisión del modelo y su in-
terpretabilidad. El modelado difuso preciso
genera modelos con una buena precisión pero
no tiene en cuenta otros aspectos básicos de
la lógica difusa, como la interpretabilidad de
las reglas, de ah́ı que estos modelos conten-
gan un excesivo número de reglas, redundan-
cia, incoherencia, etc. Aśı, el procedimiento
de mejora de la simplificación se realiza inten-
tando mantener las ventajas del modelo ori-
ginal (precisión) y tratando de mejorar otros
aspectos bajo la idea de interpretabilidad:
compactitud, distinguibilidad, etc. Para ello,
se utiliza una metodoloǵıa para simplificar y
ordenar la base de reglas del sistema difuso
haciendo uso de las transformaciones orto-
gonales y definiendo unos criterios que rijan
el proceso de mejora de los modelos difusos.
Esa propuesta se ha probado en dos casos de
estudio: Motor CC y BoxJenkins.

Palabras Clave: Modelado difuso, Ba-
lance Precisión-Interpretabilidad, Transfor-
maciones Ortogonales

1 INTRODUCCIÓN

En la actualidad es muy común la aplicación de sis-
temas lógico difusos en problemas reales [15]. El es-
tudio de un sistema difuso se suele hacer a través de
su conjunto de reglas difusas, que nos ”describen” el
comportamiento de dicho sistema, teniendo en cuenta
la Precisión y la Interpretabilidad.

Si vemos modelos difusos propuestos en la literatura
cient́ıfica, analizados bajo estos puntos de vista, la
gran mayoŕıa de ellos muestran una buena precisión
pero muy mala interpretabilidad. A partir de aqúı se
definen dos tipos de modelado difuso [1, 5, 7]:

• Modelado difuso preciso (Precise Fuzzy Mode-
ling), donde la precisión es el principal objetivo
del proceso pero la interpretabilidad es mala. Este
tipo de modelado es el más habitual en aplicacio-
nes técnicas.

• Modelado difuso lingǘıstico (Linguistic Fuzzy Mo-
deling), donde la interpretabilidad es muy buena
pero la precisión es muy pobre.

En nuestro caso, partimos de modelados precisos y
queremos conseguir modelados lingǘısticos. Para re-
ducir la complejidad del modelo se utilizan transfor-
maciones ortogonales y a continuación se aplican un
conjunto de criterios que se definen en este art́ıculo,
teniendo en cuenta aspectos basados en la interpreta-
bilidad como la redundancia o incoherencia. Se con-
sidera como ejemplo un sistema neuro-difuso FasART
(Fuzzy Adaptive System Adaptive Resonance Theory
based) con las ventajas que tiene un algoritmo de mo-
delado ya existente (se podŕıa utilizar cualquier otro)
y se estudian dos casos: Motor CC y Box-Jenkins.

Cabe destacar que se ha aplicado a modelos Mandani
ya que, si revisamos la literatura cient́ıfica vemos que
la mayoŕıa de los trabajos están basados en TSK.

El art́ıculo está organizado del siguiente modo: en pri-
mer lugar, una breve descripción del modelado difuso
junto con transformaciones ortogonales, los criterios
propuestos y las definiciones de precisión e interpreta-
bilidad. En segundo lugar una breve descripción del
sistema neuro-difuso FasART. En tercer lugar la me-
todoloǵıa usada en el art́ıculo, la descripción de los
casos de estudio y los principales resultados obteni-
dos. Y por último las conclusiones más importantes a
las que se ha llegado.
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2 MODELADO DIFUSO:
PRECISIÓN VS.
INTERPRETABILIDAD

Cuando se revisan los algoritmos de modelado difuso,
se encuentra el modelado difuso preciso, generado por
datos, cuyas reglas están compuestas por variables bo-
rrosas en las que prima la precisión y el modelado
difuso lingǘıstico, guiado por el conocimiento de ex-
pertos, que genera modelos difusos cuyas reglas están
compuestas por variables lingǘısticas en las que prima
la interpretabilidad. El modelado difuso preciso in-
tenta obtener mejor nivel de interpretabilidad mejo-
rando este aspecto a partir de las reglas difusas [4, 7],
mientras que la aproximación lingǘıstica intenta me-
jorar la precisión [5, 7].

En general, la mejora de la interpretabilidad está ba-
sada en la reducción y simplificación de las reglas y sus
componentes. Una de las principales aproximaciones
que aparecen en la literatura cient́ıfica es la simplifi-
cación basada en transformaciones ortogonales que es
lo que nos ocupa en este trabajo [4, 18, 19, 21]. Se
consideran tres métodos de transformaciones ortogo-
nales [11]: SVD-QR (QR Singular Value Descompo-
sition) [20, 21], QR-P (Pivoted QR Descomposition)
[20, 21] y OLS (Orthogonal Least Square) [8, 20, 21],
y se incorporan varios criterios para selección de reglas
que nos llevan a un modelo reducido. Para compro-
bar estos criterios se utilizan el error del modelo y la
interpretabilidad de las reglas teniendo en cuenta la
redundancia, incoherencia y similitud de las mismas.

2.1 Transformaciones Ortogonales

Lo principal de las transformaciones ortogonales es
descubrir la dimensionalidad intŕınseca de los datos
[11, 18], que en el caso de modelos difusos se traduce
en encontrar las reglas más relevantes del sistema. Se
consideran dos grupos:

• Métodos de búsqueda de rango, donde el rango
efectivo se obtiene a partir de los valores singula-
res de la matriz de disparo: SVD-QR [20, 21].

• Métodos de evaluación individual, donde la con-
tribución de cada regla se evalúa a partir del orden
de las mismas: OLS [8, 20, 21].

El método QR-P [20, 21] se puede considerar como un
método intermedio que genera un ordenamiento de las
reglas con el cálculo de SVD.

2.2 Criterios

Un aspecto cŕıtico de las aproximaciones ortogonales
es determinar el número adecuado de valores singula-

res correctos que escoge cada algoritmo y por tanto, el
número de reglas asociadas.

En este trabajo se proponen tres criterios:

1. Consiste en eliminar las reglas no relevantes: se
toma el conjunto de reglas del modelo y se elimi-
nan aquellas cuyos valores singulares o varianzas
sean menores a un valor umbral, β1 ≤ 8%.

V alorSingular/V arianzaReglaj ≤ β1

⇒ Reglaj 6∈ModeloReducido
(1)

2. Se trata de encontrar un ”gap” entre las reglas y
asegurarse de que las reglas seleccionadas tienen
suficiente información: se comprueba si un valor
singular o varianza es el doble del siguiente y se ve
si la suma de los valores considerados es superior
a un determinado valor umbral, β2 ≥ 20%.

For (Regla1...Reglan)
V alorSing/V arn ≥ 2 ∗ V alorSing/V arn+1∑j=n
j=1 V alorSingular/V arianzaReglaj

≥ β2

⇒ Regla1, .., Reglan ∈ModeloDifuso
(2)

3. Se trata de seleccionar las reglas mas relevantes:
se consideran las reglas cuyos valores singulares o
varianzas son mayores a un valor umbral, β3 ≥
80%.

V alorSingular/V arianzaReglaj
≥ β3

⇒ Reglaj ∈ModeloReducido
(3)

Los valores de estos umbrales, β1, β2 y β3 están anali-
zados en la sección de experimentos de este trabajo a
partir de los valores de precisión e interpretabilidad.

2.3 Precisión

Para la precisión se utiliza el error cuadrático medio,
medida ampliamente aceptada para medir la exactitud
en problemas de modelado:

ECM =
1
N

N∑
i=1

(Yi − Y ′i )2 (4)

2.4 Interpretabilidad

En este art́ıculo la interpretabilidad está basada en los
conceptos de completitud y distinguibilidad [6, 12, 13,
14, 16], expresados como sigue:

γ1 < Similitud(Ai, Ai+1) < γ2

Similitud(Ai, Ai+1) = |Ai∩Ai+1|
|Ai∪Ai+1| =

=
∑j

i
[µai

(xj)∧µai+1 (xj)]∑j

i
[µai

(xj)∨µai+1 (xj)]

(5)
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Si γ1 es pequeña pero no cero, la completitud está ga-
rantizada y si γ2 tiene un valor superior a 1, se obtiene
una buena distinguibilidad. Por otra parte, también
hay que tener en cuenta la incoherencia y la redundan-
cia entre las reglas (en [9] se da una definición de estos
ı́ndices). En el caso que nos ocupa, estos ı́ndices son
usados para evaluar los criterios propuestos y conse-
guir una reducción de las reglas a partir de las trans-
formaciones ortogonales. Cuando una regla tiene va-
rios antecedentes, la similitud entre dos reglas se puede
calcular de diferentes maneras: la suma normalizada
de la similitud de los antecedentes (eq. 6), el máximo
de la similitud de los antecedentes (eq. 7) o el mı́nimo
de la similitud en los antecedentes (eq. 8) (expresiones
también usadas cuando se usan consecuentes):

SA(Ri, Rj) =
∑

k
SAk

(Ri,Rj)

NumAntecedentes
∀1 ≤ i < j ≤ NumReglas
∀1 ≤ k ≤ NumAntecedentes

(6)

SA(Ri, Rj) = maxk SAk
(Ri, Rj)

∀1 ≤ i < j ≤ NumReglas
∀1 ≤ k ≤ NumAntecedentes

(7)

SA(Ri, Rj) = mink SAk
(Ri, Rj)

∀1 ≤ i < j ≤ NumReglas
∀1 ≤ k ≤ NumAntecedentes

(8)

Finalmente, la similitud de todas las reglas difusas se
calcula como el número de pares de reglas (Card) cuya
similitud es mayor que un determinado umbral βS (eq.
9) o como la media aritmética de la similitud de los
antecedentes (eq. 10):

Similitud = Card(SA(Ri,Rj)>βS)
(NumReglas−1)!

∀1 ≤ i < j ≤ NumReglas
(9)

Similitud = Media(SA(Ri, Rj))
∀1 ≤ i < j ≤ NumReglas (10)

Desde el punto de vista del balance precisión-
interpretabilidad, las expresiones más utilizadas son
el Máximo y la Media.

2.5 Sistema Neuro-Difuso FasART

El modelo FasART [2, 17] es un modelo neuro-difuso
basado en la teoŕıa de resonancia adaptativa (ART):
Fuzzy ARTMAP [3]. FasART introduce una equiva-
lencia entre la función de activación de cada neurona
FasART y una función de pertenencia. FasART seŕıa
el equivalente a un sistema basado en reglas difusas
Mamdani con fuzificación por singleton, inferencia por
producto y defuzificación a través de la media de los
centros de los conjuntos difusos. Se puede encontrar
una descripción completa de este modelo en [2, 17].

3 METODOLOGÍA

En este art́ıculo se propone un método en dos pasos:

1. Generación de un modelo difuso, usando cual-
quiera de los algoritmos descritos en la biblio-
graf́ıa cient́ıfica para modelado difuso preciso o
lingǘıstico. En nuestro caso se ha utilizado el sis-
tema neuro-difuso FasART pero se podŕıa utilizar
cualquier otro.

2. Mejora del modelo difuso, a través del conjunto
de reglas y funciones de pertenencia, obteniendo
un modelo más compacto y más interpretable. En
este trabajo se utilizan las transformaciones orto-
gonales y criterios descritos en 2.2 para tal fin.

4 EXPERIMENTOS Y
RESULTADOS

El método propuesto se valida en dos casos de estudio:

1. Motor eléctrico CC Admira DR-300 1 con tres en-
tradas (Tensión (U), ∆U , Intensidad (Iarm)) y
una salida (Velocidad de Giro (ω)).

2. Datos Box-Jenkins 2 con seis entradas (x(k −
1), x(k − 2), x(k − 3), y(k − 1), y(k − 2), y(k − 3))
y una salida (y(k)) según lo descrito en [10].

Para cada caso de estudio tenemos dos modelos, uno
compacto y otro complejo, para estimar la bondad
de la propuesta realizada con los cuatro casos. De
este modo y de acuerdo con la metodoloǵıa propuesta,
en primer lugar se generan los modelos difusos para
el Motor CC y Box-Jenkins, ambos generados con
FasART, y en segundo lugar se mejoran estos mo-
delos usando las transformaciones ortogonales y los
criterios basados en interpretabilidad. Para ver esta
interpretabilidad, se define la siguiente función de
coste donde cada parámetro se toma normalizado:

F1 = Error + NumReglas + SimilitudReglas
+IncoherenciaReglas + RedundanciaReglas
+NumParticionesCompletas(Cobertura)
= E + NR + S + I + R + C

Por otra parte, los parámetros FasART considerados
a la hora de generar ambos modelos son:

Caso de estudio A. Motor CC:

1. Modelo 1A, con parámetros FasART ρA = ρB =
0.9 y γA = γB = 11, y prestaciones iniciales: NR:
16, E: 0.0022, S: 0.0138, R: 0.0077, I: 0.0000 y
Cobertura completa.

1http://www.amira.de/dr300 engl.html
2http://www.stat.wisc.edu/˜reinsel/bjr-data/gas-

furnace
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2. Modelo 1B, generado con parámetros FasART
ρA = ρB = 1 y γA = γB = 11, y prestaciones ini-
ciales: NR: 505, E: 0.0045, S: 0.3142, R: 0.0000,
I: 0.0000 y Cobertura completa.

Caso de estudio B. Horno de gas Box-Jenkins:

1. Modelo 2A, con parámetros FasART ρA = ρB =
0.6 y γA = γB = 3, y prestaciones iniciales: NR:
31, E: 0.0030, S: 0.0688, R: 0.0193, I: 0.0494 y
Cobertura completa.

2. Modelo 2B, con parámetros FasART ρA = ρB = 1
y γA = γB = 12, y prestaciones iniciales: NR:
293, E: 0.00002, S: 0.00009, R: 0.00002, I: 0.0000
y Cobertura completa.

A partir de aqúı, los mejores resultados obtenidos te-
niendo en cuenta transformaciones ortogonales, crite-
rios y la función de coste son:

4.1 CRITERIO I

Para testear β1 se ha tomado el rango 8%− 20% para
todos los métodos de transformaciones ortogonales ci-
tados (SVD-QR, QRP y OLS), y se ha evaluado la
función de coste F1 para los dos casos de estudio. En
general los mejores resultados se han obtenido para
β1 = 8% aunque hay alguna excepción con β1 = 16%:

4.1.1 Modelo 1A

• SVD-QR: NR: 16 → 6, E: 0.0022 → 0.0065 , S:
0.3142 → 0.2866. No Redundancia ni Incoheren-
cia y la Cobertura es completa.

• QRP: NR 16 → 9, E: 0.0022 → 0.0043, S:
0.3142 → 0.3037. No Redundancia ni Incoheren-
cia y la Cobertura es completa.

• OLS: NR: 16 → 5, E: 0.0022 → 0.0080, S:
0.3142 → 0.3044. La Redundancia, Incoherencia
y Cobertura siguen como en el modelo inicial.

4.1.2 Modelo 1B

• SVD-QR: NR: 505 → 190, E: 0.0045 → 0.0076
, S: 0.0138 → 0.123, R: 0.0077 → 0.0050. No
Incoherencia y Cobertura se mantiene completa.

• QRP: NR: 505 → 201, E: 0.0045 → 0.0070, S:
0.0138 → 0.0117, R: 0.0077 → 0.0049. No In-
coherencia y Cobertura se mantiene completa.

• OLS: NR: 505 → 6, E: 0.0045 → 0.3191, S:
0.0138 → 0.029, R: 0.0077 → 0.0021. No Incohe-
rencia y Cobertura completa excepto en dos casos.

4.1.3 Modelo 2A

• SVD-QR, NR: 31→ 19, E: 0.0030→ 0.00361, S:
0.0688→ 0.0643, R: 0.0193→ 0.0175, I: 0.0494→
0.0467. Las particiones se mantienen completas.

• QRP, NR: 31 → 19, E: 0.0030 → 0.0036, S:
0.0688→ 0.0643, R: 0.0193→ 0.0175, I: 0.0494→
0.0468. La Cobertura permanece completa.

• OLS, NR: 31 → 18, E: 0.0030 → 0.0060, S:
0.0688→ 0.0182, R: 0.0193→ 0.0175, I: 0.0494→
0.0468. Las particiones siguen completas.

4.1.4 Modelo 2B

• SVD-QR, NR: 293 → 289, E: 0.00002 →
0.00003, S: 0.1423 → 0.1397, R: 0.00002 →
0.00002. No Incoherencia y Cobertura completa.

• QRP, NR: 293 → 288, E: 0.00002 → 0.00002,
S: 0.00009 → 0.0001, R: 0.00002 → 0.00002. No
Incoherencia y Cobertura completa.

• OLS, NR: 293 → 180, E: 0.00002 → 0.0252, S:
0.00009 → 0.00012, R: 0.00002 → 0.0000. No
Incoherencia y Cobertura completa.

En general este criterio ha permitido simplificar los
modelos difusos: El número de reglas ha disminuido y
la interpretabilidad se ha incrementado. Esto supone
una subida del error pero como los valores de error
siguen siendo muy pequeños no se tiene en cuenta. En
el caso del Modelo 2B los resultados han sido diferentes
al resto de los modelos: el número de reglas no se ha
decrementado mucho con SVD-QR y QRP mientras
que con OLS los resultados son similares a los Modelos
1A, 1B y 2B.

4.2 CRITERIO II

Este criterio es el más similar al ”gap” entre valores
singulares, o equivalentes, descritos en otros trabajos.
Para los Modelos 1A y 1B, la reducción en el número
de reglas ha sido extremo lo cuál no está bien desde
el punto de vista lingǘıstico. En el caso de los Mo-
delos 2A y 2B la reducción ha sido mı́nima. Para un
rango de β2 de 20% − 40% los mejores resultados se
han obtenido para β2 = 20% y son:

4.2.1 Modelo 1A

• SVD-QR, NR: 16 ⇒ 1, E: 0.0022 ⇒ 0.4761; S:
0.4000⇒ 0.0000; R: 0.0417⇒ 0.0000, I: 0.2083⇒
0.0000; Cobertura completa.

• QRP, NR: 16 ⇒ 1, E: 0.0022 ⇒ 0.4761; S:
0.4000⇒ 0.0000; R: 0.0417⇒ 0.0000, I: 0.2083⇒
0.0000; Cobertura completa.
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• OLS, no se han obtenido resultados.

4.2.2 Modelo 1B

• SVD-QR, QRP no se han obtenido resultados.

• OLS, NR: 505 ⇒ 1, E: 0.0045 ⇒ 0.4761; S:
0.0138⇒ 0.0000; R: 0.0077⇒ 0.0000, I: 0.2083⇒
0.0000; Cobertura completa.

4.2.3 Modelo 2A

Los resultados obtenidos para SVD-QR, QRP and
OLS han sido iguales: NR: 31 ⇒ 30, E: 0.0030 ⇒
0.0029; S: 0.0000 ⇒ 0.0000; R: 0.0417 ⇒ 0.0000, I:
0.2083⇒ 0.0000; Cobertura completa.

4.2.4 Modelo 2B

• SVD-QR, QRP, no obtenido resultados.

• OLS, NR: 293 ⇒ 290, E: 0.00002 ⇒ 0.00003; S:
0.0000⇒ 0.0000; R: 0.0000⇒ 0.0000, I: 0.2083⇒
0.0000; Cobertura completa.

4.3 CRITERIO III

Para testear β3 se ha tomado el rango 60% − 90% y
los mejores resultados se han obtenido para β3 = 80%
donde podemos ver que ha disminuido el número de
reglas aumentando la interpretabilidad con valores de
error totalmente aceptables:

4.3.1 Modelo 1A

• SVD-QR, NR: 16 ⇒ 6, E: 0.0022 ⇒ 0.0065;
S: 0.3142 ⇒ 0.2866; R: 0.0000 ⇒ 0.0000, I:
0.0000 ⇒ 0.0000; Cobertuta completa excepto
una partición.

• QRP, NR: 16 ⇒ 7, E: 0.0022 ⇒ 0.0060; S:
0.3142⇒ 0.0192; R: 0.0000⇒ 0.0000, I: 0.0000⇒
0.0000; Cobertuta completa excepto una par-
tición.

• OLS, NR: 16 ⇒ 5, E: 0.0022 ⇒ 0.0080; S:
0.0415⇒ 0.0107; R: 0.0000⇒ 0.0000, I: 0.0000⇒
0.0000; Cobertuta completa.

4.3.2 Modelo 1B

• SVD-QR, NR: 505 ⇒ 210, E: 0.0045 ⇒ 0.0063;
S: 0.0138 ⇒ 0.0111; R: 0.0077 ⇒ 0.0046, I:
0.0000⇒ 0.0000; Cobertuta completa.

• QRP, NR: 505 ⇒ 236, E: 0.0045 ⇒ 0.0049; S:
0.0138⇒ 0.0098; R: 0.0077⇒ 0.0044, No Incohe-
rencia y Cobertura completa.

• OLS, NR: 505 ⇒ 192, E: 0.0045 ⇒ 0.0079; S:
0.0138⇒ 0.0149; R: 0.0021⇒ 0.0019, I: 0.0077⇒
0.0063; Cobertuta completa.

4.3.3 Modelo 2A

• SVD-QR, NR: 31 ⇒ 19, E: 0.0030 ⇒ 0.0036; S:
0.0000⇒ 0.0000; R: 0.0000⇒ 0.0000, I: 0.0000⇒
0.0000; Cobertuta completa.

• QRP, NR: 31 ⇒ 17, E: 0.0030 ⇒ 0.0055; S:
0.1835⇒ 0.1770; R: 0.0000⇒ 0.0000, I: 0.0000⇒
0.0000; Cobertuta completa.

• OLS, NR: 31 ⇒ 18, E: 0.0030 ⇒ 0.0064; S:
0.0000⇒ 0.0000; R: 0.0000⇒ 0.0000, I: 0.0000⇒
0.0000; Cobertuta completa.

4.3.4 Modelo 2B

• SVD-QR, NR: 293 ⇒ 188, E: 0.0002 ⇒ 0.0276;
S: 0.1508 ⇒ 0.1258; R: 0.0095 ⇒ 0.0090, I:
0.0963⇒ 0.0773; Cobertuta completa.

• QRP, NR: 293 ⇒ 204, E: 0.00002 ⇒ 0.0133;
S: 0.000009 ⇒ 0.00005; R: 0.00002 ⇒ 0.0000, I:
0.0000⇒ 0.0000; Cobertuta completa.

• OLS, NR: 293 ⇒ 145, E: 0.00002 ⇒ 0.0416; S:
0.000009⇒ 0.00005; No R ni I y C completa.

5 CONCLUSIONES

Este trabajo define un camino a seguir para mejorar
el balance precisión-interpretabilidad en modelos ba-
sados en reglas difusas, haciendo uso de transforma-
ciones ortogonales, de conceptos de interpretabilidad
y del conjunto de criterios descritos para reducir el
número de reglas, criterios que son una alternativa a
los gráficos en los que se busca un ”gap” entre dos va-
lores singulares, que es lo utilizado en otros trabajos.

Esta propuesta se ha aplicado para dos casos de estu-
dio (Motor CC y Box-Jenkins) obteniendo para cada
caso dos modelos con diferentes complejidades los cua-
les se han mejorado posteriormente con tres métodos
de transformación ortogonal: SVD-QR, QR-P y OLS.

A continuación se han aplicado los tres criterios defi-
nidos de manera que en los criterios I y III, excepto en
el modelo 2B, el número de reglas se ha reducido in-
cluso más del 50% lo que lleva a que otros aspectos de
la interpretabilidad como similitud, redundancia, etc,
también hayan mejorado incluso se hayan eliminado en
algunos casos. Esta mejora ha implicado una subida
del error pero no se han considerado importante puesto
que los valores de error siguen siendo muy pequeños.

Por otra parte, el criterio II ha generado peores resul-
tados desde el punto de vista de la interpretabilidad,
ya que, se han puesto unas restricciones muy severas
a la hora de buscar el ”gap” lo que ha hecho que la
reducción del número de reglas sea extremo.
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