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Resumen

Utilizando una relaciéon borrosa R €
[0,1]F*F reflexiva y simétrica, se carac-
terizan ciertos subconjuntos borrosos B €
[0,1]F, demostrando que juegan el papel
de los subconjuntos ordinarios llamados blo-
ques en el contexto de relaciones de toler-
ancia nitidas. Finalmente, se prueba que es-
tos nuevos bloques borrosos B pueden de-
terminarse mediante parte del reticulo de
Conceptos borrosos asociado al contexto
([0,1], E, E, R).
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1. INTRODUCCION

En este trabajo, dada una tolerancia borrosa R €
[0,1]F*E sobre un referencial cualquiera E, (finito o
no), demostramos que existe una familia distinguida
T # @ de subconjuntos borrosos B € [0,1]F llama-
dos bloques de tolerancia borrosa que constituye un

cubrimiento del referencial: £ = \/ B. Probamos
BeT
ademds que esos bloques son las soluciones de la

ecuacion relacional borrosa X <« R = X donde <
es la composicién “triangulo” asociada a una impli-
cacion residuada. Finalmente, relacionamos el cédlculo
de los bloques borrosos B con el calculo de conceptos
borrosos ([7], [1], [3], [13], [14]) asociados al contexto
([0,1], E, E, R) en el que el los conjuntos de objetos y
atributos son iguales al referencial E.
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1.1. BLOQUES ASOCIADOS A
TOLERANCIAS

En la teoria de relaciones binarias nitidas, dados un
referencial E # @ y una tolerancia R en E, (es decir,
una relacién nitida R C F x E reflexiva y simétrica),
se asocia al par (E,R) la siguiente familia S€r de
subconjuntos nitidos de E:

SEr={A€ p(F)/Ax ACR}

Los subconjuntos A de S€ i reciben el nombre de pre-
bloques [2] del sistema algebraico (F, R) y este par es
un espacio de tolerancia [9].

El conjunto S€R de pre-bloques es no vacio, ya que
tanto el subconjunto vacio @ como los subconjuntos
unitarios {z} de F, son pre-bloques de (F, R).

El par (S€g,C) es un subconjunto ordenado del
reticulo (p(E), C). Se puede demostrar [2] que, para
cualquier F (finito o no) y para cualquier tolerancia
R en E, el conjunto ordenado (SEg, C) es inductivo,
por lo que su subconjunto de maximales es no vacio.
Sea BER = {B € SEr/B es maximal en (SR, C)} ese
subconjunto. Si un pre-bloque A € SER no es maxi-
mal diremos que es pre-blogue propio. Cada uno de los
maximales B € BER recibe el nombre de bloque [2]
del espacio de tolerancia (£, R). El conjunto de blo-
ques BER constituye un cubrimiento de E, es decir,
E= |J B (Figural).

BeBER
Si R es ademas transitiva, es decir, R es una equivalen-
cia en F, entonces el conjunto BE g de bloques coincide
con el conjunto de clases de equivalencia de (E, R). En
este caso, el cubrimiento de E resulta ser una particién
del mismo.

1.2. RETICULO DE CONCEPTOS
FORMALES

Desde una perspectiva distinta, se puede considerar el
espacio de tolerancia (E, R) mencionado en la seccién
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Figura 1: Cubrimiento por bloques.

anterior como el contexto (E, FE, R) en el que coinciden
los conjuntos de objetos y de atributos y en el que la
relacién de incidencia es la tolerancia R.

En este caso, el reticulo de conceptos formales
(L(E,E,R),<) ([16], [11]), estd formado por el con-
junto L(E, E, R) de pares de subconjuntos (A4, B) €
p(F) x p(E) tales que A1 = By By = A, siendo
Ay ={y /xRy Vxe A} y Bo={x / xRy Vy € B}.
Si (A, B) es uno de esos conceptos, entonces A es su
extension (subconjunto de objetos) y B es su intension
(subconjunto de atributos).

El orden < del reticulo (L(E, E, R), <) viene dado por

(A,B) < (C,D)+<= ACC

o lo que es equivalente, B O D.

Se demuestra que A # &, B # @y (4,B) €
L(E,E,R) si y solosi Ax B C R es un “rectdngu-
lo mazimal” de la tolerancia R. ( Figura 2).

E
/g
R |l Xx X X3 X4 xlx)%x3x4
[T (N0 0 o0 / 7\
i
xlol|1l 1 1] 0 N 7o
x| o\\W 1 1)o XX,
x| 0 0 0 0 \ .
E

Rectangulos maximales AXB
(En particular los cuadrados maximales AXA)

Reticulo de conceptos
édel contexto (E,E,R)

Figura 2: Rectangulos maximales y conceptos formales

1.3. TOLERANCIAS BORROSAS

En este trabajo estudiamos espacios de tolerancia
(E, R) en los que R es una tolerancia borrosa [15],[8],
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Es de-
tal que

|
1]
V(z,y) €

también llamada compatibilidad borrosa [12
cir, R es una aplicacién R : E x E — |0,
R(z,z) =1 Vx € Ey R(z,y) = R(y,x)
ExE.

En lo que sigue, la expresion R°P representa la relacion
opuesta de R tal que R°P(z,y) = R(y,z) VY(z,y) €
ExFE.

Los elementos que utilizamos en el trabajo para obten-
er los bloques asociados a una de esas tolerancias bor-
rosas R, son los siguientes:

(i) Una t-norma ® en [0,1] continua a la izquierda,
es decir, a® sup M = sup(a®M) Va € [0,1] VM C
[0,1].

(ii) La implicacién residuada ~- asociada a esa t-
norma: a~3 = sup{y/a®y < B} ¥(a, 3) € [0, 1]>.

(iii) Un referencial ordinario E tal que |E| > 2.

(iv) El operador “®-producto” entre subconjuntos
borrosos x : [0,1]F x [0,1]® — [0,1]P*F asociado
a la t-norma ®, definido, VA € [0,1]¥, VB € [0,1]F
V(z,y) € E x E, por:

(AxB)(z,y) = A(x)2B(y)

(v) El operador “~~-tridngulo” entre subconjuntos bor-
rosos <: [0,1]F x [0, 1]F*EF — [0, 1] asociado a la im-
plicacién ~», definido, VA € [0,1]¥, VR € [0,1])P*F y
Yy € E, por:

(A< R)(y) = inf{A(z)~R(z,y)/z € E}

Definiciéon 1. Llamaremos ®-rectdngulo en F X E a
una relacién borrosa Q € [0,1]F*E que pueda repre-
sentarse como ®@-producto Ax B de subconjuntos bor-
rosos de E. Si se verifica que A = B, diremos que
Q = AXA es un ®@-cuadrado.

2. SOLUCIONES DE X <« R=X

En esta seccién, se dan algunas propiedades del op-
erador producto X y se prueba que el operador < es
residuo de aquél . Posteriormente, se demuestra que
dada una tolerancia borrosa R, la ecuacién X <1 R =
X tiene siempre soluciéon y que cada solucién es un
subconjunto borroso con cierto caracter de maximal.

Proposicion 1. Se verifica:

(i) (\V A)xB= \/(AxB) VF C[0,1)¥
AeF AeF

Ax(\ B)= V(AxB) VG cC[0,1]"
Beg Beg

(ii) (AXB)? = BxA VA, B € [0, 1]% y, en conse-
cuencia, todo ®—cziadmd0 A><~A es una relacion bor-
rosa simétrica: (AX A)°P = Ax A.
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(iii) (AxB) < R) &
(A < (B < RP)).

(B<(A<R) &

Demostracion.

El apartado (i) es consecuencia inmediata de la con-
mutatividad y del caracter de continua a la izquierda
que posee la t-norma ®. El apartado (ii) es inmediato
a partir de la definicién de X y de la conmutatividad
de la t-norma ®. (iii) Supongamos que AxB < R.
Entonces, para todo = y para todo y en F, se verifica
A(z)®B(y) < R(z,y). Sea y un elemento cualquiera
de F y hagamos que z recorra E. Teniendo en cuenta
que la implicacién ~~ es el residuo de la t-norma ®,
obtenemos que, para todo x, se verifica:

B(y) < (A(z)~R(z,y)),
luego

B(y) < inf (A(zx)~R(z,y)) = (4 < R)(y)-

Y ésto ocurre para cualquier g, en consecuencia,
B < (A< R).

Supongamos ahora que se cumple esta tltima desigual-
dad entre borrosos, entonces

B(y) < (A(z)~R(z,y)) Va,y € E,
luego
A(z)®B(y) < R(z,y)

Es decir:

V(z,y) € ExE.

AXB < R.

Finalmente, teniendo en cuenta que el operador °P es
isétono, junto con el resultado del apartado (ii) y lo
que acabamos de demostrar, tenemos que

(AXB) < R) & ((AXB)? < RP) & (BXA < RP) &
< (A< (B < R%)).
O

La primera equivalencia del apartado (iii):
(AXxB)< Re B<(A<R),
demuestra que el operador < es el residuo [5] del op-

erador x. En consecuencia, se cumplen las siguientes
propiedades de la teoria de residuos:

Proposicién 2. (Véase [5]). Los operadores <I y X
son tales que:

A< R=\/{W €[0,1]/(AxW) < R}
AxB = \{Q € [0,1]"*F/(A < Q) = B}

Aa( N\ R = A\ (A<R) VN C[0,1]"*F
ReN ReN
A1§A2:>(A1<R)Z(A2<]R) VR
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También, de ese mismo apartado (iii) de la Proposi-
cién 1, se deduce el siguiente resultado que utilizare-
mos mas adelante en este trabajo.

Corolario 1. Se verifican las equivalencias:

(AXA)<R) = (A< (A< R)) < (A< (A< RP).

Es conocido [3], que la aplicacién residuada ~ es tal
que para todo M C [0, 1] y para todo g8 € [0, 1] verifica
sup M~ = {nf(M~~3). No estd demostrado que se
cumpla una igualdad anédloga para el operador <.

En general, para cualquier R, sélo se puede asegurar
la desigualdad: ( \V A) < R< A (A< R).
AcF AcF

En la siguiente proposicién demostramos que para las
relaciones borrosas simétricas si se verifica la igualdad.

Proposicion 3. Si R = R°P entonces

(VA <RrR= A\ (A<R) VFC0,1]".
AeF AeF

Demostracion.
Si F = @ la primera de las expresiones separadas por
la igualdad equivale a

(V@) <R=(@<R)=ExE,
(0,17
y la segunda a ( A\ @) = E x E. Supongamos que

(0,17
F # @, se verifica la implicacién:

A< (\/A) VAeFr=
AeF
= (A<R) >(\/ A <R VAeF,
AeF
que muestra que ( \/ A) < R es un minorante del

AeF
subconjunto {(A < R)/A € F}. Sea H otro minorante

, es decir:
H<(A<R)VAeF.

Segin hemos demostrado en la Proposicién 1, esta ex-
presion es equivalente a A < (H < R?) VA € F,y
que, al ser R = R°P, se puede escribir:

A<(H<R)VAeF,
lo que a su vez es equivalente a
(HxA) < RVAc F.

De este resultado deducimos que \/ (HxA) < R,

AeF
luego (Hx \/ A) < R. Aplicando el opuesto °P, ten-
emos Aer N
(\/ AXxH < R =R,
AceF
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que, finalmente, equivale a H < (\/ A) < R. Y esto
AeF
prueba que ( \/ )A < R es el mayor de los minorantes.
AeF
Es decir, que

(VA <Rr= A\ (A<R).

AeF AeF

O

Estudiamos a continuacién dos clases H y 7 de sub-
conjuntos borrosos caracterizados por la relacion R y
el operador <. Esos subconjuntos serviran como base
de las definiciones de bloques que aparecen més ade-
lante en este trabajo.

Consideremos el subconjunto ordinario H C [0,1]¥
formado por los subconjuntos borrosos A € [0,1]F
tales que A < (A < R):

H={Aec[0,1]F /A< (A<R)}

Y el subconjunto ordinario 7 C H de los subconjuntos
borrosos B € [0,1]F tales que B = (B < R):

T={Be[0,1]” / B=(B<R)}

Este ultimo 7 puede ser vacio, pero H # &, pues
es evidente que @ € H. Ademads, el conjunto de los
“puntos borrosos” § = {x,/ x € E, a # 0} tales que
zo(z) = ay z4(y) = 0si y # x, estd contenido en H,
yaque (o < R)(y) = a~R(z,y),y como R(z,x) =1,
se obtiene:

To < (o S R) Vz € E Vae (0,1].
Proposicién 4. (i) El subconjunto parcialmente or-
denado (H,<) es un semiideal de ([0,1]%, <).

(ii)) Si R = R°P, el semiideal (H,<) es inductivo y
en consecuencia, por el azioma de Zorn [10] : el sub-
congunto MAXIMAL(H) de elementos mazimales de

(H, <) es no vacio.

(i) FEl conjunto T es un
MAXIMAL(H).

subconjunto  de

Demostracion.

(i) Sea A € H y sea D < A. Entonces se verifica que
(D <« R)> (A< R)>A > D, lo que prueba que
D € H. (ii) Sea (C, <) una cadena incluida en (H, <)
Hay que demostrar que C esta acotada en H. En primer
lugar, demostremos que si C' y D son elementos de la
cadena C entonces C < (D < R). En efecto, si C < D
entonces C < D < (D < R). Si D < C entonces
D < C < (C <R) < (D < R). De este resultado se
deduce que

\Vc<(D<aRr)vDec,
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es decir, \/C < A (D < R). Finalmente, como R =
DecC

R°P, por la Proposicién 3, se verifica

A\ @<Rr)=(\/C) <R,

DecC

luego obtenemos que \/C < (\/C) < R, que prueba
que \/ C € H y que, evidentemente, es un mayorante
de C. Esto demuestra que (H, <) es inductivo y, en
consecuencia, MAXTMAL(H) # @ segin el lema de
Zorn [10]. (iii) Si 7 = &, evidente. Supongamos que
B € 7T ysea A € H tal que B < A, entonces, de
A>B=(B<R)>((A<R)> A se deduce que
A = B. Es decir, B € MAXIMAL(H). O

Si R es una tolerancia borrosa en F, la inclusién 7 C
MAXIMAL(H) se convierte en igualdad:

Proposicion 5. Si R es tolerancia borrosa, entonces
T =MAXIMAL(H) y, en consecuencia, T # & .

Demostracion.
Sabemos que se verifica la inclusion 7  C
MAXIMAL(H). Demostremos la inclusién en

el otro sentido. Sea A € MAXIMAL(H). Entonces
A < (A < R). Supongamos que A < (A < R).
Entonces, existirda al menos un w € FE tal que
A(w) < (A < R)(w). Sea A, € [0,1]F definido por
Ap(z) = Ax), stz # w, y Ay(w) = (A < R)(w).
Se wverifica: A < A, = AV w donde
Wy oy (@) =0siz £ wy

W4y oy (W) = (A < R)(w). Entonces,

(AQR)(w)?

A, QR:(A\/w(AqR>(w)
=A< R)A(

)<<R=
<4 R).

Wagry(w)
Demostremos que A4,, < A, < R. Para z # w, te-
niendo en cuenta que a < (a~3)~3 que aparece de-
mostrado en [3] y que R(z,w) = R(w, x), se verifica:

(Ay < R)(z) = (A< R)(z) A (Wi apyy < R)(x) =
(A< R)(z) AM(A < R)(w)~R(w,x)) =

(A< B)(a) A (inf {A()R(z, w)} R, 2)) >
(A < R)(z) A ((A(z)~R(z, w))~R(w, z)) =

(A< R)(z) A ((A(z)~R(w,z))~R(w, ) >

(A< R)(x) NA(x) = A(z) = Ay ()

Para z = w, teniendo en cuenta que R(w,w) = 1:
(Auw < B)(w) = i0f {Ay(2)=R(z,0)} =
10f {4, ()= R(z,0)} A (Au(w)=Rlw,w) =
fof {(A(z)~R(z,0)} A 1> faf {A()~R(z )} =

zelk
(A< R)(w) = Aw(w)
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Luego A < Ay < (Ay < R), es decir, A < A, €
‘H, lo que es absurdo, pues A es maximal de H. En
consecuencia, A = A < R, que prueba que A € 7. O

Proposicién 6. Si A € H entonces (A< R) < R) €
H.

Demostracion.
Sea A € H, es decir tal que A < A < R. Hay que
demostrar que también se verifica:

((A<R)<R)<(((A< R)< R)<R).

En efecto, por ser < antitono en el primer argumento:
(A<A<R)= ((A<R)>(((A<R)<R) =
((A<R)<R)<(((A< R)< R)<R). O

En general, la ecuaciéon X < R = X no siempre tiene
solucién, como se puede comprobar con el siguiente
ejemplo:

Sea E = {z,y} y R, la relacién borrosa de la tabla:

z |01 03
y 109 0

que no es una tolerancia.

Si se considera en [0, 1] la implicacién residuada de
Lukasiewicz, se puede demostrar que la 1inica solucion
de X < R = X es el subconjunto borroso A tal que
A(z) = 0,55y A(y) = 0,5. Sin embargo, se comprueba
que con la implicacién residuada de Godel, la ecuacién
anterior no tiene solucién.

De la proposicion anterior y de la equivalencia
((AxA) < R) & (A < (A < R)), se deduce el si-
guiente corolario que asegura la existencia de solu-
ciones cuando R es reflexiva y simétrica.

Corolario 2. Si R es una tolerancia borrosa, la
ecuacion X < R =X tiene solucion, y el conjunto de
soluciones coincide con el conjunto de borrosos maxi-
males B € [0,1]F tales que BXB es un “®-cuadrado”
inclutdo en la tolerancia borrosa R.

Los elementos de 7 = {B / B = (B < R)} constituyen
un cubrimiento de E:

Proposicion 7. Si R es una tolerancia borrosa, en-
tonces E = \/ B.

BeT
Demostracion.
Se verifica: E = \/ .
zeE

Por otra parte, 21 < (z1 < R), ya que (21

R(z,y) y #1(y) = 0 < R(z,y) siy # 2 y 11
R(z,z) = (x1 < R)(x).

/—\A
=
&

I

z)=1=
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En consecuencia, ((z1 < R) < R) € H, por lo que

existird un maximal B € MAXIMAL(H) = T tal

que 71 < ((r1 < R) < R) < B, luego E = \/ 21 <
z€E

\/ B. 0
BeT

3. DEFINICION DE ®-BLOQUES.
CALCULO DE ESTOS
UTILIZANDO LA TEORIA DE
CONCEPTOS BORROSOS

En [4], los autores definen las clases de tolerancia como
subconjuntos borrosos B que son normales, ( B(z) = 1
para algin x € F), y maximales dentro de un cierto
conjunto ordenado.

En esta seccion, ampliamos las definiciones y los re-
sultados de estos autores [4], ya que exigimos que es-
os subconjuntos borrosos B tengan el mismo caracter
maximal, pero no han de ser necesariamente normales.

Por otra parte, (de acuerdo con la nomenclatura usual
en espacios de tolerancias ordinarios [2]), utilizamos
el nombre de bloque en lugar de clase para nombrar
esos maximales, reservando el nombre de clase para
los subconjuntos borrosos [z]z € [0, 1] definidos por:
[z]r(y) = R(z,y) Yy € E, Vx € E (Véase por ejemplo
[12)).

Finalmente ( al igual que se hace en [4]), mostramos
su relacién con la teoria de Anélisis de Conceptos Bor-
rosos ([6],[7], [3])

Consideremos el sistema algebraico (E,R) formado
por un referencial con cardinal |E| > 2 y por una tol-
erancia borrosa R € [0,1]F*E.

Definicién 2. Llamaremos ®-prebloque A de (E, R)
a todo subconjunto borroso A € [0, 1]F tal que AxA <
R. Llamaremos ®-bloque de (E, R) a todo maximal B
del conjunto de ®-prebloques.

De los resultados expuestos en la seccién anterior se
desprenden estos otros :

1. Los ®-bloques asociados a (E, R) serdn todos los
subconjuntos borrosos B € [0,1]F tales que B =
B < R.

2. Esta definicién de ®-bloque es coherente, ya que,
como se ha demostrado en la seccidon anterior,
estd asegurada la existencia de esos maximales.

3. Se puede interpretar el cdlculo de ®-bloques como
el del cdlculo de “®-cuadrados maximales”.

4. Elreferencial E es unién borrosa de los ®-bloques:

E=\/B

BeT
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Veamos finalmente que con la Teoria de Conceptos
Borrosos podemos abordar el calculo de ®-bloques.
Para ello interpretamos el sistema (E, R) como el con-
texto borroso ([0,1], E, E, R) en el que el referencial
ordinario E representa tanto el conjunto de objetos
como el de atributos [1] y en el que la relacién de in-
cidencia es la tolerancia borrosa R € [0, 1]F*F

En la teoria de conceptos borrosos, se puede demostrar
que un concepto del contexto ([0, 1], E, E, R) es un par
(M, N) € [0,1]F x[0,1]F tal que M = (M <1 R) <t R°P
vy N = M < R. Esta interpretacién de los conceptos
proporciona una conexién entre la teoria de conceptos
borrosos y el cdlculo de ®-bloques en el caso en que
se utilice una implicacién residuada y una tolerancia
borrosa, tal como se demuestra en la siguiente

Proposicion 8. Si R es una tolerancia borrosa en
E, entonces los ®-bloques B son las extensiones (o
las intensiones) de los conceptos borrosos (B, B) cuyas
dos componentes son iguales.

Demostracion.

Se verifica que R = R°P. Supongamos que B es un
®-bloque. Entonces B = B < R y, en consecuencia,
B=B<xR=(B<R)<R=(B<R)< R,
que demuestra que (B, B) es un concepto del contexto
([0,1], E, E, R). Por otra parte, si (M, M) es un con-
cepto, entonces M = M < R, es decir, M es un ®-
bloque. O
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