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Resumen

Basandose en las ideas de L. Wittgenstein
sobre el parecido de familia (en aleman Fa-
miliendhnlichkeit y en inglés Family Resem-
blance), se presenta una nueva formalizacién
matematica del parentesco entre predicados
y sus usos, asignando a cada uso de un predi-
cado un conjunto borroso. Para ello, se defi-
ne el conjunto de los ‘parientes’ de cierto uso
de un predicado, y se calculan los grados de
parecido con sus parientes. Ademads, si entre
dos conjunto borrosos que no sean parientes
hay un grado de parecido alto, se definen los
parientes de segundo orden y un grado de pa-
rentesco de segundo orden.

Palabras Clave: Predicado, Parecido de fa-
milia, Grado de parentesco, Indistinguibili-
dad.

1. INTRODUCCION

Este articulo se inspira en [5] el trabajo previo, que
constituye un primer acercamiento a la formalizacion
del concepto de parecido de familia, ‘familiendhnlich-
keit’, también ‘family resemblance’, de Wittgenstein.

Wittgenstein es el iniciador de la conocida filosofia del
lenguaje; en [7], recogié el cardcter dindmico de las
palabras y el lenguaje a través de los llamados juegos
del lenguaje. Las palabras sufren modificaciones con el
tiempo, motivadas por su uso en contextos distintos o
por hacer referencia a nuevos elementos, como ejem-
plo, la palabra ‘indio’, que en un principio designaba
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exclusivamente a los nativos de India, pero que tras el
descubrimiento de América pasé a designar también a
los americanos nativos.

En [4], se ve cémo un uso concreto de un predicado,
puede representarse por medio de un conjunto borroso.
Asi que se intentard estudiar la relacién de parentesco
entre los conjuntos borrosos que puedan representar
distintos usos de un mismo predicado, partiendo de un
conjunto borroso que represente un uso concreto del
predicado y que se tomard como patrén. Se definira el
conjunto de los parientes de ese patrén, y el grado
de parentesco de los parientes con él. Mas adelante,
se extendera el conjunto de parientes a parientes de
segundo orden y se definird también un grado de pa-
rentesco de segundo orden.

2. FAMILIAS DE CONJUNTOS
BORROSOS CON PARENTESCO

Sobre un universo de discurso X, un predicado P orde-
na los elementos de X, si se puede decir que ‘x es menos
P que y’, (x <p y), con z,y € X. Posteriormente, se
puede construir un conjunto borroso, pp, que repre-
sente un uso del predicado, capturando dicho orden en
la forma, ‘si x <p y, entonces up(z) < up(y)’ (para
més detalles ver [4]); es decir, que pp pueda conside-
rarse un ‘grado’ para el predicado.

Para un predicado P se pueden construir diferentes
grados, siempre que cada grado capture el orden que
el predicado induce sobre el universo de discurso; por
ejemplo el uso del predicado en diferentes contextos
motivard una modificacién en el grado (véase Figura
1).

Asi pues, el predicado P = alto, definido en un uni-
verso de personas introduce un orden, gracias a la ca-
racteristica numérica ‘altura’; ‘una persona x es menos
alta que otra y’, si altura(z) < altura(y), pero el gra-
do en que se considera que una persona es alta depende
del contexto. Por ejemplo no se considera que alguien
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Universo:
X» Representaciones

del predicado en
diferentes contextos:

Predicado: LLp1
P
— » X SP y — ]J.Pz

Lps

Figura 1: Representacion de un mismo predicado en
distintos contextos

de 1.70 metros tenga el mismo grado de alto en el con-
texto de una escuela de primaria, o en el contexto de
un equipo de baloncesto profesional.

].LA col }'LA bal

0 1 165 23 0 1

1
165 2 2123

Figura 3: En un equipo

Figura 2: En una escuela
& de baloncesto

El ejemplo muestra que el conjunto borroso que re-
presenta el predicado alto en un equipo de baloncesto,
sufre una modificacién con respecto a la representacion
del predicado alto en una escuela, en este caso porque
las alturas de un colegio son mas heterogéneas y casi
sin alumnos con altura superior a 1.70; sin embargo,
en un equipo de baloncesto casi todos los jugadores
tendran una altura superior a 1.90 e inferior a 2.10. No
obstante, las dos funciones muestran cierto parecido,
por lo menos en cuanto a su forma.

Los elementos que verifican el uso del predicado P con
grado uno, son los prototipos de ese uso P, y se denota
por S(up) asu conjunto, S(up) = {z € X; u(x) =1}.
Por analogia, los anti-prototipos serédn los elementos
que no verifican el predicado,que lo hacen con grado ce-
ro y se denotard su conjunto Z(up) = {z € X;u(z) =
0}.

La relacion de parentesco se define entre conjuntos bo-
r70508 W, 0 tales que S(p) # 0, Z(n) # 0, S(o) #0 y
Z (o) # 0, como sucede con las funciones de las figuras
2 vy 3. Estos conjuntos borrosos se llaman conjuntos
borrosos completamente normalizados.

Observacion 2.1 En lo que sigue, se supondrd que
todos los grados, p(i € I), de un mismo predica-
do P definido en en el universo de discurso X, com-
partirdn algunos prototipos y anti-prototipos. Esto es,

D Zwp) 70y 0.S(p) #0.
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En lo sucesivo, manejaremos un conjunto, F*(X), de
algunos conjuntos borrosos completamente normaliza-
dos, con X C R, al que pertenecera el patréon de su
familia, y sus parientes que se definirdn mas alante.

Si tenemos un conjunto borroso no normalizado con
maximo y minimo, podemos transformarlo en uno
completamente normalizado, bajo la transformacién li-
neal
«_ _ p—min(y)
"7 mdx(u) — min(p)’

Cabe considerar que dos conjuntos borrosos represen-
tan un mismo predicado si su comportamiento sigue
ciertas conductas, como que compartan prototipos y
anti-prototipos, y que crezcan o decrezcan a la vez (pa-
ra que el conjunto borroso capture el orden que induce
el predicado en el conjunto). Basdndonos en esto se de-
fine la relacién de parentesco([5]), como,

Definicién 2.2 Sea X C R el universo de discur-
so, se define la relacién de parentesco (‘family resem-
blance’) entre dos conjuntos borrosos p, o en [0, 1]X,
frc[0,1]% x [0,1]%, por (u,0) € fr si y sdlo si,

1. Z(p) N Z(o) #0, S(u) N S(o) #0

2. u es creciente en A C X si y sélo si o es creciente
en A.

3. w es decreciente en A C X siy solo si o es decre-
ciente en A.

Observacion 2.3 Se considerard que un conjunto bo-
rroso p € [0,1]% es creciente en A C X si para
cualquier x,y € A tales que © < vy, se verifica que
(@) < p(y).

Andlogamente se considerard que p € [0,1]% es decre-
ciente en A C X si para cualquier x,y € A tales que

x <y, se verifica que u(y) < p(x).

Esta relacion es una relacién reflexiva y simétrica, pero
no transitiva, como ocurre con algunas relaciones de
familia entre personas. Si se considera que alguien es
un familiar de otro si y sélo si hay lazos sanguineos:
“Juan es familia de su madrez “Juan y su primo por
parte de padre son familia”, sin embargo “el primo de
Juan y la madre de Juan”no tendrian lazos sanguineos
y, por tanto, bajo esta relacién no serian considerados
familiares.

Veamos graficamente que la relacién fr no es transiti-
va. En la figura 4, se tiene que (u,d) € fr, (0,9) € fr,
pero (u,0) ¢ fr, ya que 1 y 0 no comparten prototipos.

Siguiendo con el predicado “alto”, de las figuras 2 y
3 se aprecia que ambos predicados mantienen relacién
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=

Figura 4:

de parentesco. Se verifica que, Z(1a cor) N Z (1A pat) =
[07 1] 7& 07 S(/’LA col) N S(/J/A bal) = [2a1072530] 7é 0 y

ademads verifican las condiciones de monotonia.

Se definira la familia de un predicado representado por
el conjunto borroso p dentro de un conjunto de con-
juntos borrosos previamente seleccionado F'(X)*, co-
mo [p] = {o € F*(X); (u,0) € fr}. Estas familias no
forman una particién del conjunto F(X)*, ya que no
son disjuntas dos a dos.

2.1. SINONIMOS

Una forma particular de sinonimia de predicados, que
se recoge en [5], es la siguiente,

Definicién 2.4 Dos predicados P y P* definidos so-
bre X C R y representados por los conjuntos borrosos
Up Y pupx respectivamente, son sinonimos si existe una
aplicacion biyectiva u : X — X, tal que

1. up+x = Up O’ll,i1

2. Six <y, entonces u(z) < u(y)
3. w Y Z(up)) C Z(up)
4. wH(S(up)) C S(up)

Por tanto para todo up € F*(X), X C R, se tiene que
(tp,pp+) = (pp,ppou") € fr.

Los dos usos del predicado ‘alto’; pa cor v [4A bal DTe-
sentados en las figuras 2 y 3, ademaés de tener parecido
de familia pueden considerarse sinénimos, ya que exis-
te una biyeccién u, tal que fia col = A bat © U .

2.2. PREDICADO EN DISTINTOS
UNIVERSOS DE DISCURSO

En esta seccién se estudiaran los cambios que sufren
los predicados al utilizarse en dos universos de discurso
distintos, X e Y.

Por ejemplo, el predicado ‘simpéatico’ suele definirse
sobre personas, pero podria migrar y utilizarse sobre
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los objetos o animales y asi decir que cierto objeto o
animal es simpatico.

Definicién 2.5 Se dice que el uso de un predica-
do P definido sobre el universo X (representado por
p € [0,1]%) migra al predicado Q en el universo Y
(representado por o € [0,1]Y ) cuando existan una fun-
cion biyectiva ¢ : X — Y y una funcion mondtona
F:[0,1] — [0, 1] verificando,

1. Siz <py, entonces p(x) <g p(y), para z,y € X
2. ¢~ HZ(0)) € Z(n)

3. o=1(S(0)) € S(u)

4. F(0)=0y F(1) =1

1

5. co=Fopop~

De la definicién se deduce que (u,0 o ) € fr y
(o,popt) e fr.

Ejemplo 2.6 Sea el predicado P =bajo, definido so-
bre el conjunto de personas con altura en centimetros
dentro del intervalo [0,200] y representado por el con-
junto borroso py(r) = 1 — 555. Sean ¢ : [0,200] —
[0,1], definida por p(x) = 555 y ' =id. Es:

Fouyop ' (y) = pu(200y) =1—y, paray € [0,1].

La funcion obtenida es el conjunto borroso que repre-
senta el predicado pequerio en el intervalo [0, 1].

Si se utilizase F(x) = 2, se obtendria Fouyop~1(y) =
(1 —y)? =y% -2y + 1, un uso diferente del predicado
pequerio en [0, 1].

3. INDISTINGUIBILIDAD PARA
MEDIR EL GRADO DE
PARENTESCO ENTRE
CONJUNTOS BORROSOS

En esta seccion, se representard el grado de parentesco
entre dos conjuntos borrosos, por medio de una indis-
tinguibiliadad [6, 1]. Es decir, una funcién I : [0, 1]X x
[0,1]% — [0, 1] verificando:

s Reflexividad I'(p,pn) =1
» Simetria I(u,0) = I(o, u)
» T-transitividad, con una t-norma continua 7"

T(I(p,0),1(o,N) < I(u,A), para cuales quiera
W, o, A en F*(X).
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Hasta ahora, sélo se ha considerado que dos conjuntos
borrosos estan relacionados de forma nitida si pertene-
cen a la relacién fr. Dentro del conjunto de predicados
que mantienen la relacién fr, se definird una indistin-
guibilidad para calcular el grado parentesco.

Para construir prod-indistinguibilidades se utilizara el
teorema de Ovchinnikov (véase [3]): Cualquier prod-
indistinguibiliad en F*(X) se puede representar por,

_ fw) flo)
Blp.o) = ﬁeif(f(a) f(u))’

con F una familia de funciones f : F*(X) — Rt —{0}.

Como se hizo en [5], se construird una prod-
indistinguibilidad para los conjuntos borrosos en F'(X)
que sean integrables.

Sean fi(p) = [y p(x)dz,
Entonces se define,

folp) = [x(X = Z(n).

fi(p) fi(o)
fi(o) fi(w)’

para u,o € F*(X) integrables.

Ovch(p,0) = min (

Asi mismo, se construird otra prod-indistinguibilidad,
para comparar los elementos con un conjunto bo-
rroso u € F(X)* integrable, patrén de la familia
[1]. Se define la funcién, f, : F*(X) — Rt — {0},

fﬂ( ) = M y la prod-indistinguibilidad I,,,

[ 5 méx(p,o)

fula)  f£u(B) "
como I, (o, ) = mm(f“(m, e )) para o, 3 € F

integrables.

En particu-
. —1 .

lar, IH (M’ 0) = min ((fj: méx((i’,a)) ) ’ j[j: méx((l:,a)) ) =

.[X ml’n(u,o')

Ty max(n.0)°

Se utilizard esta prod-indistinguibilidad para calcular
el grado de parentesco de sus parientes con p y tam-
bién con conjuntos borrosos que no sean parientes. Es
decir, se calculard I,(u, o), para todo o € F*(X) in-
tegrable.

Combinando ambas prod-indistinguibilidades se define
el Grado de Parentesco entre los conjuntos borrosos de
la familia [u], como

GP#(aa/B) = ml'n(Ovch(oz,/B),I“(oz,/B)),

para «a, 8 € F(X)* integrables. Gracias al teorema de
Ovchinnikov, se obtiene de nuevo que GP,, una prod-
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indistinguibilidad.

Si se calcula ese grado de parentesco del patrén con
sus parientes,

GP,(u,0) = min (Ovch (n, 0 J min(p, )> ,

fax

para o € [u] integrable.

Ejemplo 3.1 Tomado el conjunto borroso p como
patron (representado en la figura 5), se calcula el grado
de parentesco con sus parientes, pi1 y pe (representa-
dos respectivamente en las figuras 6 y 7),

10

Figura 5:

23 4 5 10

(o] 10 0

Figura 6 Figura 7:
GPu(p, ‘“2) LD, ;m’n(?vch(m p1), Lu(p, 1)) =
mln(mln(z 15131 3) =35 = 0,5,
GPu(p, /~L23) Lo, min(Oveh(p, pa), Iu(w: p2)) - =
mln(mln(z 131 515) 2:5) =35 =06.
La familia de parientes de p, [p] = {o €

F(X)*; (n,0) € fr} = {p, 1, p2}, y los grados de pa-
rentesco de cada elemento de la familia con el patrdn,
se pueden representar con el conjunto borroso dis-
creto, [u]*. En el ejemplo 3.1, se obtendria [u|* =
0,5/u1 + 0,6/p2 + 1/u, es decir un conjunto borroso
discreto formado a su vez por conjuntos borrosos que

pertenecen con cierto grado, [u]* € [0, 101

*

El patrén, u, de la familia, serd el prototipo de [u]*,
por pertenecer con grado 1.

Se puede calcular también el grado de parentesco de
@ con otros conjuntos difusos en F'(X)* integrables,
aunque no sean parientes de p.
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Ejemplo 3.2 En este ejemplo se calculard el grado
de parentesco de dos conjuntos borrosos que no estdn
relacionados por fr,

10

Figura 8:
GPuo) = min(Ovehyn.a).1,(1.0)
ml’n(min(;%, 27225’ 4%57 4415)’ %Zgg) = ; 7%8 0, 6526

Consideramos que el grado de parentesco es alto (por
ser mayor de 0.5), aunque no sean parientes.

3.1. PARIENTES DE SEGUNDO ORDEN

En el ejemplo 3.2, se ve que dos conjuntos borrosos que
no son de la misma familia, tienen sin embargo un alto
grado de parentesco. Esto nos conduce a pensar que se
podria crear una familia de parientes de segundo orden
mas grande de conjuntos borrosos relacionados.

Para tal fin, se calculard el grado de solapamiento ([2])
entre ambos conjuntos de parientes.

Se define la grado de solapamiento de dos conjuntos
borrosos discretos A = ay/x1 + ... + ap/xn, y B =
bi1/y1 + ... + b /Ym, por la férmula:

|AN B|
Solap(A,B) = ———— -,
min(|A], | B[)

tomando la cardinalidad borrosa [A| = 7,cy 0.
El solapamiento entre dos conjuntos verifica las pro-
piedades reflexiva y simétrica, pero no la transitiva.

Si el solapamiento es alto (lo consideraremos alto si
es superior a 0.5) se podrian considerar los parientes
de segundo orden, y se llamara conjunto de parientes
de segundo orden a la unién de los dos conjuntos de
parientes [u, o] = [p] U [o].

Sea F*(X) el conjunto de todos los conjuntos borrosos
de la figura 10. Tomando como patrén p y sabiendo
que o tiene un alto grado de parentesco con p (cal-
culado en el ejemplo 3.2), se obtiene la familia de pa-
rientes de 1, [pu] = {p, p1, p2, 43, pas 15}, y la de o,
[U] = {0’, 01, 435 4, /1'5}

Se calculan todos los grados de parecido GP, (1, o) y
GPU(Ma/g)v con « € [/J] y 5 € [J]:
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10

10

0 23 45 o 0 9 10

us |

o —— m
. GP,L( 1) = « GP,(0,0) =1

« GPy(p, 1) =05 » GP, (0, p3) = 0,2727
« GP,(1, pi2) = 0,6 » GP, (0, 1) = 0,4286
» GPu(u p3) =0,3636  w GP,(0,p5) = 0,1571
« GP(1t,pa) = 05714 & GP,(0,01) = 0.4

» GP,(u, i5) = 0,2094

Con estos calculos se puede representar las familias
como,

o [ = 0,5/ +0,6/ iz +0,3636/ 113 +0,5714/ 14 +

« [o]F = 0,2727/us + 0,4286/p4 + 0,1571/p5 +
0,4/01+ 1/0,

y se tienen las cardinalidades,

o |[1)*] = 2,2444, |[0]*| = 1,5584,
» (] N [o])*] = |min(0,3636,0,2727)/us +

min(0,5714,0,4286) /14 +
min(0,2094, 0,1571) /5| = 0,8584.
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|ANB|  _ 0,8584 _
mi(JA[|B]) — 1,2584

Por lo tanto, Solap([u]*, [0]*) =
0,6821.

Se puede considerar este solapamiento alto; por tan-
to cabe obtener el siguiente conjunto de parientes de
segundo orden,

[,U/,O'] = {u’? ‘77H1>U27M37M47M5701}-

3.2. GRADO DE PARENTESCO DE
SEGUNDO ORDEN

Partiendo ahora de los grados de parentesco con p y
con ¢ de dos conjuntos borrosos, se definird el Grado
de Parentesco de sequndo orden,

GP; , (o, B) = max(GPu(a, ), GPs (e, B)),
para todo «, 8 € [u, o).

Ejemplo 3.3 Calculemos el grado de parentesco de
seqgundo grado dentro del conjunto [u, o], de los con-
juntos p1, o1 de la Figura 10 pertenecientes a familias
distintas de parientes, p1 € [u] y o1 € [o].

GP/ia(:ulv 01) = mé“X(GPH(:ula O-l)a GPU(/le Ul)) =
méx(0,5696, 0,9314) = 0,9314.

El grado obtenido es muy alto, ya que o1 no es mds
que una traslacion de .

Veamos como se comporta este grado,

= Si Oveh(o, B) < I,(,B)6 Io(r, 3), se obtiene
GP,iU(a, B) = Ovch(a, B)

= En otro caso,

esi I,(a,0) < Iy(o,B), se obtiene
GP;,(a,B) = Ir(a, B)

esi I,(a,0) < I,(o,fB), se obtiene
GP} (o, 8) = L(a, B)

Es decir, si los conjuntos no se parecen mucho en-
tre si, su grado de parentesco de sequndo orden no
serd muy alto.

4. CONCLUSIONES

En este articulo se presenta un modelo que relacio-
na distintas representaciones de los predicados en el
lenguaje. En primer lugar, dado un uso de un predi-
cado por un conjunto borroso, que llamamos patroén,
se calculan los parientes de este conjunto borroso, que
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pueden ser sinénimos del patrén, migraciones a otro
universo de discurso, o simplemente otros conjuntos
borrosos que se comporten como el patrén (esto es
que verifiquen con él la relacién fr).

Posteriormente, se calcula un grado de parentesco en-
tre el patrén y sus parientes. El grado de parentesco
que se propone en este articulo es mas conservador que
el que se introduce en [5], pues es menor, y ademds
se define mediante una Prod-indistinguibilidad, por lo
que permite una mayor interacciéon de los conjuntos
borrosos involucrados que en el grado propuesto en
[5] conseguido a través de una W-indistinguibilidad.
Si se encuentra un conjunto borroso con grado de pa-
rentesco alto y que no pertenece a la familia del patrdn,
se comprueba si entre las familias del patrén y de este
conjunto borroso, hay un solapamiento alto. Si asi fue-
se, se obtienen los parientes de segundo orden, que son
la unién de las familias del patrén y de dicho conjunto
borroso. Finalmente, se define grado de parentesco de
segundo orden en esta nueva familia extendida.
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