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Resumen

Una de las primeras formas de medir la pro-
babilidad de un suceso borroso fue propuesta
por Zadeh. A pesar de que desde entonces
han surgido muchas otras alternativas, dicha
definicién sigue siendo considerada aun en la
actualidad en algunos ambitos. Cuando la in-
terseccion y la unién de dos conjuntos borro-
sos se define mediante la t-norma del minimo
y su t-conorma dual, respectivamente, esta
medida es realmente una medida de probabi-
lidad segtin los axiomas de Kolmogorov. Esta
fue la t-norma elegida inicialmente, pero evi-
dentemente cualquier otra podria se conside-
rada dependiendo del contexto. En este tra-
bajo se plantea una caracterizacion de las t-
normas arquimedianas en funcién de su com-
patibilidad con dicho concepto de probabili-
dad.

Palabras Clave: probabilidad de Zadeh,
t-norma arquimediana, t-norma estricta, t-
norma nilpotente.

1 INTRODUCCION

La falta de informacién asociada a todo experimento
puede ser de dos tipos bien diferenciados: incertidum-
bre o imprecisiéon. Hablamos de incertidumbre cuando
el espacio muestral estd compuesto por una serie de al-
ternativas bien especificadas, pero no sabemos cual de
ellas ha sido el resultado del experimento. Un ejemplo
tipico de incertidumbre es el resultado del lanzamiento
de una moneda, conocemos con precisiéon las posibles
alternativas (cara o cruz), pero no sabemos cual de las
dos ocurrira. La teoria de la probabilidad se encarga
del estudio de este tipo de falta de informacién. Por
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otro lado, hablamos de imprecisién cuando se sabe cual
de las alternativas ha ocurrido, pero ésta no puede ser
descrita de forma precisa. Esto ocurrirfa, siguiendo
con el ejemplo anterior, si vemos el resultado del lan-
zamiento de la moneda, pero ésta es muy antigua y
estd demasiado gastada. En realidad sabemos el re-
sultado del experimento, pero no podemos describirlo
con precision, podriamos decir que el resultado “pa-
rece ser cruz”’ o afirmaciones por el estilo. La teoria
que se encarga del estudio de la imprecision es la de
los conjuntos borrosos.

Aunque de naturaleza totalmente distinta, es posible
que ambas faltas de informacién estén presentes en un
mismo problema. Esto hace que la teoria de la proba-
bilidad y la teoria de los conjuntos borrosos puedan y
deban trabajar en conjunto en algunas ocasiones, con
el fin de poder manejar de forma unificada y cohe-
rente la imprecisién y la incertidumbre. Este hecho
ha sido puesto de manifiesto por muchos autores (ver,
por ejemplo, [5, 9, 10, 11, 15, 19, 20]) desde la in-
troduccion del concepto de conjunto borroso en 1965
[18]. El primer intento de trabajar con ambas teorias
de forma conjunta fue el de Loginov en 1966 [10]. Sin
embargo su idea inicial no era natural puesto que para
conjuntos borrosos no se verifica la ley del tercero ex-
cluido. El segundo intento fue el propuesto por Zadeh
en 1968 [19], basdndose en el hecho de que la proba-
bilidad de un conjunto nitido puede ser vista como la
esperanza de su funcién caracteristica y definiendo, a
partir de aqui la probabilidad de un conjunto borroso.
Posteriormente muchas otras teorias han contribuido
con nuevas formas de cuantificar la probabilidad de un
conjunto borroso, dando lugar a medidas de probabi-
lidad borrosas, medidas de posibilidad, etc. (ver por
ejemplo, entre otras muchas, [3, 14, 15, 16]). A pesar
de ello, el concepto de probabilidad de un conjunto
borroso introducido por Zadeh es ain utilizado en al-
gunas ocasiones (ver, por ejemplo, [1, 4, 6, 13, 16, 17]).

En [19], Zadeh considerd que la interseccién de dos
conjuntos borrosos venia definida mediante la t-norma
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del minimo y que la unién venia definida por su t-
conorma dual, es decir, por el maximo. Bajo estas
suposiciones, la medida introducida por Zadeh verifi-
caba los cldsicos axiomas de Kolmogorov, con lo cual
era una medida de probabilidad en el sentido clasico.
No obstante, esta propiedad no se mantiene en general
para cualquier t-norma y su t-conorma dual asociada.
El objetivo de este trabajo es caracterizar todas las
t-normas arquimedianas de acuerdo con su compatibi-
lidad con dicha axiomadtica. Asi, se realiza un estudio
general tanto para t-normas estrictas como nilpoten-
tes. De dicho estudio se obtendra como consecuencia
inmediata la caracterizacién de los pardmetros compa-
tibles para algunas de las familias de t-normas mas ha-
bituales (Frank, Yager, Aczél-Alsina, Dombi, Sugeno-
Weber, Mayor-Torrens, Schweizer-Sklar y Hamacher).

Asi, la organizacion de este trabajo queda como sigue.
Comenzaremos con una primera seccién en la que se re-
cordaran los conceptos previos necesarios para la com-
presion del resto del manuscrito. Posteriormente, en la
Seccién 3, se analizard el comportamiento respecto a
la axioméatica de Kolmogorov de las t-normas estrictas
e idempotente. En la Seccién 4 se realiza un plan-
teamiento andlogo para las t-normas nilpotentes. La
aplicacién de los estudios anteriores para algunas fa-
milias interesantes de t-normas se realiza en la Seccién
5. Finalmente se termina el trabajo con una seccién
de conclusiones y puntos abiertos.

2 CONCEPTOS BASICOS

En esta seccion introduciremos algunos conceptos
bésicos necesarios en el desarrollo del resto del tra-
bajo. Muchos de ellos son ampliamente conocidos, por
lo que nuestro objetivo no es sélo recordarlos al lector,
sino fijar la notacion utilizada. Comenzaremos recor-
dando el concepto de probabilidad analizado en este
trabajo. En el andlisis de dicho concepto serd impres-
cindible tener en cuenta las diversas formas de definir
la unién y la intersecciéon de dos conjuntos borrosos.
Puesto que dichas definiciones vienen dadas a través
de las t-conormas y las t-normas, respectivamente, un
repaso de dichos conceptos serd también necesario.

Zadeh ([19]) cuantificé la probabilidad de un suceso
del tipo “el dia estd caliente”, “x es aprorimada-
mente igual a 5”7, “en las veinte tiradas de una mo-
neda hubo muchas méas caras que cruces”, es decir,
de sucesos representados por conjuntos borrosos. Su
definicién de probabilidad de un suceso borroso se ba-
saba en la idea de que en el caso clasico, la probabi-
lidad de un suceso medible A puede expresarse como
P(A) = [,dP = [, xa(w)dP(w) = E[xa], donde x4
representa la funcién caracteristica de A, es decir,
xa(w) = 1si w € Ay cero en otro caso. Asi pues,
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de forma anéloga, definié la probabilidad de un suceso
borroso A con funcién de pertenencia medible, a través
de la integral de Lebesgue-Stieltjes:

P(A) = /Q A(w)dP(w) = E[A],

donde (2 representa el referencial y A(w) el valor de la
funcién de pertenencia del punto w al conjunto A.

En este primer acercamiento al problema, consideré
el operador minimo, que denotaremos por Ty, para
definir la interseccién y el operador maximo para la
unién, es decir,

AN B(w) = min(A(w), B(w))
AU B(w) = max(A(w), B(w)) }  Vweld
Considerando estas operaciones demostré que su de-
finicién de probabilidad sobre una Ty;-tribu de algin
espacio no vacio ) era una medida de probabilidad en
el sentido clasico de Kolmogorov, es decir, que

Az1) P(Q)=1.

Az2) P(A) >0, para todo suceso A.

Az3) P(AUB) = P(A) + P(B) para cualesquiera

Ay Bcon ANB =.

No obstante, las operaciones de interseccién y unién
de conjuntos nitidos, admiten otras muchas extensio-
nes en el caso de conjuntos borrosos, que vienen dadas
a través de las t-normas y las t-conormas. Recorde-
mos que una t-norma 7" es una aplicacién de [0,1]2 en
[0,1] con elemento neutro 1, conmutativa, asociativa
vy no decreciente en ambas componentes. Asi, en ge-
neral la interseccién de dos conjuntos borrosos viene
definida por ANB(w) = T(A(w), B(w)), Yw € §, para
cualquier t-norma 7' fijada.

El primer operador utilizado por Zadeh, el minimo,
es ademsds el ejemplo mas conocido de t-norma y serd
denotado aqui por Tj;. Otras t-normas clésicas son la
t-norma del producto Tp, definida por Tp(z,y) = z-y y
la t-norma de Lukasiewicz Ty,, definida por T1,(z,y) =
max(z +y — 1,0).

Recordemos también que una t-conorma tiene exacta-
mente las mismas propiedades que una t-norma salvo
que el elemento neutro es en este caso el 0. Asi, la
union de dos conjuntos borrosos se define en general,
para cualquier t-conorma S, como sigue: AU B(w) =
S(A(w), B(w)),Yw € Q.

En este trabajo vamos a considerar que la interseccion
viene definida por una t-norma cualquiera y la unién
por su t-conorma dual, es decir,

S(z,y)=1-T(Q—z,1-y),Y(z,y) €[0,1%

Con este planteamiento vamos a ver como dada un t-
norma cualquiera, no siempre se verifica que P sea
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una medida de probabilidad sobre un T-tribu (7-
probabilidad). Recordemos que dada una t-norma T,
una subclase T de las partes borrosas de € se dice que
es una T-tribu si [2, 7]: i) 0 € T; i) el complemen-
tario de todo conjunto de T estd en T; y para toda
sucesion (Ap)nenw en T, se tiene que Nic A, € T.
En particular vamos a caracterizar el comportamiento
de algunas clases importantes de t-normas respecto a
la axiomatica de Kolmogorov, o lo que es lo mismo,
analizar el comportamiento de la funcién P definida
por Zadeh para otras T-tribus distinta de la Ty;-tribu.
Para ello, debemos concluir esta seccién de conceptos
previos con un andlisis més detallado de dichas clases
de t-normas. Un estudio completo sobre t-normas y
t-conormas, en general, puede verse en [§].

Una forma de obtener nuevas t-normas a partir de una
dada es a partir de los automorfirmos. Un automor-
fismo (o [0, 1]-automorfismo si existiese ambigiiedad)
es toda aplicacién estrictamente creciente ¢ : [0,1] —
[0,1] tal que ©(0) = 0, (1) = 1. La inversa de
un automorfismo es también un automorfismo y asi,
dada una t-norma, su ¢-transformacién T;, definida
por T,(z,y) = ¢ H(T(p(z),p(y))) es también una t-
norma. En general la @-transformacién da lugar a una
t-norma distinta de la inicial, aunque por ejemplo en el
caso de minimo, de tiene que (Tw), = Tm, para todo
automorfismo ¢.

En este trabajo nos ocuparemos en particular de
un tipo de t-normas que son ¢-transformaciones
de las principales t-normas (minimo, producto y
Lukasiewicz). Todas ellas constituyen, como veremos,
dos clases particulares de t-normas continuas. Recor-
demos que una t-norma continua es aquella que es con-
tinua en cada componente y que esta propiedad se pre-
serva por p-transformaciones.

Antes de pasar a definir tales clases de t-normas, nece-
sitamos recordar dos conceptos més: elemento idem-
potente y divisor de cero. Decimos que un valor z €
(0,1) es un divisor de cero de una t-norma cualquier T
si existe otro valor y € (0, 1) tal que T'(z,y) = 0. Por
otro lado, decimos que un valor z € [0,1] es un ele-
mento idempotente de T si T'(xz,z) = x. Los valores
0 y 1 son pues elementos idempotentes para cualquier
t-norma.

En base a estos elementos podemos clasificar ciertas
familias de t-normas. Asi:

e Una t-norma 7' es idempotente si todos los puntos
del intervalo (0, 1) son elementos idempotentes de
T.

e Una t-norma 7" es nilpotente si es continua y todo
los elementos del intervalo (0,1) son divisores de
cero de T'.
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e Una t-norma T es estricta si es continua y estric-
tamente creciente en cada componente.

e Una t-norma T es arquimediana si T(z,z) <
z,Vz € (0,1).

Se tiene que la tnica t-norma idempotente es el
minimo. Por otro lado, todas las t-normas nilpoten-
tes y estrictas con t-normas continuas arquimedianas
y también el reciproco es cierto, es decir, toda t-norma
continua arquimediana es o bien nilpotente o bien es-
tricta. Ahora bien, una t-norma es estricta, respectiva-
mente nilpotente, si y sélo si es una @p-transformacién
de la t-norma producto, respectivamente Lukasiewicz.
Con lo cual tenemos caracterizadas todas la t-normas
continuas arquimedianas como transformaciones de la
t-norma producto o de la t-norma de Lukasiewicz.

3 T-NORMAS ESTRICTAS 'Y
NILPOTENTES

La verificacién o no de los axiomas de Kolmogorov por
parte del concepto de probabilidad radica en la verifi-
cacion del tercer axioma. Al haber demostrado Zadeh
[19] que con la t-norma del minimo este concepto ve-
rificaba los tres axiomas y no depender de la t-norma
elegida mas que el tercero, en el que interviene la unién
y la interseccién de dos conjuntos borrosos, la compro-
bacién de la compatibilidad de un t-norma con dicha
axiomatica se reduce a comprobar si verifica el tercer
axioma. Teniendo esto en cuenta y que una t-norma
estricta no tiene ningtn divisor de cero, se puede de-
mostrar facilmente el siguiente resultado.

ProrosicioN 3.1 Dada una t-norma estricta T, un
referencial  y una T-tribu T de Q. La aplicacion
P:T —10,1] definida por

P(A) = /Q A(w)dP(w) = E[A],

para todo A € T con funcion de pertenencia medible es
una T-probabilidad, es decir, verifica los tres axiomas
de Kolmogorov con respecto a la t-norma T'.

A pesar del buen comportamiento de las t-normas es-
trictas respecto a esta propiedad, no ocurre lo mismo
con las t-normas nilpotentes. Vamos a ver, por ejem-
plo, como la transformacién a través del automorfismo
¢(z) = 2% de la t-norma de Lukasiewicz no verifica el
tercer axioma de Kolmogorov.

EjemPLO 3.2 Segun acabamos de comentar en la
seccién anterior, si consideramos p(x) = x%, la t-
norma (11,),), que denotaremos por simplicidad por
Ti2, es una t-norma nilpotente. Dado un referen-
cial unipuntual Q = {w}, para el que evidentemente
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P(w) = 1 y los conjuntos borrosos A y B definidos
por A(w) =05 y B(w) = 04, se tiene que

AN B(w) = y/max{A(w)? + B(w)? — 1,0} =0,

con lo que AN B =0. Sin embargo,

AUB(w) =1 — /max{(0'5)2 + (0/6)2 — 1,0} = 1,

con lo que P(AU B) =1, pero

P(A)+P(B) = /Q A(w)dP(w)+ /Q B(w)dP(w) = 0/9.

Segun lo visto anteriormente no todas las t-normas nil-
potentes son compatibles con esta axiomatica. De he-
cho, tal como vamos a demostrar, la tinica que es com-
patible es la de Lukasiewicz. Para ello, necesitamos un
par de lemas previos. El primero serd dado en gene-
ral para t-normas nilpotentes y es necesario establecer
algunos conceptos previos a su planteamiento. El se-
gundo serd dado para el caso particular de t-normas
nilpotentes que verifican una determinada condicién
de compatibilidad.

DEeFINICION 3.3 ([12]) Sea T wuna t-norma cual-
quiera.

e Para todo z € [0,1], se define el z-nivel de T,
que denotaremos por L(T,z), como el conjunto
L(T,2) = {(z,y) € [0,1*|T(2,y) = z}.

e Dados dos puntos p1 = (x1,41),p2 = (22,y2) de
[0,1]? decimos que son T-equivalentes, y lo deno-
tamos por p1 =7 pe, si existe un z € [0,1] tal que
ambos puntos pertenecen al mismo z-nivel.

e Llamaremos soporte de T, y lo denotaremos por
supp(T) a la unidn de todos los z-niveles, para
todo z € (0,1].

e Dos rectingulos R y R en [0,1]2, es decir, dos
conjuntos de la forma {x1,z2} x {y1,y2} C [0, 1]
con x1 < X2 ey < Y2, se dicen T-equivalentes si
sus vértices correspondientes son T -equivalentes.
Se dicen T-alineados si al menos tres de sus
vértices son T-equivalentes.

o Decimos que T satisface la condicion de Reid-
meister si para cada par de rectdngulos en el
soporte de T que estin T-alineados son T-
equivalentes.

LEMA 3.4 ([12]) Toda t-norma nilpotente satisface la
condicion de Reidmeister.

Si la t-norma es compatible con el tercer axioma de
Kolmogorov, hemos demostrado otros resultados par-
ticulares, que aparecen recogidos en el siguiente lema.
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LeEMA 3.5 Sea T una t-norma nilpotente verificando
la siguiente condicion

T(z,y)=0=TAQ—-z,1-y)=1-x—y.

FEntonces:

e El conjunto de los divisores de cero estdn incluido
en {(z,y) € 0,1z +y < 1}.

e sup{z in[0,1])|T(z,2) =0} =1/2 si y sdélo si T =
11,

Como consecuencia de los Lemas 3.4 y 3.5 se puede
demostrar el siguiente resultado que caracteriza total-
mente el comportamiento de las t-normas nilpotentes
en el problema tratado en este trabajo.

TEOREMA 3.6 La unica t-norma nilpotente que hace
que la probabilidad P verifique el tercer azioma de Kol-
mogorov es la de Lukasiewicz.

Un resumen de los principales resultados presentados
en esta seccién puede verse a continuacion.

Familia Compatible
Idempotente (Tps) St
Estricta ((Tp),) | Para todo automorfismo ¢
Nilpotente ((1%7.),) Siy sélosip=1Id

4 FAMILIAS DE T-NORMAS

Vamos a utilizar los resultados de la seccién anterior
para analizar el comportamiento de las t-normas conti-
nuas arquimedianas de algunas de las familias mas co-
nocidas (para més detalles ver, por ejemplo, el capitulo
4 de [8]). Por simplicidad, diremos que una t-norma
es compatible, cuando al considerarla para definir la
interseccién, y su dual para definir la unién, de dos
conjuntos difusos, la probabilidad definida por Zadeh
sea una T-probabilidad. En cada caso, vamos ademas
a recordar la expresion que tienen las t-normas conti-
nuas arquimedianas de dicha familia.

Asi, sea T una t-normas continua arquimediana,

e Si T es de la familia de Schweizer-Sklar, es decir,
si {9 (z,y) viene definido por
- Tp(x,y) si A= 07
— (max((z* + 3> —1),0))"/* si X € (=00, 00) —
{0},
entonces Tfs es compatible para todo A €
(—o0, 0] U{1}.

e Si T es de la familia de Hamacher, es decir, si
TH (z,y) viene definido por
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—0siA=0yx=y=0,

Yy

— TN (T sy D OtTo caso con A € [0, 00),

entonces Tf es siempre compatible.

e SiT es de la familia de Frank, es decir, si Tf(m, Y)
viene definido por

— Tp(x,y) si A =1,
— Tu(z,y) si A = oo,

— logx (1 + W) si A € (0,00) — {1},
entonces T{" es siempre compatible.

e SiT es de la familia de Yager, es decir, si TY (z,y)
viene definido por

— Er(l)ax ()1 — (=2 + 1 —yMY*0) si X €

entonces sélo T} es compatible.

e Si T es de la familia de Aczél-Alsina, es decir, si
T{AA(z,y) viene definido por

— e ((=loga)*+(=log)™)'* & ) € (0, 00),
entonces T)‘\A‘A es siempre compatible.

e Si T es de la familia de Dombi, es decir, si
TP (z,y) viene definido por

— (LH (5 + (M) sine (0,00),

entonces T} es siempre compatible.

e Si T es de la familia de Sugeno-Weber, es decir,
si TYW (x,y) viene definido por

— Tp(x,y) si A = oo,
— max (“y%j\"\wﬁ) si A € (—1,00),

entonces sélo TSV y T(;q W son compatibles.

e La tnica t-norma de la familia de Mayor-
Torrens que es continua y arquimediana es la de
Lukasiewicz y por tanto, segin el Teorema 3.6, es
compatible.

La informacion anterior se puede resumir en forma de
tabla, como sigue:
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Familia 6 {gféﬁ?rzt.eggit Compatible
S | | VSL
?aem[gd;z? A€ [0,00) A € [0, 00)
fr"em[l& o] X € [0, 00] A € [0,00]
1(36‘59[5 o] € (0, 00 A€ {1, 00}
fcez‘é[ld:’*olj}i“a X € (0, o0 A € (0, 0]
ADOEH‘[Bf o] X € (0, o0 A € (0, 0]
Tl A€ (-1, X € {0, 00}
lj\/IZVEg:IT]O”e“S X e {o,1} A€ {0,1}

5 CONCLUSIONES

En este trabajo hemos demostrado que dada una t-
norma cualquiera 7', no siempre se verifica que P sea
una medida de probabilidad sobre una T-tribu (7-
probabilidad). En particular, vemos como esto es
cierto para las t-normas idempotentes y estrictas, pero
no asi para las nilpotentes, para las que sélo es cierto
en el caso particular de la t-norma de Lukasiewicz.
Dentro de las familias mas relevantes y utilizando los
estudios anteriores, hemos demostrado para qué miem-
bros de las mismas se verifica la propiedad anterior y
para cuales no. Como consecuencia de esto, presenta-
mos una familia, la de Frank, cuya compatibilidad es
perfecta, es decir, en las que todos sus miembros sa-
tisfacen que P es una T-probabilidad. Algunas otras
de las familias analizadas son totalmente compatibles
para todos sus elementos continuos y arquimedianos o
idempotentes (el rango de definicién del pardmetro A
en la segunda y la tercera columna coincide), pero no
para todos sus elementos (el rango de definicién de A
en la segunda columna es un subconjunto estricto del
considerado en la primera columna).

Como futuros trabajos, nos gustaria completar el pre-
sente estudio con el analisis de todas las t-normas con-
tinuas, es decir, considerar también el caso de las su-
mas ordinales.
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