
Reduccíon de imagen utilizando operadores OWA de dimensión dos

Daniel Paternain1 Humberto Bustince1 Gleb Beliakov2 Mikel Galar 1
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Resumen

En este trabajo vamos a aplicar la relación entre
el operador de Atanassov y los operadores OWA
de dimensíon dos en la reducción de iḿagenes.
Veremos que, utilizando nuestro algoritmo de
reduccíon y estos operadores, calculamos difer-
entes coeficientes que nos permiten obtener dis-
tintas reducciones de una imagen.

Palabras Clave: Reduccíon de imagen, Oper-
adores OWA, Operador de Atanassov, Conjuntos
intervalo-valorados difusos.

1 Introducci ón

El objetivo de los algoritmos de reducción de imagen con-
sisten en disminuir el tamaño o la resolucíon de la imagen
con la menor perdida de calidad posible ([12, 13, 20]). Para
ello, el algoritmo deberá mantener la mayor cantidad de in-
formacíon relevante respecto a la imagen original.

En 1983, Atanassov presentó un operador ([1, 2]) que aso-
cia un conjunto difuso a cada conjunto intuicionista de
Atanassov o conjunto intervalo-valorado difuso ([11, 14,
16]). Posteriormente, en 1988 ([18]), Yager presentó los
operadoresOrdered Weighted Averaging(OWA). En este
trabajo nos basamos en la idea de que bajo ciertas condi-
ciones, el resultado nuḿerico de ambos operadores coin-
cide. Para ello definimos un operador que generaliza los
operadores de Atanassov y que es un operador OWA de
dimensíon 2 ([3, 4, 5]).

En este trabajo vamos a utilizar ambos operadores en la
reduccíon de iḿagenes. Dividimos la imagen en bloques.
A cada bloque le asociamos un intervalo y de esta forma
construimos un conjunto intervalo-valorado difuso asocia-
do a la imagen. Veremos que mediante los operadores antes
mencionados obtenemos un nuevo conjunto (difuso) que
representa la imagen reducida.

Además, veremos que bajo las propiedades de distintas fa-
milias de operadores OWA y su relación con el operador
de Atanassov, obtendremos distintas reducciones de una
misma imagen.

Este trabajo está organizado de la siguiente forma.
Primero, comenzamos recordando los conceptos de
conjunto intervalo-valorado difuso y de operador de
Atanassov. En la Sección 3 mostramos la relación entre o-
peradores OWA y operadores de Atanassov generalizados.
En la Seccíon 4 presentamos varios métodos para el ćalculo
del coeficienteα baśandonos en distintas familias de ope-
radores OWA. En la Sección 5 proponemos un algoritmo
de reduccíon de iḿagenes y en la Sección 6 mostramos los
resultados experimentales. Finalmente terminamos con al-
gunas conclusiones y lı́neas futuras.

2 Definiciones preliminares

Denotamos porL([0, 1]) el conjunto de todos los subinter-
valos cerrados en el intervalo cerrado[0, 1]

L([0, 1]) = {x = [x, x]|(x, x) ∈ [0, 1]2 y x ≤ x}

L([0, 1]) es un conjunto parcialmente ordenado respecto a
la relacíon de orden≤L definida de la siguiente forma: da-
dosx, y ∈ L([0, 1])

x ≤L y si y śolo six ≤ y y x ≤ y.

Con esta relación de orden,(L([0, 1]),≤L) es un ret́ıculo
completo, cuyo menor y mayor elemento son0L = [0, 0] y
1L = [1, 1] respectivamente ([3, 4, 9, 10]).

Definición 1. Un conjunto intervalo-valorado difuso
(IVFS) A definido sobre el universoU 6= ∅ es una apli-
cación A : U → L([0, 1]), tal que el grado de pertenen-
cia de u ∈ U viene dado porA(u) = [A(u), A(u)] ∈
L([0, 1]), dondeA : U → [0, 1] y A : U → [0, 1] son
aplicaciones que definen el extremo inferior y superior del
intervalo de pertenencia deA(u) respectivamente.

En 1983, Atanassov propuso un operador para asociar un
conjunto difuso a cada conjunto intervalo-valorado difuso
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([1, 2]). Este operador, llamadoKα, toma un intervalo y
asocia un punto interior del mismo a cada elemento del
conjunto.

Definición 2. Seaα ∈ [0, 1]. El operador de Atanassov
Kα es una funcíonKα : L([0, 1]) → [0, 1] definida por

1. K0(x) = x para todox ∈ L([0, 1])

2. K1(x) = x para todox ∈ L([0, 1])

3. Kα(x) = Kα([K0(x),K1(x)]) = K0(x)+α(K1(x)−
K0(x)) = x + α(x − x) para todox ∈ L([0, 1])

En [4] se propone una generalización de este operador

Definición 3. Seaα ∈ [0,1]. Un operadorDα es una
función Dα : L([0, 1]) → [0, 1] tal que satisface las si-
guientes condiciones:

1. Six = x, entoncesDα(x) = x

2. D0(x) = x, D1(x) = x para todox ∈ L([0, 1])

3. Si x ≤L y con x, y ∈ L([0, 1]), entoncesDα(x) ≤
Dα(y)

4. Dα([0, 1]) = α para todoα ∈ [0, 1]

Proposicion 1. Para todoα ∈ [0, 1], el operadorKα es un
operadorDα.

Nota:En este trabajo vamos a utilizar la siguiente expresión
del operadorDα:

Dα([x, x]) = x + α(x − x) = Kα([x, x]) (1)

3 Operador Kα y operadores OWA

En [18], Yaguer propuso los operadores OWA de la si-
guiente forma:

Definición 4. Una funcíon F : [0, 1]n → [0, 1] es un op-
erador OWA de dimensión n si existe un vector de pesos
W ,W = (w1, w2, · · · , wn) ∈ [0, 1]n con

∑
i wi = 1 y tal

que
F (a1, a2, · · · , an) =

n∑
j=1

wjbj

conbj el j-ésimo mayor elemento deai.

En su defincíon original, los operadores OWA realizan un
mapeo completo deRn enR. Sin embargo, en este trabajo
vamos a reducir el dominio a[0, 1]2 en[0, 1].

Aśı, si nos centramos en operadores OWA de dimensión
dos con vector de pesosW = (α, 1 − α), podemos pen-
sar en aplicarlos a los extremos de un intervalo. En este
caso, el resultado nuḿerico de la aplicación del operador
OWA y del operadorDα sobre el intervalo coinciden. Sin
embargo, los dos operadores son conceptualmente diferen-
tes. Mientras el operadorDα act́ua sobre elementos de
L([0, 1]), el dominio de los operadores OWA es[0, 1]2. De
esta forma, los operadores OWA necesitan una operación

previa de orden para asegurar que los elementos sean ex-
tremos de un itervalo definido enL([0, 1]). Por esta raźon
damos el siguiente teorema que estudia la relación entre
ambos operadores.

Definimos un nuevo operadorDα que consiste en la com-
posicíon del operadorDα con la funcíon

i : [0, 1]2 → L([0, 1])
(x, y) → [min(x, y),max(x, y)] (2)

Teorema 1. 1. Seaα ∈ [0, 1] y D =Dα◦ i dondeDα es
el operador dado en la Definición 3. Entonces, siF
es el operador OWA (de dimensión 2) definido por el
vector de pesosW = (α, 1 − α), tenemos que

Dα(x, y) = F (x, y) para todox, y ∈ [0, 1].

2. SeaF un operador OWA (de dimensión 2) con vec-
tor de pesosW = (w1, w2). Entonces, para cada
(x, y) ∈ [0, 1]2 tenemos que

F (x, y) = Dα(x, y), conα = w1.

4 Métodos de ćalculo del coeficienteα

Antes de mostrar los distintos métodos de ćalculo del coe-
ficienteα, estudiamos dos medidas definidas en [19] aso-
ciadas a un operador OWA: elornessy la dispersíon.

Definición 5. SeaF un operador OWA yW su vector de
pesos. El orness viene definido por

orness(F ) =
1

(n − 1)

n∑
i=1

(n − i)wi (3)

Proposicion 2. orness(Dα) = α

Definición 6. SeaF un operador OWA yW su vector de
pesos. La dispersión viene definida por

Disp(F ) = −

n∑
i=1

wilnwi (4)

Proposicion 3. Disp(Dα) =αln(1−α
α

) + ln(1 − α)

A continuacíon mostramos diferentes métodos para obtener
el vector de pesos de un opperadorDα en base a algunas
familias de operadores OWA.

Definición 7. F es un operador ME-OWA siF es un ope-
rador OWA tal que dado un valor deorness β, F maxi-
miza su dispersión. En concreto, resolvemos la siguiente
ecuacíon:

Max
∑n

i=1 wilnwi

con β = 1/(n − 1)
∑n

i=1(n − i)wi

donde
∑n

i=1 wi = 1, wi ∈ [0, 1]

Proposicion 4. El operadorDα es un operador ME-OWA
para todoα ∈ [0, 1] conorness(Dα) = α.
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Definición 8. F es un oprador S-OWA generalizado siF

es un operador OWA donde

w1 = a + 1
n
(1 − (a + b))

wi = 1
n
(1 − (a + b)), coni = 2, . . . , n − 1,

wn = b + 1
n
(1 − (a + b)).

siendoa, b ∈ [0, 1] y a + b ≤ 1.

Proposicion 5. Seana, b ∈ [0, 1] tales quea + b ≤ 1. Si
tomamos

α =
1 + a − b

2
(5)

entoncesDα es un operador S-OWA generalizado.

Definición 9. F es un operador BADD-OWA siF es un
operador OWA donde

wi =
b
β
i∑n

j=1 b
β
j

conβ ≥ 0 y siendobi como en la Definicíon 4.

Proposicion 6. Seaβ ≥ 0. Si tomamos

α =
(D1(x, y))β

(D0(x, y))β + (D1(x, y))β
(6)

conx, y ∈ [0, 1], entoncesDα es un operador BADD-OWA.

Definición 10. Seaβ ≥ 0. F es un operador BADD-OWA
modificado siF es un operador OWA donde

1. wi = (1/bi)
β∑

n

j=1(1/bj)β o bien

2. wi = (1−bi)
β∑

n

j=1(1−bj)β o bien

3. wi = 1
n−1 (1 −

b
β

i∑
n

j=1 b
β

j

) o bien

4. wi = (bn−i+1)
β∑

n

j=1 b
β

j

siendobi como en la Definicíon 4.

Proposicion 7. Sea β ≥ 0. Los siguienteśıtems se
cumplen

1. Si tomamos

α = (1/D1(x, y))β

(1/D1(x, y))β+(1/D0(x, y))β =

= 1 − (D1(x, y))β

(D1(x, y))β+(D0(x, y))β = (D0(x, y))β

(D1(x, y))β+(D0(x, y))β

(7)
entoncesDα es un operador BADD-OWA modificado
en el sentido de lośıtems 1, 3 y 4 de la Definición 10.

2. Si tomamos

α =
(1 − D1(x, y))β

(1 − D1(x, y))β + (1 − D0(x, y))β
(8)

entoncesDα es un operador BADD-OWA modificado
en el sentido deĺıtem 2 de la Definicíon 10.

5 Algoritmo de reducción de imagen

En este trabajo vamos a considerar una imagenQ deN×M

ṕıxeles como una relación difusaR deN × M elementos.
Cada elemento de la relación tiene como valor de perte-
nencia la intensidad normalizada del pı́xel correspondiente
a la misma posición. Normalizamos las intensidades di-
vidiéndolas porL−1 (siendoL el número de niveles de gris
empezando por0). Aśı, el ṕıxel localizado en la posición
(i, j) tiene asociado un valor de pertenencia que denotamos
por qij .

En nuestra propuesta de reducción de iḿagenes usamos los
conjuntos intervalo-valorados difusos y el operadorDα.
Como podemos ver en [6, 7, 8, 15, 17], la aplicación
de conjuntos intervalo-valorados difusos en procesamiento
de imagen permite el desarrollo de algoritmos con muy
buenos resultados en distintasáreas, como la detección de
bordes, el contraste o la umbralización. El algoritmo que
proponemos es el siguiente:

1. Dividir la relacíon R en bloques de tamaño n × n.
Si M o N no son multiplos den, eliminaremos el
mı́nimo ńumero de filas y columnas en el borde de la
matriz hasta obtener un nuevo tamaño que lo cumpla.

2. Asociar a cada bloque un intervalo de la siguiente
forma: el extremo inferior viene dado por el mı́nimo
de las intensidades del bloque y el extremo superior
por el ḿaximo de las intensidades (normalizadas).

3. Elegir el paŕametroα del operadorDα.

4. Asociar a cada intervalo el número obtenido al aplicar
el operadorDα.

Ejemplo: SeaR una relacíon de dimension6 × 6 y sea
n = 3 

q1,1 q1,2 q1,3 q1,4 q1,5 q1,6

q2,1 q2,2 q2,3 q2,4 q2,5 q2,6

q3,1 q3,2 q3,3 q3,4 q3,5 q3,6

q4,1 q4,2 q4,3 q4,4 q4,5 q4,6

q5,1 q5,2 q5,3 q5,4 q5,5 q5,6

q6,1 q6,2 q6,3 q6,4 q6,5 q6,6


Aśı, el conjunto intervalo-valorado difuso asociado aR

est́a formado por 4 elementos:
 ∧

i=1,2,3
j=1,2,3

qi,j

∨
i=1,2,3
j=1,2,3

qi,j

  ∧
i=1,2,3
j=4,5,6

qi,j

∨
i=1,2,3
j=4,5,6

qi,j


 ∧

i=4,5,6
j=1,2,3

qi,j

∨
i=4,5,6
j=1,2,3

qi,j

  ∧
i=4,5,6
j=4,5,6

qi,j

∨
i=4,5,6
j=4,5,6

qi,j




Una vez obtenido el conjunto intervalo-valorado difuso
para la imagen, construimos un conjunto difuso. Mediante
el operadorDα aplicado a cada intervalo obtenemos una
imagen reducida de tamaño2 × 2.
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6 Resultados experimentales

En esta sección vamos a utilizar el algoritmo de reducción
propuesto en la Sección 5 utilizando el operadorDα y
las propiedades de las familias de operadores OWA de la
Seccíon 4. En funcíon del operador OWA elegido, obte-
nemos dos situaciones bien diferenciadas. En la primera,
el valor deα es constante para toda la imagen (aplicamos
el mismo valor a cada intervalo). Esto ocurre con los o-
peradores ME-OWA y S-OWA generalizados debido a su
propia definicíon. En la segunda, el valor deα depende de
los extremos del intervalo, por lo que varı́a seǵun el inter-
valo en el que trabajamos. Esto ocurre con los operadores
BADD-OWA y BADD-OWA modificados.

Todas las pruebas de esta sección han sido realizadas con
las imágenes Lena y Camera (Figura 1). El tamaño del
bloque de reducción esn = 3 (submatrices de tamaño3 ×
3). De esta forma, el tamaño de la imagen reducida es 9
veces ḿas pequẽna que la original.

Figura 1: Iḿagenes Lena y Camera originales

6.1 Calculo deα constante para toda la imagen

En esta sección el valor del parametroα (constante) se va
a calcular utilizando los operador ME-OWA y S-OWA ge-
neralizados.

6.1.1 Reduccíon mediante operadores ME-OWA

Como hemos visto en la Sección 4, la construcción de un
operador ME-OWA es directa. Por este motivo, vamos a
analizar tres casos diferentes:α = 0, α = 0.5 y α = 1.

Conα = 0, asociamos el extremo inferior del intervalo a
cada bloque. Conα = 0.5, asociamos el punto medio del
intervalo. Porúltimo, conα = 1, asociamos el extremo
superior del intervalo.

Evidentemente, al aumentar el valor deα, aumenta el grado
de pertenencia y por tanto la intensidad de la imagen. Ası́,
la imagen es ḿas oscura paraα = 0 que paraα = 0.5, que
a su vez es ḿas oscura que paraα = 1, tal como vemos en
la Figura 2

α = 0 α = 0.5 α = 1

Figura 2: Reducción mediante operadores ME-OWA

6.1.2 Reduccíon mediante operadores S-OWA
generalizados

Para construir un operador S-OWA generalizado es nece-
sario, como hemos visto en la Definición 8, la eleccíon de
dos parametrosa, b ∈ [0, 1] tales quea + b ≤ 1. Si es-
tudiamos como contribuyen los parametros en el operador,
obtenemos los siguientes casos:

1. Si a = b, tenemos queα = 0.5, obteniendo ası́ la
media de los extremos del intervalo.

2. Sia = 1 y b = 0, tenemos queα = 1.

3. Sia = 0 y b = 1, tenemos queα = 0.

4. Si a + b < 1 y a 6= b, cuandoa > b, el valor de
α tiende a 1, por lo que el resultado tiende hacia el
extremo superior del intervalo. Sia < b, el valor deα
es ḿas cercano a 0, por lo que el resultado se aproxima
al exptremo inferior.

Los casos 1, 2 y 3 ya han sido analizados en la Subsección
6.1.2. Vamos a estudiar el caso 4. Para ello hemos con-
siderado los siguientes casos: paraa = 0.5, b = 0.25,
al sera > b, damos ḿas importancia al extremo superior
del intervalo, obteniendo asi un valor deα=0.625. Al au-
mentar el valor dea, entoncesα → 1. Por ejemplo, si
a = 0.9, b = 0, entoncesα = 0.95. Con este valor obtene-
mos una imagen muy parecida a las obtenidas en laúltima
columna de la Figura 2. Si elegimosa = 0.25, b = 0.5,
al dominar el extremo inferior, obtenemos un valor de
α=0.375. Al aumentar el valor de b,α → 0, como ocurre
si tomamosa = 0, b = 0.9 (el valor en este caso es de
α = 0.05). Nótese en la Figura 3 que al aumentar el valor
deα la imagen se aclara.
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a=0,b=0.9 a=0.25,b=0.5 a=0.5,b=0.25 a=0.9,b=0
α = 0.05 α = 0.375 α = 0.625 α = 0.95

Figura 3: Reducción mediante operadores S-OWA

6.2 Cálculo deα variable

En esta sección el valor del parametroα (variable) se va a
calcular utilizando los operadores BADD-OWA y BADD-
OWA modificados.

6.2.1 Reduccíon mediante operadores BADD-OWA

Como hemos visto en la Definición 9, es necesaria la
eleccíon de un parametroβ ≥ 0 para la construcción de un
operador BADD-OWA. Sabemos que si tomamosβ = 0,
entonces el valor deα = 0.5, caso estudiado en la segunda
columna de la Figura 2. En otro caso, si tomamosβ = 1,
el valor deα lo calculamos de la siguiente forma:

α =
x

x + x
(9)

siendo [x, x] ∈ L([0, 1]) el intervalo que representa al
bloque. De esta forma sabemos queα ≥ 0.5 y que al au-
mentar el valor deβ, α → 1 , es decir, el resultado tiende al
extremo superior del intervalo. Ası́, con un valor deβ alto,
obtenemos una imagen muy similar a las de la columna 3
de la Figura 2, es decir, aclaramos la imagen (Figure 4).

β = 1 β = 10 β = 20 β = 100

Figura 4: Reducción mediante operadores BADD-OWA

6.3 Reduccíon mediante operadores BADD-OWA
modificados

Si utilizamos operadores BADD-OWA modificados, pode-
mos realizar dos calculos deα baśandonos en lośıtems 1
y 2 de la Proposición 7. Al igual que para los operadores
BADD-OWA, el valor deα depende del intervalo en el que
trabajamos y del parametroβ. En ambos casos, ocurre que

si β = 0, el valor deα = 0.5 (de forma similar a los ope-
radores BADD-OWA).

Bajo las condiciones deĺıtem 1 de la Proposición 7, y
tomandoβ = 1, el valor deα viene dado de la siguiente
forma:

α =
x

x + x
(10)

siendo [x, x] ∈ L([0, 1]) el intervalo que representa al
bloque. En este caso,α ≤ 0.5 y al aumentarβ, α → 0
cuandoβ → ∞ (Nótese en Figura 5 que la imagen va os-
cureciendo al aumentarβ y disminuirα). Si nos basamos

β = 1 β = 10 β = 20 β = 100

Figura 5: Reducción mediante operadores BADD-OWA
modificados seguńıtem 1

en elı́tem 2 de la Proposición 7, para un valor deβ = 1, α

viene dado por la siguiente expresion:

α =
1 − x

(1 − x) + (1 − x)
(11)

siendo [x, x] ∈ L([0, 1]) el intervalo que representa al
bloque. Al igual que ocurre con el cálculo basado en el
ı́tem 1, el valor deα disminuye al aumentarβ (Nótese en
Figura 6 que, de la misma forma que con elı́tem 1, la ima-
gen se oscurece al aumentarβ y disminuirα).

β = 1 β = 10 β = 20 β = 100

Figura 6: Reducción mediante operadores BADD-OWA
modificados seguńıtem 2

7 Conclusiones y ĺıneas futuras

En este trabajo hemos demostrado que podemos obtener
operadores OWA de dimensión 2 a partir de operadores
de Atanassov y aplicarlos a la reducción de iḿagenes.
Además, hemos utilizado diferentes métodos de la litera-
tura en el ćalculo de los pesos de operadores OWA. Este
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hecho nos ha permitido obtener distintas familias de imá-
genes reducidas a partir de una misma imagen.

En un futuro queremos analizar las imágenes obtenidas más
profundamente. En primer lugar, queremos estudiar no
sólo como afectan los operadores utilizados a la intesidad
de la imagen obtenida sino a la capacidad para mantener
caracteŕsticas de la imagen como bordes, contraste, etc.
Por otro lado queremos utilizar distintos métodos de recon-
struccíon de la literatura para comprobar qué reduccíon es
la más adecuada de las que proponemos.
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