
Resumen

Este trabajo presenta una herramienta de genera-

ción automática de sistemas difusos jerárquicos

llamada Xfhl. La herramienta toma como

entrada un conjunto de datos de entrenamiento y

busca la mejor descomposición jerárquica en

términos de módulos difusos de dos entradas y

una salida. El funcionamiento de Xfhl se basa en

una búsqueda exhaustiva entre todas las posibles

descomposiciones modulares. Para evaluar cada

estructura se utiliza el error cometido por la

estructura tras un proceso de optimización para-

métrica. La herramienta está integrada en el

entorno Xfuzzy de desarrollo de sistemas difu-

sos.

Palabras Clave: Sistemas Difusos Jerárquicos,

Software para SoftComputing.

1 I�TRODUCCIÓ�

A medida que los sistemas difusos se han afianzado como

forma de modelar comportamientos no lineales el grado de

complejidad de los problemas tratados ha ido aumentando.

En los sistemas difusos estándar, para un problema con n

variables de entrada descritas por m etiquetas lingüísticas,

el número de reglas del sistema difuso resulta mn. Este cre-

cimiento exponencial provoca, en la práctica, que para un

número de variables alto el número de reglas es tan grande

que la interpretabilidad del sistema se hace imposible. Este

problema, que no es exclusivo de los sistemas difusos, se

conoce como la maldición de la dimensionalidad [2]. 

Una de las formas de disminuir el número de reglas y, por

tanto, de aumentar la interpretabilidad, es descomponer el

sistema difuso en módulos más simples, lo que se conoce

como sistemas difusos jerárquicos (SDJ). Existen numero-

sas propuestas de diseño de este tipo de sistemas [13].

Algunas de ellas consisten en identificar partes comunes

del conjunto de reglas y crear módulos que generen estas

partes comunes, lo que se conoce como SDJ limpios

[1][9]. En otras propuestas el nivel de jerarquía de cada

módulo se refiere a un aumento de la granularidad de las

variables [6].

El tipo más tradicional de SDJ es aquel en el que cada

módulo es un sistema difuso completo que relaciona a un

conjunto reducido de variables, que pueden ser variables

de entrada del sistema global o variables internas genera-

das como salidas de otros módulos [11]. En este tipo de

SDJ el número de reglas es

(1)

donde L es el numero de módulos y ci el número de entra-

das del módulo i-ésimo. Si los módulos no comparten

entradas el SDJ tiene forma de árbol. Si los módulos pue-

den compartir entradas el SDJ tiene forma de grafo diri-

gido acíclico. Centrándonos en sistemas con una única

salida (MISO) y con forma de árbol, el número de entradas

de los módulos debe cumplir

(2)

Si todos los módulos tienen el mismo número de entradas,

c, el número de módulos del SDJ es

(3)

y el número de reglas total del SDJ es entonces

(4)

lo que representa un crecimiento lineal del número de

reglas en función del número de variables de entrada del
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sistema frente al crecimiento exponencial que sufren los

sistemas difusos estándar. El menor número de reglas tota-

les se consigue para c=2, es decir, utilizando módulos de

dos entradas. Es por eso que los SDJs más utilizados son

los formados por este tipo de módulos, que se denominan

habitualmente fuzzy logic units (FLUs). El uso de módulos

de dos entradas tiene una ventaja adicional y es que su

funcionamiento puede representarse mediante una superfi-

cie, lo que permite no sólo una interpretabilidad lingüística

del módulo sino también una interpretabilidad gráfica del

mismo.

Un aspecto muy importante de los SDJs es su capacidad

de aproximación. Como es bien sabido, los sistemas difu-

sos estándar son aproximadores universales [4]. Aunque

existen propuestas de SDJs que han demostrado ser

aproximadores universales [8][15], estas propuestas se

refieren a sistemas difusos de tipo Takagi-Sugeno de orden

muy alto (equivalente al número de entradas), por lo que el

problema de la dimensionalidad no se resuelve sino que se

desplaza del antecedente de las reglas a unos consecuentes

de un alto grado de complejidad [16]. Por su parte, los sis-

temas difusos jerárquicos de tipo Mamdani no son aproxi-

madores universales. En este caso el estudio se dirige a

conocer cuales son las funciones que pueden ser aproxi-

madas por un sistema difuso jerárquico de tipo Mamdani.

En [17] se define el concepto de función continua con

estructura jerárquica separable y se demuestra que un

SDJ de tipo Mamdani puede aproximar estas funciones

siempre que su estructura jerárquica corresponda a la de la

función. 

Para encontrar la estructura de un SDJ que permita aproxi-

mar una cierta función continua algunos autores han pro-

puesto el uso de algoritmos genéticos [3][5]. En este

trabajo se presenta una herramienta que realiza una bús-

queda exhaustiva entre todas las descomposiciones modu-

lares que puedan realizarse en base a módulos de dos

entradas (FLUs). La estructura jerárquica generada por la

herramienta es aquella que tras un proceso de optimiza-

ción obtenga el menor error cuadrático sobre el conjunto

de datos de entrenamiento.

2 ALGORITMO DE DESCOMPOSICIÓ� 
MODULAR

La metodología propuesta se basa en realizar una bús-

queda exhaustiva entre todas las posibles estructuras jerár-

quicas con n entradas formadas por módulos de dos

entradas y una salida. Para generar todas estas estructuras

jerárquicas se utiliza un algoritmo recursivo en el que las

estructuras de n entradas se generan a partir de todas las

estructuras de n-1 entradas. 

El caso base del algoritmo es el formado por 2 entradas.

En este caso sólo existe una estructura que es la formada

por un único módulo, tal y como se muestra en la Figura

1.a.

Dada una estructura jerárquica con n entradas, es posible

generar un conjunto de estructuras con n+1 entradas inclu-

yendo una nueva FLU en cada variable de la estructura. La

Figura 1 muestra un ejemplo de las estructuras que pueden

generarse a partir del caso base. La estructura de la Figura

1.b se obtiene incluyendo la nueva FLU en la posición de

la variable i0. La Figura 1.c se obtiene incluyendo la FLU

en la posición de la variable i1. La estructura mostrada en

la Figura 1.d se obtiene incluyendo la nueva FLU en la

posición de la variable de salida.

Teniendo en cuenta que cada estructura jerárquica con n

entradas contiene n-1 FLUs, el número total de variables

de la estructura es de 2n-1. Por tanto, el número de estruc-

turas con n+1 entradas es

(5)

La Tabla 1 muestra los valores del número de estructuras

jerárquicas diferentes que se pueden generar utilizando

módulos de dos entradas. Como se puede apreciar, este

número crece exponencialmente con respecto al número

de entradas. Para problemas con un número de entradas

menor de 7 u 8 la búsqueda exhaustiva de la mejor estruc-

tura resulta factible. A partir de este tamaño el número de

estructuras resulta demasiado elevado, lo que conduce a la

utilización de técnicas de búsqueda aleatoria. 
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Figura 1: Algoritmo de descomposición modular para el 

caso de tres variables.
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3 OPTIMIZACIÓ� PARAMÉTRICA DE 
SISTEMAS DIFUSOS JERÁRQUICOS

De entre todas las estructuras jerárquicas en las que se

puede descomponer un sistema de n entradas, la metodolo-

gía propuesta selecciona aquella que mejor consigue

aproximarse al conjunto de datos de entrenamiento. Para

evaluar la capacidad de aproximación de cada estructura

se utilizan algoritmos de optimización paramétrica basa-

dos en descenso por gradiente. El uso de algoritmos de

descenso por gradiente para ajustar sistemas difusos jerár-

quicos ya ha sido propuesto en [14]. En nuestro caso la

propuesta es utilizar los algoritmos RPROP [12] y Leven-

berg-Marquardt [7], que presentan una velocidad de con-

vergencia mucho mayor que el utilizado en dicho trabajo.

Estos algoritmos y muchos otros se encuentran ya integra-

dos en el entorno Xfuzzy [10], lo que ha facilitado en gran

medida el desarrollo de la herramienta Xfhl presentada en

este trabajo.

Para seleccionar la mejor estructura jerárquica se evalúa el

error cuadrático medio (ECM) que produce la estructura

sobre el conjunto de datos de entrenamiento, que viene

dado por la expresión

(6)

donde E es el número de instancias del conjunto de datos,

 es el valor de las entradas de la instancia e-ésima,  es

el valor de la salida de la instancia e-ésima y la función

y(x) representa el comportamiento del sistema jerárquico.

Los parámetros de los que depende el comportamiento del

sistema jerárquico corresponde al conjunto de parámetros

que definen el comportamiento de cada FLU. Estos pará-

metros son los que definen las funciones de pertenencia de

las variables de entrada del módulo y los relacionados con

el cálculo de la salida. Para calcular la derivada del ECM

respecto de cada uno de estos parámetros se utiliza la regla

de la cadena. Por ejemplo, la derivada del ECM respecto

de los parámetros del módulo FLU-1 de la Figura 2 viene

dada por la expresión:

(7)

La derivada del ECM respecto de la salida del sistema

para el ejemplo e-ésimo es la siguiente

(8)

Para calcular el resto de derivadas parciales es necesario

conocer el funcionamiento de las FLUs. Si el operador de

conjunción es el producto y el método de concreción es la

media difusa, el principio de transformación de la FLU es

el siguiente:

(9)

donde  son las funciones de pertenencia asociadas

a la variable x1,  son las funciones de pertenencia

asociadas a la variable x2, cij es el centroide de la conclu-

sión de la regla “x1 = label-i AND x2 = label-j” y m es el

número de etiquetas lingüísticas asociadas a cada variable.

A partir de la expresión anterior se puede calcular la deri-

vada parcial de la salida de una FLU respecto de los cen-

troides de las reglas:

(10)

Tabla 1: Número de estructuras jerárquicas

Número de entradas Número de estructuras

2 1

3 3

4 15

5 105

6 945

7 10.395

8 135.135

9 2.027.025
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Figura 2: Ejemplo de estructura jerárquica
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--- ye ỹe–( )⋅=

y x1 x2,( )

µ1i x1( ) µ2 j x2( ) cij⋅ ⋅

j 1=

m

∑
i 1=

m

∑

µ1 i x1( ) µ2j x2( )⋅

j 1=

m

∑
i 1=

m

∑

------------------------------------------------------------------------=

µ1 i x1( )

µ2 j x2( )

y x1 x2,( )∂
cij∂

------------------------
µ1i x1( ) µ2j x2( )⋅

µ1i x1( ) µ2 j x2( )⋅

j 1=

m

∑
i 1=

m

∑

-------------------------------------------------------------=

ESTYLF 2010, Huelva, 3 a 5 de febrero de 2010

XV Congreso Español Sobre Tecnologías y Lógica Fuzzy 425



La ec. 9 permite también calcular la derivada parcial de la

salida de una FLU respecto al grado de activación de cada

función de pertenencia.

(11)

Por último hay que considerar la derivada parcial de la

función de pertenencia respecto de sus parámetros de defi-

nición. Por ejemplo, para una función gaussiana

(12)

las derivadas quedan

(13)

Con todas estas ecuaciones se puede calcular el gradiente

del error cuadrático medio, tal y como se indica en la ec. 7

y utilizarlo en el algoritmo de optimización paramétrica

seleccionado. En el caso de que el comportamiento de las

FLUs se basen en otro operador de conjunción, otro

método de concreción u otro tipo de funciones de perte-

nencia habría que recalcular las ecuaciones 8 a 13.

4 LA HERRAMIE�TA XFHL

Xfhl es una nueva herramienta integrada en el entorno

Xfuzzy de desarrollo de sistemas difusos. La herramienta

Xfhl implementa la metodología de inducción de sistemas

difusos jerárquicos comentada en los apartados anteriores.

El funcionamiento de la herramienta se basa en generar

todas las estructuras jerárquicas de n entradas y una salida

que se pueden construir en base a módulos de dos entradas

y una salida. La estructura seleccionada es la que presenta

un menor error cuadrático medio tras un proceso de opti-

mización paramétrica basado en un algoritmo de descenso

por gradiente (RProp o Levenberg-Marquardt).

La generación del conjunto de estructuras jerárquicas para

n variables de entrada se basa en el algoritmo presentado

en la segunda sección. Para ello se utiliza un iterador

basado en una pila de estructuras. Cada nivel de la pila

corresponde a un número de entradas comenzado desde la

estructura base con dos entradas. La cima de la pila con-

tiene la estructura de n entradas que genera el iterador. En

cada iteración se desapila la última estructura generada y

se genera la siguiente estructura a partir de la estructura de

n-1 entradas almacenada en la pila. Cuando se han gene-

rado todas las estructuras de n entradas correspondientes,

se desapila la estructura de n-1 entradas y se genera una

nueva estructura de n-1 entradas en función de la estruc-

tura de n-2 entradas almacenada en la pila, y así sucesiva-

mente. Gracias a este iterador se evita tener que almacenar

en memoria todas las estructuras jerárquicas a la vez.

Para evaluar cada estructura se realiza un proceso de opti-

mización paramétrica sobre todos los parámetros de la

estructura. Para ello se calcula el gradiente del error cua-

drático medio tal y como se explica en la sección 3 y se

aplica el algoritmo de descenso por gradiente elegido.

Puesto que la optimización y evaluación de una estructura

se puede realizar de manera independiente del de las

demás, el proceso de búsqueda es fácilmente paralelizable.

La herramienta Xfhl ha sido programada para aprovechar

las capacidades de paralelización de los sistemas actuales

(arquitecturas multicore, multiprocesador y tecnologías de

hyperthreading) de manera que el proceso de estudio de

las diferentes estructuras jerárquicas se realiza en paralelo

en varios hilos de ejecución. 

La ventana principal de la herramienta se muestra en la

Figura 3. En la parte superior de la ventana se encuentra el

menú de configuración que permite seleccionar las dife-

y x1 x2,( )∂
µ1i x1( )∂

------------------------

µ2j x2( ) ci j⋅

j 1=

m

∑
 
 
 
 

µ1 i x1( ) µ2j x2( )⋅

j 1=

m

∑
i 1=

m

∑
 
 
 
 
-------------------------------------------------------------------=

µ2j x2( )

j 1=

m

∑
 
 
 
 

µ1 i x1( ) µ2 j x2( ) cij⋅ ⋅

j 1=

m

∑
i 1=

m

∑
 
 
 
 

⋅

µ1 i x1( ) µ2 j x2( )⋅

j 1=

m

∑
i 1=

m

∑
 
 
 
 

2
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------–

µ x a b, ,( ) x a–

b
-----------
 
 

2

– 
 exp=

µ x a b, ,( )∂
x∂

--------------------------
2

b
---

x a–

b
-----------
 
 ⋅–

x a–

b
-----------
 
 

2

– 
 exp⋅=

µ x a b, ,( )∂
a∂

--------------------------
2

b
---

x a–

b
-----------
 
  x a–

b
-----------
 
 

2

– 
 exp⋅ ⋅=

µ x a b, ,( )∂
b∂

--------------------------
2

b
---

x a–

b
-----------
 
 

2 x a–

b
-----------
 
 

2

– 
 exp⋅ ⋅=

Figura 3: Ventana principal de la herramienta Xfhl
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rentes opciones de ejecución de la herramienta. Bajo la

barra de menú se encuentra un área con el mejor sistema

difuso encontrado hasta el momento y una barra de pro-

greso que indica el porcentaje de estructuras estudiadas

hasta el momento. Bajo esta barra se encuentra un panel en

el que se muestra el estado de cada hilo de ejecución de la

herramienta, que incluye para cada hilo la representación

de la estructura en estudio y una barra de progreso del pro-

ceso de optimización. En la parte inferior de la ventana se

encuentran los botones de control que permiten lanzar la

ejecución, detenerla, almacenar el mejor resultado obte-

nido hasta el momento y cerrar la herramienta.

La configuración de la herramienta Xfhl se realiza por

medio de la ventana mostrada en la Figura 4. Esta configu-

ración requiere de la selección de los valores de los

siguientes campos:

• Conjunto de datos de entrenamiento.

• Número de hilos concurrentes a ejecutar. El valor

“Default” especifica el número de hilos igual al

número de núcleos del sistema.

• Número de funciones de pertenencia de cada variable

de entrada

• Estilo de las funciones de pertenencia de las variables

de entrada. Pueden ser de los siguientes tipos: Free

Triangles, Free Shouldered Triangles, Free Gaussians,

Triangles Family, Shouldered-Triangular Family y B-

Splines Family.

• Función asociada al operador de conjunción. Puede

ser el mínimo o el producto.

• Algoritmo de concreción utilizado en los módulos.

Puede ser la media difusa o la media difusa ponde-

rada.

• El algoritmo de optimización paramétrica a usar para

evaluar cada estructura. Se puede elegir entre RProp y

Levenberg-Marquardt y se deben configurar sus pará-

metros de control y el número de iteraciones a realizar

en el proceso de ajuste.

5 PRUEBAS

Para demostrar el funcionamiento de la herramienta Xfhl

se ha considerado la siguiente función continua con 4

variables de entrada y estructura jerárquica separable:

(14)

Para generar el conjunto de datos se ha considerado que

las 4 variables están definidas en el intervalo [-1.0, 1.0] y

se han generado todas las instancias posibles barriendo los

valores de las variables en intervalos de 0.25, lo que pro-

duce un conjunto de datos con un total de 6561 instancias.

El proceso de ejecución de la herramienta Xfhl se ha desa-

rrollado considerando una división de las variables en tres

funciones de pertenencia gaussianas y seleccionando el

producto como operador de conjunción y la media difusa

ponderada como método de concreción. El ajuste paramé-

trico se ha llevado a cabo por medio de 40 iteraciones del

algoritmo Rprop. La ejecución se ha realizado con dos

hilos sobre una máquina con procesador Intel Core2 Duo

de 2.0 GHz, mostrando una duración aproximada de 3

minutos. De entre las 15 posibles descomposiciones la

mejor estructura encontrada, con un RMSE = 2.9%, es la

mostrada en la Figura 5.a,  que corresponde a la estrutura

jerárquica de la función objetivo. Un ajuste paramétrico

posterior de nuevo con RProp consigue una mejora de la

aproximación hasta un RMSE=1.4%.

La Figura 5 muestra la representación gráfica del compor-

tamiento de los diferentes módulos de la estructura jerár-

quica obtenida. Como se puede observar en la Figura 5.b,

el comportamiento del módulo FLU-1 se aproxima al de la

función coseno sobre una relación lineal de las variables x

e y. (En realidad la función está desplazada ya que el rango

de salida se encuentra entre 0 y 1). Un estudio más deta-

llado permite incluso deducir esta relación. Con respecto

al comportamiento del módulo FLU-2, la Figura 5.c per-

mite también deducir que la relación entre las variables w

y z corresponde a una parábola de revolución, es decir, a la

función w2+z2 multiplicada por un factor negativo. En el

caso del módulo FLU-3 el comportamiento es algo más

dificil de interpretar ya que este módulo se encarga no sólo

de calcular el producto entre las dos partes de la función,

sino tambien de compensar el desplazamiento y los facto-

res de escala de los módulos anteriores. 
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Figura 4: Ventana de configuración de la herramienta 
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Figura 5: Resultado de Xfhl sobre la función de prueba. 

(a) estructura jerárquica encontrada; (b,c,d) comporta-

miento de los módulos FLU-1, FLU-2 y FLU-3.
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