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Resumen

En este trabajo se analiza la conexión en-
tre la racionalidad individual y colectiva en
el ámbito de las mayoŕıas con umbral de
apoyo. Estas reglas de decisión permiten a
los votantes graduar sus preferencias entre las
alternativas, y declaran ganadora una alter-
nativa sobre otra si la intensidad colectiva de
preferencia es superior en un umbral previa-
mente fijado. Los resultados proporcionados
determinan los umbrales de apoyo que impi-
den la aparición de inconsistencias para tres
casos de transitividad en las preferencias in-
dividuales.
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1 INTRODUCCIÓN

Dadas dos alternativas, la regla de votación de la
mayoŕıa simple declara ganadora a una alternativa con
el único requisito de que tenga más votos que la otra.
Aśı, puede ocurrir que una alternativa resulte vence-
dora con muy poco apoyo si hay gran abstención. Con
objeto de evitar este aspecto indeseable, han sido con-
sideradas en la literatura otro tipo de mayoŕıas que
requieren mayor apoyo para declarar vencedora a una
alternativa (véanse, por ejemplo, Fishburn [2, chap-
ter 6], Ferejohn y Grether [1], Saari [6, pp. 122-123],
Garćıa-Lapresta y Llamazares [3] y Llamazares [5]).

En Garćıa-Lapresta y Llamazares [3] se introducen las
mayoŕıas por diferencia de votos, las cuales declaran
ganadora a una alternativa cuando el número de vo-
tos conseguido es mayor que el de la otra más un um-

bral previamente fijado. Dichas mayoŕıas oscilan entre
la mayoŕıa simple y la unanimidad y, en consecuen-
cia, pueden utilizarse en diferentes contextos, con tan
solo ajustar el umbral al nivel deseado. La caracteri-
zación axiomática de este tipo de mayoŕıas dada por
Llamazares [5] en el ámbito de la Teoŕıa de la Elección
Social refuerza claramente su interés, debido a sus bue-
nas propiedades.

Cuando se utilizan las reglas de votación por mayoŕıa
simple, absoluta, cualificadas, por diferencia de votos,
etc. fuera de su escenario habitual de dos alternati-
vas, y se ampĺıa a tres o más, surge el problema de la
posible aparición de inconsistencias. El ejemplo más
conocido de inconsistencia es el de la paradoja del voto,
denunciado por Condorcet en 1781. Dicha paradoja
aparece, por ejemplo, cuando tres votantes ordenan
tres alternativas de la siguiente forma: x Â y Â z,
y Â z Â x, z Â x Â y. Entonces, al aplicar la reglas
de votación de la mayoŕıa simple o de la mayoŕıa ab-
soluta surge un ciclo: x vence a y, y vence a z, pero z
también vence a x.

En Garćıa-Lapresta y Llamazares [4] se extienden las
mayoŕıas por diferencia de votos al escenario en el que
los votantes declaran la intensidad de sus preferen-
cias entre las alternativas. En este caso el umbral de
apoyo pasa a ser un número real entre 0 y el número
de votantes. Aśı, a la flexibilidad que supone permi-
tir a los votantes graduar sus preferencias se une la
posibilidad de fijar umbrales de apoyo en un espec-
tro continuo. La caracterización axiomática de este
tipo de mayoŕıas dada en [4] pone de manifiesto sus
buenas propiedades desde la perspectiva de la Teoŕıa
de la Elección Social. De nuevo, al extender el uso
de este tipo de mayoŕıas a más de dos alternativas
surge el problema de las inconsistencias en las pre-
ferencias colectivas. A esto hay que añadir que las
mayoŕıas con umbral de apoyo pueden generar incon-
sistencias cuando hay únicamente dos votantes, algo
que no sucede en las mayoŕıas simple, absoluta, cuali-
ficadas ni por diferencia de votos.
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Las mayoŕıas con umbral de apoyo definen una relación
de preferencia colectiva ordinaria a partir de las inten-
sidades de preferencia individuales. El objetivo de este
trabajo consiste en determinar el grado de consistencia
en las preferencias colectivas en función de la consis-
tencia de las preferencias individuales. En el marco
de las intensidades de preferencia individuales se han
considerado tres modelos representativos de racionali-
dad basados en la transitividad. Para la consistencia
colectiva se han tenido en cuenta únicamente dos mo-
delos de racionalidad: la triple-aciclicidad, que evita
la aparición de ciclos entre tres alternativas, y la aci-
clicidad, que impide cualquier tipo de ciclos.

El trabajo se organiza como sigue. La sección 2 está
dedicada a introducir los conceptos básicos, la sección
3 contiene los resultados para el caso en el que solo hay
dos individuos, la sección 4 analiza el caso en el que
hay tres individuos y, por último, la sección 5 muestra
el trabajo futuro a realizar.

2 PRELIMINARES

Consideraremos m agentes que muestran la intensidad
de sus preferencias sobre un conjunto de alternativas
X = {x1, . . . , xn} mediante relaciones de preferencia
rećıprocas Rp : X ×X −→ [0, 1], p = 1, . . . , m; es de-
cir, rp

ij + rp
ji = 1 para cualesquiera i, j ∈ {1, . . . , n},

donde rp
ij = Rp(xi, xj). Con R(X) se denota el con-

junto de relaciones de preferencia rećıprocas sobre X.

Un perfil es un vector (R1, . . . , Rm) que contiene las
relaciones rećıprocas individuales. El conjunto de per-
files vendrá denotado por Rm(X).

Una relación de preferencia ordinaria sobre X es una
relación binaria asimétrica P sobre X: si xi P xj , en-
tonces no ocurre xj P xi. Con P(X) denotaremos
el conjunto de relaciones de preferencia ordinarias so-
bre X. P ∈ P(X) es aćıclica si para cualesquiera
xi1 , . . . , xir

∈ X se verifica que si ocurre xi1 P xi2 , . . .,
xir−1 P xir , entonces no ocurre xir P xi1 . P ∈ P(X)
es triple-aćıclica si para cualesquiera xi, xj , xl ∈ X se
verifica que si ocurre xi P xj y xj P xl, entonces no
ocurre xl P xi. Obviamente, toda relación de prefe-
rencia aćıclica es triple-aćıclica. Por otra parte, para
n = 3 los conceptos de aciclicidad y triple-aciclicidad
coinciden.

2.1 Consistencia en preferencias rećıprocas

Definición 1. Un operador monótono es una función
continua g : [0.5, 1]2 −→ [0.5, 1] que satisface las si-
guientes propiedades:

1. Monotońıa. g(a, b) ≥ g(a′, b′) para cualesquiera
(a, b), (a′, b′) ∈ [0.5, 1]2 tales que a ≥ a′ y b ≥ b′.

2. Simetŕıa. g(a, b) = g(b, a) para cualesquiera
a, b ∈ [0.5, 1].

Definición 2. Sean R ∈ R(X) y g un operador
monótono. R es g–transitiva si para cualesquiera
i, j, l ∈ {1, . . . , n} se verifica

rij > 0.5 y rjl > 0.5 ⇒ ril > 0.5 y ril ≥ g(rij , rjl).

Denotaremos por Tg al conjunto de relaciones de pre-
ferencia rećıprocas g–transitivas; es decir,

Tg = {R ∈ R(X) | R es g–transitiva}.

Es importante destacar que si f y g son dos opera-
dores monótonos, R es g–transitiva y g(a, b) ≥ f(a, b)
para todo (a, b) ∈ [0.5, 1]2, entonces R es f–transitiva;
es decir, Tg ⊆ Tf .

En este trabajo se considerarán tres operadores
monótonos: los correspondientes a la función cons-
tante 0.5, al mı́nimo y al máximo:

1. R es 0.5–transitiva si R es g–transitiva, con
g(a, b) = 0.5 para todo (a, b) ∈ [0.5, 1]2:

rij > 0.5 y rjl > 0.5 ⇒ ril > 0.5

para cualesquiera i, j, l ∈ {1, . . . , n}.

2. R es min–transitiva si R es g–transitiva, con
g(a, b) = min{a, b} para todo (a, b) ∈ [0.5, 1]2:

rij > 0.5 y rjl > 0.5 ⇒ ril ≥ min{rij , rjl}

para cualesquiera i, j, l ∈ {1, . . . , n}.

3. R es max–transitiva si R es g–transitiva, con
g(a, b) = max{a, b} para todo (a, b) ∈ [0.5, 1]2:

rij > 0.5 y rjl > 0.5 ⇒ ril ≥ max{rij , rjl}

para cualesquiera i, j, l ∈ {1, . . . , n}.

Los conjuntos de relaciones de preferencia rećıprocas
0.5–transitivas, min–transitivas y max–transitivas se
denotarán por T0.5, Tmin y Tmax, respectivamente.

Puesto que max{a, b} ≥ min{a, b} ≥ 0.5 para cua-
lesquiera a, b ∈ [0.5, 1], se tiene Tmax ⊆ Tmin ⊆ T0.5.

Además, las relaciones de preferencia rećıprocas min–
transitivas (y, por tanto, las max–transitivas) cumplen
la siguiente propiedad.

Lema 1. Si R ∈ Tmin, entonces rij + rjl + rli ≤ 2
para cualesquiera i, j, l ∈ {1, . . . , n}.
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Demostración

Supongamos, por reducción al absurdo, que existen
i, j, l ∈ {1, . . . , n} tales que rij + rjl + rli > 2. De
aqúı se deduce que dos de los tres sumandos son ma-
yores que 0.5 (si lo fueran los tres la relación no seŕıa
min–transitiva). Supongamos rij , rjl > 0.5. En-
tonces ril ≥ min{rij , rjl} o, equivalentemente, rli ≤
max{rji, rlj} = max{1− rij , 1− rjl}. Por tanto,

rij + rjl + rli ≤ rij + rjl + max{1− rij , 1− rjl} ≤ 2,

lo cual contradice rij+rjl+rli > 2. Los otros dos casos
posibles, rij , rli > 0.5 y rjl, rli > 0.5, también llevan
a contradicción cuando se realiza un análisis similar al
efectuado para el caso rij , rjl > 0.5.

2.2 Mayoŕıas con umbral de apoyo

Las mayoŕıas con umbral de apoyo fueron introduci-
das y caracterizadas axiomáticamente en el ámbito de
la Teoŕıa de la Elección Social por Garćıa-Lapresta
y Llamazares [4]. Constituyen una extensión de las
mayoŕıas por diferencia de votos (Garćıa-Lapresta y
Llamazares [3], Llamazares [5]) al permitir que los
votantes puedan mostrar la intensidad de sus prefe-
rencias entre las alternativas y que los umbrales de
apoyo vaŕıen en un espectro continuo.

Definición 3. Sean k ∈ [0,m) y D ⊆ Rm(X). La
mayoŕıa con umbral de apoyo k, Fk, es la aplicación
Fk : D −→ P(X) definida por Fk(R1, . . . , Rm) = Pk,
donde

xi Pk xj ⇔
m∑

p=1

rp
ij >

m∑
p=1

rp
ji + k.

Resulta inmediato comprobar que la mayoŕıa Fk puede
definirse mediante la media aritmética de las intensi-
dades de preferencia individuales:

xi Pk xj ⇔ 1
m

m∑
p=1

rp
ij > 0.5 +

k

2m
.

La relación de indiferencia asociada a Pk viene definida
por

xi Ik xj ⇔
∣∣∣∣∣

m∑
p=1

rp
ij −

m∑
p=1

rp
ji

∣∣∣∣∣ ≤ k,

o, equivalentemente,

xi Ik xj ⇔
∣∣∣∣∣
1
m

m∑
p=1

rp
ij − 0.5

∣∣∣∣∣ ≤
k

2m
.

3 Aciclicidad con dos individuos

En la mayoŕıa simple, cuando solo intervienen dos
votantes cuyas preferencias son transitivas, las prefe-
rencias colectivas son también transitivas y, por tanto,
no aparece la paradoja del voto. Sin embargo, en
las mayoŕıas con umbral de apoyo śı puede darse este
fenómeno indeseable. Sin duda, es un precio a pagar
por disponer de mayor flexibilidad.

En el primer resultado se proporcionan condiciones
necesarias para que las relaciones de preferencia colec-
tivas asociadas a las mayoŕıas con umbral de apoyo
sean aćıclicas cuando las relaciones de preferencia
rećıprocas de los dos individuos son 0.5–transitivas,
min–transitivas y max–transitivas.

Proposición 1. Si m = 2 y Fk : D −→ P(X) es tal
que Pk es aćıclica para todo (R1, R2) ∈ D ⊆ R2(X),
entonces

1. k ∈ [1, 2) para D = T 2
0.5.

2. k ∈ [
2
3 , 2

)
para D = T 2

min.

3. k ∈ [0.5, 2) para D = T 2
max.

Demostración

1. Demostraremos que si k < 1, entonces Pk no
es aćıclica. Consideremos dos individuos con las
siguientes relaciones de preferencia rećıprocas:

R1 =




0.5 1 3−k
4 · · ·

0 0.5 1 · · ·
1+k
4 0 0.5 · · ·

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .


,

R2 =




0.5 1+k
4 0 · · ·

3−k
4 0.5 1 · · ·
1 0 0.5 · · ·

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .


,

donde los elementos de las matrices no dados
expĺıcitamente valen 0.5. Resulta inmediato com-
probar que R1, R2 ∈ T0.5. Puesto que

xi Pk xj ⇔ r1
ij + r2

ij > 1 +
k

2
,

se tiene x1 Pk x2, x2 Pk x3 y x3 Pk x1. Por tanto,
Pk no es aćıclica.

2. Demostraremos que si k < 2
3 , entonces Pk no

es aćıclica. Consideremos dos individuos con las
siguientes relaciones de preferencia rećıprocas:

R1 =




0.5 1 2
3 · · ·

0 0.5 2
3 · · ·

1
3

1
3 0.5 · · ·

. . . . . . . . . . . . . . . . .


,
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R2 =




0.5 1
3 0 · · ·

2
3 0.5 2

3 · · ·
1 1

3 0.5 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . .


,

donde los elementos de las matrices no dados
expĺıcitamente valen 0.5. Resulta inmediato com-
probar que R1, R2 ∈ Tmin. Puesto que

xi Pk xj ⇔ r1
ij + r2

ij > 1 +
k

2
,

se tiene x1 Pk x2, x2 Pk x3 y x3 Pk x1. Por tanto,
Pk no es aćıclica.

3. Demostraremos que si k < 0.5, entonces Pk no
es aćıclica. Consideremos dos individuos con las
siguientes relaciones de preferencia rećıprocas:

R1 =




0.5 0.75 0.75 · · ·
0.25 0.5 0.75 · · ·
0.25 0.25 0.5 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


,

R2 =




0.5 0.5 0 · · ·
0.5 0.5 0.5 · · ·
1 0.5 0.5 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . .


,

donde los elementos de las matrices no dados
expĺıcitamente valen 0.5. Resulta inmediato com-
probar que R1, R2 ∈ Tmax. Puesto que

xi Pk xj ⇔ r1
ij + r2

ij > 1 +
k

2
,

se tiene x1 Pk x2, x2 Pk x3 y x3 Pk x1. Por tanto,
Pk no es aćıclica.

Las condiciones necesarias de la proposición anterior
son también suficientes si se sustituye aciclicidad por
triple-aciclicidad, tal como se demuestra en los siguien-
tes resultados.

Proposición 2. Para m = 2 y Fk : T 2
0.5 −→ P(X),

si k ∈ [1, 2), entonces Pk es triple-aćıclica para todo
(R1, R2) ∈ T 2

0.5.

Demostración

Supongamos, por reducción al absurdo, que Pk no
es triple-aćıclica. Entonces, existen R1, R2 ∈ T0.5,
i, j, l ∈ {1, . . . , n} tales que xi Pk xj , xj Pk xl y
xl Pk xi. Por tanto,

r1
ij + r2

ij > 1 +
k

2
≥ 1.5,

r1
jl + r2

jl > 1 +
k

2
≥ 1.5,

r1
li + r2

li > 1 +
k

2
≥ 1.5.

De las condiciones anteriores se deduce r1
ij > 0.5,

r1
jl > 0.5 y r1

li > 0.5. Como R1 ∈ T0.5, se tiene
r1
il > 0.5, lo cual contradice r1

li > 0.5.

Proposición 3. Para m = 2 y Fk : T 2
min −→ P(X),

si k ∈ [
2
3 , 2

)
, entonces Pk es triple-aćıclica para todo

(R1, R2) ∈ T 2
min.

Demostración

Supongamos, por reducción al absurdo, que Pk no
es triple-aćıclica. Entonces, existen R1, R2 ∈ Tmin,
i, j, l ∈ {1, . . . , n} tales que xi Pk xj , xj Pk xl y
xl Pk xi; es decir,

r1
ij + r2

ij > 1 +
k

2
≥ 4

3
,

r1
jl + r2

jl > 1 +
k

2
≥ 4

3
,

r1
li + r2

li > 1 +
k

2
≥ 4

3
.

Por tanto, r1
ij + r2

ij + r1
jl + r2

jl + r1
li + r2

li > 4, lo cual es
absurdo pues R1, R2 ∈ Tmin y, por el Lema 1, r1

ij +
r1
jl + r1

li + r2
ij + r2

jl + r2
li ≤ 2 + 2 = 4.

Proposición 4. Para m = 2 y Fk : T 2
max −→ P(X),

si k ∈ [0.5, 2), entonces Pk es triple-aćıclica para todo
(R1, R2) ∈ T 2

max.

Demostración

Supongamos, por reducción al absurdo, que Pk no
es triple-aćıclica. Entonces, existen R1, R2 ∈ Tmax,
i, j, l ∈ {1, . . . , n} tales que xi Pk xj , xj Pk xl y
xl Pk xi. Por tanto,

r1
ij + r2

ij > 1 +
k

2
≥ 1.25,

r1
jl + r2

jl > 1 +
k

2
≥ 1.25,

r1
li + r2

li > 1 +
k

2
≥ 1.25.

Es importante destacar que la última condición es
equivalente a r1

il + r2
il < 0.75. Vamos a distinguir tres

casos en función del número de individuos a los que se
puede aplicar la max–transitividad sobre los pares de
alternativas (xi, xj) y (xj , xl); es decir, dependiendo
del cardinal del siguiente conjunto:

P =
{

p ∈ {1, 2} | min{rp
ij , r

p
jl} > 0.5

}
.

1. Si #P=2, entonces rp
il ≥ max{rp

ij , r
p
jl} para todo

p ∈ {1, 2}. Por tanto, r1
il + r2

il ≥ r1
ij + r2

ij > 1.25,
lo cual contradice r1

il + r2
il < 0.75.
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2. Si #P=1, podemos suponer, sin pérdida de gene-
ralidad, que P = {1}. Por la max–transitividad
se cumple r1

il ≥ max{r1
ij , r

1
jl} > 0.5. Como r1

il +
r2
il < 0.75, se tiene r2

il < 0.25 y max{r1
ij , r

1
jl} <

0.75− r2
il. Distinguimos dos casos:

(a) Si r2
ij ≤ 0.5, entonces 0.75−r2

il > r1
ij > 1.25−

r2
ij ; es decir, r2

ij−r2
il > 0.5, lo cual es absurdo

pues r2
ij , r

2
il ∈ [0, 0.5].

(b) Si r2
ij > 0.5, entonces, dado que P = {1}, se

tiene r2
jl ≤ 0.5. En este caso, 0.75 − r2

il >

r1
jl > 1.25 − r2

jl; es decir, r2
jl − r2

il > 0.5, lo
cual es absurdo pues r2

jl, r
2
il ∈ [0, 0.5].

3. Si #P=0, como r1
ij + r2

ij > 1.25 y r1
jl + r2

jl > 1.25,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
r1
ij > 0.5, r1

jl ≤ 0.5, r2
ij ≤ 0.5 y r2

jl > 0.5. Dado
que r1

li + r2
li > 1.25, distinguimos tres casos:

(a) Si r1
li > 0.5 y r2

li > 0.5, entonces, como
R1, R2 ∈ Tmax, se tiene r1

lj ≥ max{r1
li, r

1
ij} y

r2
ji ≥ max{r2

jl, r
2
li}. La primera condición es

equivalente a r1
jl ≤ min{r1

ji, r
1
il}. Por tanto,

r1
ji + r2

ji ≥ r1
jl + r2

jl > 1.25,

lo cual es absurdo, pues r1
ij + r2

ij > 1.25.
(b) Si r1

li > 0.5 y r2
li ≤ 0.5, entonces, como R1 ∈

Tmax, se tiene r1
lj ≥ max{r1

li, r
1
ij}, lo cual es

equivalente a r1
jl ≤ min{r1

ji, r
1
il}. Por tanto,

r2
jl − r2

il ≥ (r1
jl + r2

jl)− (r1
il + r2

il)
> 1.25− 0.75 = 0.5,

lo cual es absurdo pues r2
jl, r

2
il ∈ [0.5, 1].

(c) Si r1
li ≤ 0.5, entonces, dado que r1

li + r2
li >

1.25, se tiene r2
li > 0.75. Como R2 ∈ Tmax,

entonces r2
ji ≥ max{r2

jl, r
2
li}, lo cual es equi-

valente a r2
ij ≤ min{r2

il, r
2
lj}. Por tanto,

r1
ij − r1

il ≥ (r1
ij + r2

ij)− (r1
il + r2

il)
> 1.25− 0.75 = 0.5,

lo cual es absurdo pues r1
ij , r

1
il ∈ [0.5, 1].

4 Aciclicidad con tres individuos

Al igual que en la sección anterior, en primer lu-
gar se proporcionan condiciones necesarias para que
las relaciones de preferencia colectivas asociadas a las
mayoŕıas con umbral de apoyo sean aćıclicas.

Proposición 5. Si m = 3 y Fk : D −→ P(X) es
tal que Pk es aćıclica para todo (R1, R2, R3) ∈ D ⊆
R3(X), entonces

1. k ∈ [2, 3) para D = T 3
0.5.

2. k ∈ [1, 3) para D = T 3
min o D = T 3

max.

Demostración

1. Demostraremos que si k < 2, entonces Pk no
es aćıclica. Consideremos tres individuos con las
siguientes relaciones de preferencia rećıprocas:

R1 =




0.5 1 5−k
6 · · ·

0 0.5 1 · · ·
1+k
6 0 0.5 · · ·

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .


,

R2 =




0.5 1 0 · · ·
0 0.5 1+k

6 · · ·
1 5−k

6 0.5 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .


,

R3 =




0.5 1+k
6 0 · · ·

5−k
6 0.5 1 · · ·
1 0 0.5 · · ·

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .


,

donde los elementos de las matrices no dados
expĺıcitamente valen 0.5. Resulta inmediato com-
probar R1, R2, R3 ∈ T0.5. Puesto que

xi Pk xj ⇔ r1
ij + r2

ij + r3
ij > 1.5 +

k

2
,

se tiene x1 Pk x2, x2 Pk x3 y x3 Pk x1. Por tanto,
Pk no es aćıclica.

2. Demostraremos que si k < 1, entonces Pk no
es aćıclica. Consideremos tres individuos con las
siguientes relaciones de preferencia rećıprocas:

R1 =




0.5 1 1 · · ·
0 0.5 1 · · ·
0 0 0.5 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . .


,

R2 =




0.5 1 0 · · ·
0 0.5 0 · · ·
1 1 0.5 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . .


,

R3 =




0.5 0 0 · · ·
1 0.5 1 · · ·
1 0 0.5 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . .


,

donde los elementos de las matrices no dados
expĺıcitamente valen 0.5. Resulta inmediato com-
probar R1, R2, R3 ∈ Tmax ⊆ Tmin. Puesto que

xi Pk xj ⇔ r1
ij + r2

ij + r3
ij > 1.5 +

k

2
,
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se tiene x1 Pk x2, x2 Pk x3 y x3 Pk x1. Por tanto,
Pk no es aćıclica.

Las condiciones necesarias de la proposición anterior
son también suficientes si se sustituye aciclicidad por
triple-aciclicidad, tal como se demuestra en los siguien-
tes resultados.

Proposición 6. Para m = 3 y Fk : T 3
0.5 −→ P(X),

si k ∈ [2, 3), entonces Pk es triple-aćıclica para todo
(R1, R2, R3) ∈ T 3

0.5.

Demostración

Supongamos, por reducción al absurdo, que Pk no es
triple-aćıclica. Entonces, existen R1, R2, R3 ∈ T0.5,
i, j, l ∈ {1, . . . , n} tales que xi Pk xj , xj Pk xl y
xl Pk xi. Por tanto,

r1
ij + r2

ij + r3
ij > 1.5 +

k

2
≥ 2.5,

r1
jl + r2

jl + r3
jl > 1.5 +

k

2
≥ 2.5,

r1
li + r2

li + r3
li > 1.5 +

k

2
≥ 2.5.

De las condiciones anteriores se deduce r1
ij > 0.5,

r1
jl > 0.5 y r1

li > 0.5. Como R1 ∈ T0.5, se tiene
r1
il > 0.5, lo cual contradice r1

li > 0.5.

Proposición 7. Para m = 3 y Fk : T 3
min −→ P(X)

o Fk : T 3
max −→ P(X), si k ∈ [1, 3), entonces Pk es

triple-aćıclica para todo (R1, R2, R3) ∈ T 3
min.

Demostración

Sea Fk : T 3
min −→ P(X) (el caso Fk : T 3

max −→ P(X)
se demuestra de forma análoga). Supongamos, por
reducción al absurdo, que Pk no es triple-aćıclica. En-
tonces, existen R1, R2, R3 ∈ Tmin, i, j, l ∈ {1, . . . , n}
tales que xi Pk xj , xj Pk xl y xl Pk xi; es decir,

r1
ij + r2

ij + r3
ij > 1.5 +

k

2
≥ 2,

r1
jl + r2

jl + r3
jl > 1.5 +

k

2
≥ 2,

r1
li + r2

li + r3
li > 1.5 +

k

2
≥ 2.

Por tanto,

3∑
p=1

rp
ij +

3∑
p=1

rp
jl +

3∑
p=1

rp
li > 6,

lo cual es absurdo pues R1, R2, R3 ∈ Tmin y, por el
Lema 1,

3∑
p=1

(rp
ij + rp

jl + rp
li) ≤ 2 + 2 + 2 = 6.

A la vista de los resultados obtenidos, cuanto mayor
sea el nivel de coherencia en las preferencias individua-
les, más bajo es el umbral que garantiza la coherencia
en la preferencia colectiva.

5 Trabajo futuro

En el presente trabajo se ha considerado únicamente
la presencia de dos o tres votantes. Queda pendiente,
por tanto, la tarea de analizar el problema cuando hay
un número mayor de individuos. Por otra parte, solo
se han analizado dos condiciones básicas de racionali-
dad colectiva: la triple-aciclicidad y la aciclicidad. En
el futuro se analizará cuándo se puede garantizar la
transitividad de las preferencias colectivas al aplicar
las mayoŕıas con umbral de apoyo.
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