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Resumen

En los problemas de inversión,  el decisor debe
seleccionar la mejor opción futura basándose en
datos históricos y bajo unas preferencias que no
son precisas, dando lugar a dos tipos de
incertidumbre. En este trabajo, haciendo uso de
la lógica fuzzy, analizamos el problema de
selección de carteras eficientes en los que la
incertidumbre aparece en el propio modelo.
Presentamos un algoritmo exacto y un procedi-
miento heurístico para resolverlo e  ilustramos
su uso con algunos ejemplos simples que
aparecen en los trabajos de Markowitz y
utilizando datos del índice bursátil IBEX35.

Palabras Clave: Problema de la cartera, lógica
fuzzy, programación fuzzy.

1 INTRODUCCIÓN

Entre todas las alternativas para invertir un determinado
capital, quizá una de las más estudiadas, y en la que más
claramente se presentan condiciones de incertidumbre es
el problema de cartera valores. Se dispone de un capital C
y se trata de elegir un cierto número de activos entre n
disponibles, que presentan un riesgo de inversión. Para
escoger de forma eficiente se puede utilizar un modelo de
programación cuadrática en el que el objetivo es
conseguir una cartera óptima, es decir la más beneficiosa
para el inversor, de manera que tenga en cuenta que se
debe invertir todo el capital y que el inversor no puede
endeudarse. Éste modelo fue introducido por Markowitz
en 1952, [10], de ahí que se le considere como el  padre
de la teoría moderna de carteras (véanse [4,12]).

Los modelos cartera, como ocurre con la mayoría de
modelos que aborda la Economía Financiera o modelos de

toma de decisiones en general, presentan una incerti-
dumbre inherente, porque se deben tomar decisiones
acerca de sucesos futuros con la única información de los
datos históricos.

La forma habitual de operar en los modelos de inversión
es hacer uso de métodos estadísticos para determinar cuál
sería la rentabilidad y el riesgo esperados de cada uno de
los activos [4,10,12]. Tras el trabajo inicial de Markowitz,
se han propuesto diversos métodos alternativos (véase
[7,8,9,13,15,16]), pero la mayoría de éstos se basan en
distribuciones de probabilidad para caracterizar el riesgo
y la rentabilidad ([6, 11, 12]). Por ejemplo, Markowitz
estima el riesgo esperado mediante la matriz de varianzas-
covarianzas de los activos y la rentabilidad de cada activo
mediante la media de sus rentabilidades históricas. Sin
embargo, esto no es así en todos los modelos que
coexisten dentro de la teoría de carteras.

Sin embargo, está claro que el problema de selección de
carteras depende de algunos parámetros para los que no
estaría justificada la asignación de distribuciones de
probabilidad,  en concreto, los que expresan las preferen-
cias del inversor. Sin duda, para este tipo de incertidum-
bre el uso de técnicas basadas en soft computing resulta
muy apropiado.

En este trabajo proponemos un tratamiento fuzzy para el
problema de la cartera, comprobamos su funcionamiento
con un algoritmo exacto basado en la resolución explícita
de las condiciones Kuhn y Tucker y proponemos una
heurística capaz de abordar instancias grandes del
problema.

2. ALGUNOS MODELOS PARA EL
PROBLEMA DE SELECCIÓN DE
CARTERAS

Para que se produzca el equilibrio entre riesgo y
rentabilidad que resulte más beneficioso para el inversor,
se parte de algunas hipótesis que son las habituales dentro
de los modelos de inversión [10, 12]:
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Hipótesis:

1) El inversor tiene un comportamiento racional, es
decir que buscará la opción más beneficiosa.

2) Las rentabilidades y el riesgo esperados pueden
ser estimados mediante el vector de medias y la
matriz de varianzas-covarianzas (respectivamen-
te) de los datos históricos.

3) Se va a invertir todo el capital disponible.

4) No es posible endeudarse para incrementar la
inversión.

Con estas hipótesis, Markowitz ([10, 11]) introdujo
dos modelos clásicos que son económicamente
equivalentes:

  

€ 

Min R = x tQx :  ri xi ≥ r0
i=1
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 (2)

En estos modelos, n es el número de activos en los que se
puede hacer la inversión, xi es la proporción que se
invierte en el i-ésimo activo de la cartera, ri es la media
(para el periodo histórico analizado) de las rentabilidades
del i-ésimo activo y Q expresa la matriz de varianzas-
covarianzas. En el modelo (1) el inversor fija una
rentabilidad mínima que está dispuesto a obtener, r0, y
selecciona la cartera que minimiza el riesgo. En el modelo
(2) la manera de plantearlo es la contraria, fijado un
riesgo máximo que se quiere asumir, R0, se trata de
encontrar la cartera que maximiza la rentabilidad.

A partir de estos modelos básicos, si queremos incluir
otras condiciones que tengan en cuenta las preferencias
del inversión o las condiciones del mercado, será
necesario introducir nuevas restricciones en (1) y (2).
Pero también podríamos modificar algunas de las
hipótesis descritas anteriormente. Por ejemplo, si se
admite el endeudamiento, la restricción 

€ 

xi ≥ 0  debería ser
eliminada.

También es razonable que el inversor decida no invertir
más de cierta proporción de su capital en determinados
activos Esto supondría añadir al modelo las siguientes
restricciones:

  

€ 

xi ≤ ui ,    1≤ i ≤ n .                            (4)

Si el inversor quiere invertir, a priori, un parte de su
capital en determinados activos, es necesario incorporar
restricciones

  

€ 

li ≤ xi ,     1≤ i ≤ n .                             (5)

Una justificación para añadir las restricciones (4), (5)
puede encontrarse, por ejemplo, en [1], [2], [3].

Pero esta no es la única razón por la que deberíamos
incorporar restricciones que fijen cotas inferiores y
superiores a la inversión en los activos.  El exceso de
diversificación puede constituir un problema para la
inversor, que no sólo debería invertir pequeñas cantidades
en muchos de los activos sino que debería tenerse en
cuenta los posteriores costes de transacción que no
aparecen en el modelo. El inversor, puede decidir que si
no invierte una proporción mínima en cierto activo,
entonces prefiere no invertir. Esto se expresa mediante
variables semi-continuas que en el modelo se escribirían
añadiendo variables binarias. El nuevo modelo de cartera,
que desde el punto de vista de la programación
matemática es muy diferente de (1), es el siguiente:

  

€ 

Min R = x tQx

s.t. ri xi ≥ r0
i=1

n
∑

xi = 1
i=1

n
∑

li yi ≤ xi ≤ yi ,   1≤ i ≤ n
yi ∈ 0,1{ }

            (6)

donde la variable binaria yi toma el valor 1 si el i-ésimo
activo aparece en la cartera y 0 si no lo hace.

Por supuesto, en lugar de presentar el modelo (6)
basándonos en (1) podríamos haber hecho lo mismo
partiendo del modelo (2).

Si nos centramos en el modelo (6), una cartera eficiente
sería la solución óptima de (6) para unos valores dados
  

€ 

r0,   li ,   ui. Es decir aquella cartera factible que hace
mínimo el riesgo. Si vamos variando el valor de r0,
obtendríamos un conjunto de carteras eficientes que se
denomina frontera eficiente. En este sentido, una
solución completa del problema sería encontrar la función
R(r) que proporciona un mínimo riesgo en función de la
rentabilidad mínima fijada por el inversor (o
equivalentemente encontrar una función r(R ) que
maximiza la rentabilidad en función del riesgo máximo).

Por último, vamos a añadir una condición que
supondremos en el trabajo. La matriz de varianzas
covarianzas podemos suponer que es semidefinida
positiva sin más que aceptar que las rentabilidades de los
activos en los que se puede invertir son linealmente
independientes.

3. MODELOS FUZZY DE SELECCIÓN DE
CARTERAS EFICIENTES

En el problema de selección de carteras hay que distinguir
dos tipos de parámetros:
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• Los que están relacionados con los datos
históricos de los activos (rentabilidad, varianzas,
covarianzas) que se tratan con técnicas estadísticas.

• Los parámetros que reflejan preferencias del
inversor: mínima rentabilidad exigida, máximo
riesgo admitido y otros criterios que aparecerán en
las restricciones del modelo

Desde luego, el tipo de incertidumbre que afecta a estos
tipos de parámetros son completamente diferentes. Para
tratar la de los primeros, en el modelo de Markowitz se
asume que el rendimiento de los activos se distribuye de
acuerdo con una distribución normal multivariante. Sin
embargo, los segundos presentan una incertidumbre no
probabilística que podríamos identificar con la vaguedad.
Por ejemplo, un inversor pide una rentabilidad de un 3%,
pero seguramente aceptaría pequeña variaciones si esto
supone disminuir sensiblemente el riesgo. Además, la
idea que persigue el inversor es mucho más próxima a la
de una solución satisfactoria que a la de una cartera
óptima. Sin duda, la teoría de conjuntos fuzzy resultará
muy útil para manejar este tipo de incertidumbre.

En un entorno fuzzy, resulta mucho más natural la manera
introducir en el modelo aquellos parámetros que
dependen del criterio del inversor (por ejemplo, se puede
encontrar un análisis fuzzy del uso de cotas superiores e
inferiores en [8, 9, 14, 15]).

Nos vamos a centrar en construir un modelo fuzzy para el
problema consistente en encontrar la cartera que
maximiza la rentabilidad para un riesgo dado, con algunas
condiciones adicionales. El caso de flexibilizar el modelo
alternativo, minimizar el riesgo para una rentabilidad
mínima dada, se construiría de manera análoga.

1. Información dada por el inversor

Para poder construir el modelo fuzzy no preguntaremos
sólo por la mínima rentabilidad que está dispuesto a
aceptar, sino que además debe proporcionarnos el nivel de
tolerancia p f que está dispuesto a admitir. En otras
palabras, debe informarnos de cuál es el valor

€ 

r − pf

por debajo del cual consideraría que la rentabilidad de la
cartera es completamente inaceptable. También deberá
informarnos sobre cuál es la mínima reducción del riesgo
que le llevaría a modificar su umbral de rentabilidad. Es
decir, debe proporcionarnos un parámetro pg que indique
la mínima reducción del riesgo que le parecería
interesante.

2. Funciones de pertenencia

Por simplicidad, vamos a trabajar con funciones de
pertenencia lineales a trozos. Así, el grado de factibilidad
de una cartera dada x (que verifica todas las restricciones
del problema) está dada por

€ 

µ ˜ C (x) = f (r),                                   (7)

donde r es la rentabilidad de la cartera x y

  

€ 

f (r) =

1 si  r ≥ r0  

1- r - r0
pf

si  r0 − pf < r < r0

0 si  r ≤ r0 − pf

 

 
  

 
 
 

                      (8)

Ahora consideramos R0 de una cartera eficiente x0 con
rentabilidad r0. Nótese que x0 es la solución óptima del
problema de la cartera crisp obtenido para el valor de
rentabilidad mínima r0. Definimos la función

  

€ 

g(R) =

0 si  R ≥ R0  
R - R0
pg

si  R0 - pg < R < R0 

1 si  R ≤ R0 - pg

 

 
  

 
 
 

                    (9)

con la cuál tenemos que el objetivo del problema de la
cartera fuzzy está determinado por

€ 

µ ˜ G (x) = g(R) ,                           (10)

donde R es el riesgo de la cartera x. Esto refleja en cuanto
mejora la cartera fuzzy a la cartera crisp x con riesgo
óptimo R0. De acuerdo con el criterio del inversor, una
cartera con un riesgo menor o igual que R0-pg satistace
completamente el objetivo del inversor, 

€ 

˜ G .

3. Grado de satisfacción global

El grado de pertenencia de una cartera al conjunto de
decisión del problema

€ 

˜ D  lo expresaremos por 

€ 

λ  y le
llamaremos grado global de satisfacción de la cartera.
Por tanto, el problema fuzzy de la cartera consiste en
encontrar una cartera que maximice 

€ 

λ . Si el valor óptimo
de 

€ 

λ  es alto, esto significa que una pequeña reducción en
la rentabilidad esperada ha supuesto una reducción
importante en el riesgo esperado.

4. ALGORITMOS PARA LA SELECCIÓN
DE CARTERAS

4.1. ALGORITMO EXACTO

El análisis de las versiones fuzzy de un problema de
optimización crisp puede proporcionar mucha
información relevante al decisor además de la solución
fuzzy. En otros trabajos anteriores de los autores se ha
comprobado claramente que esto es así sobre el problema
de p-mediana fuzzy [1, 2]. Sin embargo, para obtener
resultados similares para el problema de cartera fuzzy
tenemos que estudiarlo tan  explícitamente como sea
posible. De ahí que nos parezca útil un algoritmo exacto,
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aunque sólo pueda ser aplicado a instancias pequeñas del
problema. Para solucionar casos reales es necesario
recurrir a procedimientos heurísticos.

Hemos desarrollado un algoritmo exacto basado en la
resolución explícita de las condiciones de Kuhn y Tucker
que calcula la frontera eficiente, el mínimo y el máximo
la rentabilidad y el riesgo de carteras factibles, etc. El
método se ha implementado con el programa
Mathematica© y se ha hecho para el modelo (6) por varios
motivos: generaliza el problema Markowitz original, y,
añadir o eliminar cualquier restricción adicional (lineal)
sería sencillo. Por ejemplo, el manejo del problema de
cartera cuando se permite el endeudamiento conduce a
una simplificación fuerte del algoritmo.

Esencialmente, el algoritmo enumera todas las posibilida-
des de dividir el conjunto de variables en: las que se
anulan, las que alcanzan la cota li y las que son mayores
que li. Una vez que hemos escogido las variables nulas,
llegamos al problema no lineal (sin variables binarias)
quitando estas variables de (1). Entonces, las variables xi
para las que las cotas li son activas corresponden a las
condiciones de holgura  complementaria. Cuando se fija
una de ellas, el problema se reduce a un problema de
programación clásico sin desigualdades, para el que la
solución explícita para cada r0 es bien conocida (ver, por
ejemplo, [3]). Añadiendo las soluciones que se obtienen
con las condiciones de factibilidad primal y dual
obtenemos una parametrización R (r) de la frontera
eficiente del problema, es decir el menor riesgo posible
para una rentabilidad r, así como la cartera óptima x(r).

Partiendo de la solución óptima crisp para una
rentabilidad r0 y riesgo R0, tenemos una función creciente
f(r) y una función decreciente g(R(r)) (ver (8) y (9)) que
proporcinan respectivamente el grado de factibilidad y de
mejora del objetivo de la cartera eficiente con rentabilidad
r. Está claro que el valor máximo valor de

€ 

λ = min f (r),g(R(r){ }

se alcanza en el punto en el que ambas funciones se
cortan (ver Figura 1).

4.2. MODELOS HEURÍSTICOS

La técnica propuesta es un híbrido entre un Algoritmo
Genético y un Algoritmo de Enfriamiento Simulado que
ha sido adaptado del que los autores utilizan para el
problema de la p-mediana (véase [2]). Utilizando un
decrecimiento adaptativo del ratio de mutación mediante
Enfriamiento Simulado, se consigue maximizar la
búsqueda en el espacio de soluciones inicialmente, y
centrarla en soluciones cercanas a la actual conforme se
avanza, para que el algoritmo no tenga problemas en
converger.
La configuración del algoritmo es clásica, con una
población de 50 individuos, muestreo proporcional a la

función de fitness, selección estocástica universal, y
elitismo en el reemplazo.

La mutación utiliza Enfriamiento Simulado y, para ayudar
aún más a mantener la diversidad, se introduce el
operador de invasión, que introduce en la población actual
soluciones generadas de manera aleatoria.

Para el cruce, usamos el esquema clásico de cruce a partir
de único punto de corte. Para adaptarlo a la representación
con números reales, mantenemos una parte fija de un
padre, y la segunda parte (del segundo padre) es variable,
en el sentido de que se añade al hijo mientras se cumpla la
restricción de que la suma de sus genes es menor o igual
que la unidad.

Dadas las características particulares del problema, el
algoritmo debe funcionar de una manera muy específica.
Primero evoluciona sin tener en cuenta las restricciones
fuzzy; es decir, intenta resolver el problema de cartera
clásico. Una vez encuentra una solución factible para este
problema (riesgo menor o igual que R ), evoluciona
mejorando el coste de la solución crisp. El algoritmo no
busca soluciones fuzzy mientras que no haya soluciones
parciales que tengan un fitness mayor que cero; es decir,
mientras no encontremos al menos una solución fuzzy con
un grado de satisfacción λ > 0.

Este esquema de funcionamiento, unido a la probada
eficacia del algoritmo híbrido [2], permite obtener la
solución a ambos problemas, crisp y fuzzy, en tiempos
reducidos.

5. PRUEBAS COMPUTACIONALES

Ejemplo 1. Hemos usado cinco activos de los datos
históricos introducidos por Markowitz ([11]). En la Tabla
1 aparecen las rentabilidades de American Tobacco,
AT&T, United States Steel, General Motors y Atcheson
& Topeka & Santa Fe.

Tabla 1: Rentabilidad de cinco activos.

AmT AT&T USS GM AT&S
1937 -0,305 -0,173 -0,318 -0,477 -0,457
1938 0,513 0,098 0,285 0,714 0,107
1940 0,055 0,2 -0,047 0,165 -0,424
1941 -0,126 0,03 0,104 -0,043 -0,189
1942 -0,003 0,067 -0,039 0,476 0,865
1943 0,428 0,3 0,149 0,225 0,313
1944 0,192 0,103 0,26 0,29 0,637
1945 0,446 0,216 0,419 0,216 0,373
1946 -0,088 -0,046 -0,078 -0,272 -0,037
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Suponemos que el inversor no está interesado en invertir
menos del 10% del total del capital. Es decir o invierte al
menos un 10% o no invierte en el activo. i. e., li=0.1 para
todo i. La rentabilidad y riesgo de las carteras eficientes
para esta instancia varía entre los siguientes rangos:

  

€ 

9.27% ≤ rentabilidad ≤ 14.26%,

  

€ 

2.05% ≤ riesgo ≤ 11.38%

Asumimos que el inversor espera una rentabilidad de, al
menos, un 14.2%. La cartera óptima crisp es x1 = (0, 0, 0,
0.849, 0.151) con un riesgo de 11.27%.. Tomando esta
solución como punto de partida, estudiamos la posibilidad
de reducir la rentabilidad en, a lo sumo, un 1% (pf = 0.01),
considerando el 2% de reducción del riesgo como
completamente satisfactoria (pg = 0.02). La cartera fuzzy
óptima es x2 = (0.235, 0, 0, 0.765, 0) que proporciona una
rentabilidad del 13.9 % con un riesgo del 9.8%. Nótese
que la inversión propuesta en x2 es muy diferente de la
que se propone en x1 y habría pasado inadvertida si sólo
se hubiese resuelto el problema crisp.

Figura 1: Funciones de pertenencia para la factibilidad y mejora
del objetivo

La Figura 1 muestra las functions f(r) y g(R(r)) obtenidas
con r  = 0.139 que se corresponde con un nivel de
satisfacción global   

€ 

λ = 0.702438. En la práctica, una
reducción relativa de alrededor del 2% de la rentabilidad
proporciona una reducción relativa del 12.5% en el riesgo
crisp. Ahora debe ser el inversor quien considere si la
cartera x2 es una alternativa provechosa para él.

Es importante tener en cuenta que la mejora de la solución
fuzzy respecto de la crisp puede depender de forma muy
irregular de los niveles fijados. Veámoslo en el ejemplo
siguiente.

Ejemplo 2. Consideramos una instancia muy simple
expuesta por Markowitz [11], determinada por el vector
de rentabilidades

€ 

r1,r2,r3( ) = (0.062,0.146,0.128)

y la matriz de varianzas covarianzas

€ 

Q =

0.0146 0.0187 0.0145
0.0187 0.0854 0.0104
0.0145 0.0104 0.0289

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

Tomamos li = 0.1 para todo i, pf = 0.01 ypg = 0.02.

La Figura 2 muestra la reducción relativa de la
rentabilidad y del riesgo (ambos en porcentaje) obtenidos
con la solución fuzzy para cada nivel de rentabilidad r0.
Se ve que la mejora en la solución es mayor para valores
grandes de r0, pero no de forma monótona.

Figura 2: Reducciones del riesgo y rentabilidad en la cartera
fuzzy óptima.

Ejemplo 3. Consideramos las rentabilidades de los
miércoles (desde enero de 1998 a marzo de 2003) de 20
activos del IBEX35 Acesa(ACE), Arcelor (ACR), ACS,
Altadis (ALT), BBVA, Bankinter (BKT), Dragados
(DRC), Endesa (ELE), FCC, Iberdrola (IBE),
Metrovacesa (MVC), NH Hoteles(NHH), Banco Popular
(POP), Repsol (REP), SCH (SAN), Telefónica (TEF),
Unión Fenosa (UNF), Vallermoso (VAL), Acerinox
(ACX), Acciona (ANA)

En la Tabla 2 se muestran los resultados de la cartera
óptima crisp y fuzzy obtenida con la metaheurística.

Tabla 2. Solución de los problemas crisp y fuzzy con datos del
IBEX35.
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A pesar de que en los dos escenarios analizados,
R1=0.000494 y R2=0.000839, se consiguen grados de
satisfacción mayores que 0, en el caso R1 la mejora de la
cartera fuzzy respecto de la crisp es mucho más evidente-
Desde el punto de vista computacional, es importante
resaltar que el tiempo utilizado, en media, por la
heurística ha sido de 1.61 segundos .

5. CONCLUSIONES

Se comprueba que el tratamiento fuzzy de las preferencias
del inversor en el modelo de selección de carteras
proporciona soluciones alternativas que pueden resultar
más satisfactorias para el decisor que las proporcionadas
por los modelos crisp.

Hemos propuesto un marco de trabajo para abordar la
selección de carteras eficientes con metodología fuzzy.
Consiste en aceptar carteras parcialmente factibles (en las
que no se verifica alguna condición dada por el inversor)
si esto supone una mejora considerable de la rentabilidad
o del riesgo. Para resolver el problema presentamos una
algoritmo exacto, basado en las condiciones de Kuhn y
Tucker, y un método heurístico.

El algoritmo exacto se utiliza para resolver problemas
pequeños y para obtener información de las soluciones
que puede resultar muy interesante para abordar, en
trabajos futuros, un análisis de sensibilidad de la frontera
eficiente y de las tolerancias fijadas por el inversor pf y pg.
Por otro lado, las técnicas heurísticas permiten trabajar
con instancias grandes del problema .
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