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T 6.1 Lenguajes reconocibles y
Tema 6. Decidibilidad decidibles

* Se dice que una maquina de Turing M acepta una cadena de entrada
w si es capaz de procesar la cadena y alcanzar un estado de parada,

generando como salida la aceptacion de la cadena.

* Se dice que una maquina de Turing M rechaza una cadena de entrada
w si es capaz de procesar la cadena y alcanzar un estado de parada,

generando como salida el rechazo de la cadena.

* Dada una mdquina de Turing M y una entrada w, la salida generada
por la maquina puede ser aceptar, rechazar o no parar, es decir,

quedar en un buble infinito (accept, reject, loop).
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Tema 6. Decidibilidad 6.1 Lenguajes reconocibles y
decidibles

* Se define como lenguaje reconocido por la maquina de Turing M,

L(M), como el conjunto de cadenas aceptadas por la maquina.

* Se dice que un lenguaje L es reconocible si existe una maquina de

Turing que puede reconocerlo.

* Siw € L, entonces la maquina de Turing debe aceptarla, pero si w ¢ L

la maquina de Turing puede rechazarla o no parar.

 Los lenguajes reconocibles-Turing se denominan también lenguajes

recursivamente enumerables.
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Tema 6. Decidibilidad 6.1 Lenguajes reconocibles y
decidibles

* Se dice que un lenguaje L es decidible si existe una maquina de Turing
que puede decidirlo, es decir, que ante cualquier entrada la maquina

debe alcanzar la parada y decidir si la cadena se acepta o rechaza.

* Siw € L, entonces la maquina de Turing debe aceptarla. Si w ¢ L la
maquina de Turing debe rechazarla. En ningiin caso puede quedar la

maquina en un bucle infinito.

e Los lenguajes decidibles-Turing se denominan también lenguajes

recursivos.

 Todo lenguaje decidible-Turing es reconocible-Turing.
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R 6.2 Problemas decidibles sobre
Tema 6. Decidibilidad (emeies el

e Un lenguaje regular es un lenguaje que puede ser reconocido por

medio de un Autdomata Finito.

 Un Automata Finito Determinista puede ser codificado de una forma
parecida a la codificacion de una maquina de Turing determinista. En
un AFD las transiciones solo tienen en cuenta el estado final (no hay

que codificar la accion de escribir o moverse a izquierda o derecha).

e El comportamiento de un AFD consiste en partir del estado inicial y
realizar las transiciones asociadas a cada simbolo de la cadena de
entrada. Si al llegar al final de la entrada el automata se encuentra en

un estado final la cadena se acepta. En caso contrario se rechaza.
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R 6.2 Problemas decidibles sobre
Tema 6. Decidibilidad (emeies el

* Sea App, el lenguaje formado por las cadenas <B,w> tales que B es la

codificacion de un DFA y w es una cadena aceptada por dicho DFA.
e TEOREMA: El lenguaje Apg, es decidible

 Demostracion: Se puede desarrollar una mdquina de Turing que
simule el comportamiento del automata B sobre la entrada w. Si la
simulacion termina en un estado final la cadena se acepta; si no la
cadena se rechaza. Como el tamano de la entrada w es finito, la
simulacion siempre alcanzara el final de la entrada y podra tomar la

decision correspondiente.
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Tema 6. Decidibilidad 6.2 Pri)blema.s decidibles sobre
enguajes regulares

* Sea Appy €l lenguaje formado por las cadenas <B,w> tales que B es la
codificacion de un autdmata finito no determinista NFA y w es una

cadena aceptada por dicho NFA.
e TEOREMA: El lenguaje Aypa s decidible

 Demostracion: Se puede desarrollar una maquina de Turing que cree
el automata finito determista C equivalente al automata finito no

determinista B y simule la cadena w sobre el automata C.
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Tema 6. Decidibilidad 6.2 Pri)blema.s decidibles sobre
enguajes regulares

* Sea Agpy €l lenguaje formado por las cadenas <R,w> tales que R es la
codificacion de una expresion regular y w es una cadena aceptada por

dicho expresion.
e TEOREMA: El lenguaje Ay es decidible

 Demostracion: Se puede desarrollar una mdquina de Turing que
transforme la expresion regular R en un autdmata finito no

determinista N y simular N sobre la entrada w.
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Tema 6. Decidibilidad

6.2 Problemas decidibles sobre
lenguajes regulares

Sea Epp, el lenguaje formado por las cadenas <A> tales que A es la

codificacion de un automata finito determinista que no reconoce

ninguna entrada, es decir, cuyo lenguaje es el lenguaje vacio:

L(A)=0

TEOREMA: El lenguaje E, es decidible

Demostracion: Se puede desarrollar una maquina de Turing que

desarrolle el siguiente algoritmo:

1.
2.
3.

4.

Nota: La lista L2 contiene los estados alcanzables desde el estado inicial

Crear una lista de estados marcados L1 y una lista de estados estudiados L2.
Incluir el estado inicial en L1.

Mientras L1 no esté vacia, desplazar un estado E hasta L2 y estudiar sus transiciones

incluyendo en la lista L1 cualquier estado destino que no estuviera ya en L2 ni en L1.

Si L2 no contiene ningun estado final, aceptar; en otro caso, rechazar.
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Tema 6. Decidibilidad 6.2 Pri)blema.s decidibles sobre
enguajes regulares

* Sea EQpp, el lenguaje formado por las cadenas <A,B> tales que A y B
son codificaciones de automatas finitos deterministas que reconocen

el mismo lenguaje:
L(A) = L(B)
e TEOREMA: El lenguaje EQpg, es decidible

* Demostracion: Se puede construir un nuevo automata C que acepte
solo las cadenas aceptadas por A o B pero no por ambos autématas. C
se conoce como la diferencia simétrica. Si C reconoce el lenguaje vacio

(C € Eppp), entonces aceptar; en otro caso rechazar.

* Nota: C se puede construir creando un estado de C por cada par (a,b)
de estados de A y B. Los estados finales de C son los que tienen un

estado final de A o B (pero no los dos). @
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C qe1 1 6.3 Problemas decidibles sobre
lema6Decidibilidad gramaticas libres de contexto

* Sea Ay el lenguaje formado por las cadenas <G,w> tales que G es la
codificacion de una gramatica libre de contexto (CFG) y w es una

cadena generada por dicha gramatica.
e TEOREMA: El lenguaje A es decidible

* Demostracion: Toda CFG puede expresarse en Forma Normal de
Chomsky. Para derivar una cadena w de longitud n a partir de una
gramatica en Forma Normal de Chomsky son necesarios 2n-1 pasos.
Dada una gramatica G se puede construir una maquina de Turing que
genera la gramatica equivalente en Forma Normal de Chomsky y, a
continuacion, genere todas las derivaciones posibles con 2n-1 pasos.
Si alguna de estas derivaciones es w entonces se acepta; en caso

contrario se rechaza.
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6.3 Problemas decidibles sobre
gramaticas libres de contexto

Tema 6. Decidibilidad

* Sea Eqpg el lenguaje formado por las cadenas <G> tales que G es la
codificacion de una gramatica libre de contexto (CFG) que solo

reconoce el lenguaje vacio:
LG)=0
e TEOREMA: El lenguaje E -y es decidible

* Demostracion: Para que una gramatica reconozca el lenguaje vacio es
necesario que a partir del simbolo inicial no sea posible derivar

ninguna cadena de simbolos terminales (una sentencia):

1. Marcar todos los simbolos terminales

2. Si un simbolo no terminal A no esta marcado y tiene una regla en la que todos los

simbolos de la derecha estén marcados, marcar A.
3. Repetir el paso 2 hasta que no se marque ningtn nuevo simbolo:

4. Siel simbolo inicial no esta marcado, aceptar; si no rechazar. @

Modelos Avanzados de Computacion



C qe1 1 6.3 Problemas decidibles sobre
lema6Decidibilidad gramaticas libres de contexto

e TEOREMA: Todo lenguaje libre de contexto es decidible

* Demostracion: Sea L un lenguaje libre de contexto. Esto quiere decir
que existe una gramatica libre de contexto, G, que reconoce dicho
lenguaje. Dada una entrada w, se puede ejecutar la maquina de
Turing descrita para el lenguaje A g sobre la entrada <G,w>. Si la
maquina acepta <G,w> entonces se acepta; en caso contrario se

rechaza.
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Tema 6. Decidibilidad 6.4 El problema de la parada

Sea Aty el lenguaje formado por las cadenas <M, w> tales que M es la
codificacion de una maquina de Turing y w es una cadena aceptada

en dicha maquina.
TEOREMA: El lenguaje Ar), es indecidible

Demostracion (por contradiccion): Supongamos que Ary, es decidible.
En tal caso, debe existir una maquina de Turing, H, que decida el

lenguaje, es decir:

aceptar  si M acepta w

H(<M,w>)= _
rechazar siM no acepta w
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Tema 6. Decidibilidad 6.4 El problema de la parada

e TEOREMA: El lenguaje Ay, es indecidible
e Demostracion (sigue):
A partir de la maquina H podemos definir una maquina D tal que

D(M) consiste en ejecutar H(<M,M>) y devolver lo contrario, es decir:

aceptar siHrechaza<M,M > aceptar si M no acepta M
D<M >)= =

rechazar siH acepta<M,M > rechazar siM acepta M

e Siejecutamos D sobre la codificacion de D

aceptar si D noacepta D
rechazar siDacepta D

D(<D>)={
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Tema 6. Decidibilidad 6.4 El problema de la parada

e Siejecutamos D sobre la codificacion de D

aceptar si Dnoacepta D
rechazar si Dacepta D

D(<D>):{

e Hemos encontrado una contradiccion. Esto quiere decir que es
imposible construir D. Pero esto implica que es imposible construir H,

lo que significa que Ay, es indecidible.

* Nota: Apy, es reconocible porque podemos construir una maquina de

Turing que lo acepta (la maquina de Turing universal).

( )
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Tema 6. Decidibilidad 6.5 Un lenguaje no reconocible

e Dado un lenguaje L definido sobre un alfabeto X, se define el
complemento de L como el lenguaje formado por las cadenas de X que

no pertenecen a L.

* Decimos que un lenguaje L es co-reconocible-Turing si es el

complemento de un lenguaje reconocible-Turing.
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Tema 6. Decidibilidad 6.5 Un lenguaje no reconocible

TEOREMA: Un lenguaje L es decidible si y solo si es reconocible y

co-reconocible.

e Demostracion (- ):
— Si L es decidible, entonces existe una maquina de Turing tal que

aceptar siwel
rechazar siwegL

|\/|(W)={

— DPor tanto, podemos crear una nueva maquina que reconozca el lenguaje
complementario
aceptar si M rechaza w
N (w) =

rechazar si M aceptaw
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Tema 6. Decidibilidad 6.5 Un lenguaje no reconocible

TEOREMA: Un lenguaje L es decidible si y solo si es reconocible y

co-reconocible.
e Demostracion (< ):
— Si L es reconocible y co-reconocible, entonces existen dos maquinas de Turing tal que

M. () = aceptar siwel
"7 lno—parar siwgL

aceptar siwglL
no— parar siwel

Mz(W):{

— Podemos ejecutar las dos maquinas en paralelo por medio de una maquina con dos
cintas en la que en cada paso se ejecute un paso de cada maquina. Si M1 acepta la

entrada, entonces hay que aceptar. Si M2 acepta la entrada, entonces hay que

rechazar.
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Tema 6. Decidibilidad 6.5 Un lenguaje no reconocible

e COROLARIO: El complemento de Ay, es no reconocible.

* Apyesreconocible. Si su complemento también lo fuera, entonces Ary, seria decidible.
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Tema 6. Decidibilidad 6.6 Problemas no decidibles

e Sea HALTyy el lenguaje formado por las cadenas <M, w> tales que M
es la codificacion de una maquina de Turing y w es una cadena que

hace que dicha maquina termine (ya sea aceptando o rechazando).
e TEOREMA: El lenguaje HALT ), es indecidible

* Demostracion: (por reduccidon): Supongamos que HALTy,, es
decidible. En tal caso, debe existir una maquina de Turing, R, que

decida el lenguaje, es decir:

aceptar  si M para ante w

R(<M,w>)= :
rechazar si M no para ante w
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Tema 6. Decidibilidad 6.6 Problemas no decidibles

TEOREMA: El lenguaje HALT ), es indecidible

e Demostracion (sigue):

— A partir de R podemos construir una maquina, S, que resuelve el problema Ar; .

Puesto que es Ay, indecidible, S no puede existir. Por tanto R no puede existir.

— Descripcidén de S (<M,w>):

1.
2.
3.

Ejecutar R(<M,w>).
Si R rechaza (es decir, M no para ante w), rechazar.

Si R acepta (es decir, M para ante w), simular M sobre w con una Mdaquina de

Turing Universal.

Si M acepta, aceptar; si M rechaza, rechazar.
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Tema 6. Decidibilidad 6.6 Problemas no decidibles

 Sea Eq el lenguaje formado por las cadenas <M> tales que M es la
codificacion de una maquina de Turing que no reconoce ninguna

entrada, es decir, cuyo lenguaje es el lenguaje vacio:
LM)=®
e TEOREMA: El lenguaje E,, es indecidible

* Demostracion (por reduccion):

— Dada una maquina M y una cadena w podemos construir una maquina M, definida

como

SIX#W rechazar
six=w ejecutar M (w) y aceptar si M acepta

M1(X):{
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Tema 6. Decidibilidad 6.6 Problemas no decidibles

e TEOREMA: El lenguaje E,, es indecidible

* Demostracion (por reduccion):

— Si Epy es decidible, existe una maquina R que lo decide. A partir de R y de M,
podriamos construir una maquina S de la siguiente forma:
— Descripcién de S (<M,w>):
1. Construir M, a partir de M y w.
2. Aplicar R sobre M,.
3. SiR acepta, aceptar; si R rechaza, rechazar.

— Lamaquina S resuelve el problema Ar,;, que es indecidible. Por tanto, si S no puede

existir , R tampoco.
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Tema 6. Decidibilidad 6.6 Problemas no decidibles

* Sea EQqy, el lenguaje formado por las cadenas <M;,M,> tales que M, y
M, son codificaciones de maquinas de Turing que reconocen el

mismo lenguaje, es decir:
L(M;) = L(M,)
e TEOREMA: El lenguaje EQ,, es indecidible

* Demostracion (por reduccion):

— Es facil crear una maquina M,; que rechace todas las entradas. Si existe la maquina R
que reconozca el lenguaje EQry;, entonces podemos construir S tal que

aceptar siR(<xM,M, >)acepta
rechazar siR(<M,M, >)rechaza

S(<M >):{

— La maquina S no puede existir ya que resolveria el problema Epy; . Por tanto R

tampoco puede existir.
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Tema 6. Decidibilidad 6.6 Problemas no decidibles

e Autdmata Linealmente Acotado (linear bounded automaton — LBA)

— Un Automata Linealmente Acotado es una Maquina de Turing que trabaja sobre una

cantidad de memoria limitada al tamarno de la entrada que debe estudiar.

— Utilizando un alfabeto de escritura en la cinta que sea mayor que el alfabeto de

entrada se puede simular una cinta de un tamano n veces mayor.

— DPor tanto, un LBA es una Maquina de Turing con una cantidad de memoria que

depende linealmente del tamano de entrada.

control
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Tema 6. Decidibilidad 6.6 Problemas no decidibles

e Autdmata Linealmente Acotado (linear bounded automaton — LBA)

— A pesar de la restriccion, los LBA son bastante potentes. De hecho, los lenguajes

regulares y los lenguajes libres de contexto pueden ser decididos mediante LBAs.

e Configuraciones

— Las configuraciones son una forma de representar el estado instantaneo de una

Maquina de Turing o de un Autémata Linealmente Acotado.

[x1 2 ... p ;... X))

e Numero de configuraciones diferentes en un LBA

— Dado un LBA con g estados, un alfabeto de cinta de g simbolos y una cadena de

entrada de longitud 7, el namero de configuraciones diferentes es

q-n-g"
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Tema 6. Decidibilidad 6.6 Problemas no decidibles

* Sea A;p, el lenguaje formado por las cadenas <B,w> tales que B es la codificacion de un

Automata Linealmente Acotado y w es una cadena aceptada por dicho autémata.

e TEOREMA: El lenguaje A; 5, es decidible

— Podemos construir una Maquina de Turing que simule el funcionamiento del
Automata Linealmente Acotado sobre la entrada w. El resultado de la simulaciéon

sera que el automata acepta la cadena, la rechaza o no para (accept, reject, loop).

— La Uinica forma de que el Automata Linealmente Acotado no pare es que entre en un
bucle en el que se repita una configuracion. Como el nimero de configuraciones
distintas es finito (C = q - n - g"), si el numero de pasos simulados es mayor que C,
entonces es seguro que el LBA esta repitiendo configuraciones y, por tanto, se

encuentra en un bucle infinito.

— Es posible construir una Maquina de Turing que simule C pasos del Autdmata
Linealmente Acotado. Si en esos C pasos el autdomata acepta o rechaza la cadena, la
Maquina de Turing también la acepta o rechaza. Si se alcanzan los C pasos, la

Maquina de Turing rechaza la cadena.

Modelos Avanzados de Computacion



Tema 6. Decidibilidad 6.6 Problemas no decidibles

* Sea E g, el lenguaje formado por las cadenas <B> tales que B es la codificacién de un
Automata Linealmente Acotado que no reconoce ninguna entrada, es decir, cuyo lenguaje

es el lenguaje vacio (L(B) = Q)
e TEOREMA: El lenguaje E,; 3, es indecidible

* Demostracion (por reduccion a Aqy,)

— Dada una Maquina de Turing, M, y una entrada w, se puede construir un Autémata
Linealmente Acotado, B, cuya entrada sea una lista de configuraciones de M sobre w
y cuyo funcionamiento consiste en verificar que la lista de configuraciones

corresponde a una secuencia de configuraciones de M que conduzca a la aceptacion

B

el a1 ]
Gi ‘ Ci+1

de w.
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Tema 6. Decidibilidad 6.6 Problemas no decidibles

TEOREMA: El lenguaje E; 3, es indecidible (sigue)

— El Autdmata Linealmente Acotado debe verificar:

a) Que la primera configuracion corresponde a la configuracion inicial de M sobre
w, [qO Wy Wy ... Wy [3]

b) Que la ultima configuracion corresponde a aceptar, [h31 {].
c) Que cada configuracion corresponde a una transicion correcta de M.

— Todas estas instrucciones pueden realizarse mediante marcas y procesos de zig-zag
en la cinta, pero no requieren consumir mas espacio en la cinta de entrada. Por

tanto, se pueden realizar mediante un Autémata Acotado Linealmente.

— Si el problema E;3, tiene solucion, existe una Maquina de Turing, R, que puede
comprobar que B reconoce el lenguaje vacio. Es decir, que no existe ninguna lista de
configuraciones que permita a M reconocer w. Es decir, permite detectar que una
Maquina de Turing, M, no va a detenerse al intentar reconocer w. Por tanto, si R

existiera podriamos resolver el problema de la parada. Luego R no existe.
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Tema 6. Decidibilidad 6.6 Problemas no decidibles

* Problema de correspondencia de Post

— Dado un alfabeto, ¥, definimos una “pieza de domino” como una pareja formada

por dos cadenas del alfabeto

a
ab
— Dada coleccion de piezas,
a b ca abc
ab ca a C

— el problema de correspondencia consiste en encontrar una secuencia de piezas (se

pueden repetir) que construya la misma cadena en la parte superior e inferior.

a b ca a abc

ab il a ab C
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Tema 6. Decidibilidad 6.6 Problemas no decidibles

* Problema de correspondencia de Post

— El Problema de Correspondencia de Post, PCP, consiste en aceptar las colecciones de
piezas que permitan construir una secuencia repetida y rechazar las colecciones que

no lo permitan.

TEOREMA: El problema PCP es indecidible

— La demostracion consiste en construir una coleccion de piezas que permita generar la
secuencia de configuraciones de una Maquina de Turing, M, reconociendo una

cadena w.
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Tema 6. Decidibilidad

6.6 Problemas no decidibles

e TEOREMA: El problema PCP es indecidible

Primera pieza:

#
#qow,w, ... w,#
Por cada transicion d(p,a) = (q, R) anadir pa
aq
Por cada transicion d(p,a) = (q, b) anadir pa
qb
Por cada transicion d(p,a) = (q, L) anadir bpa cpa
gba| |qca
Para cada simbolo a anadir 2 Qaccept aceept
qaccept qaccept
Ultima pieza Qaccept # #
#
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Tema 6. Decidibilidad 6.6 Problemas no decidibles

e TEOREMA: El problema PCP es indecidible

— Encontrar una secuencia repetida con estas piezas equivale a encontrar una
secuencia de configuraciones de la Maquina de Turing, M, que reconozca la cadena

W.

— Si existiera una solucion para el Problema de Correspondencia de Post, podriamos
saber si una Maquina de Turing, M, acepta la cadena w (si la coleccion de piezas
puede producir una cadena repetida) o no la acepta (si la coleccion de piezas no
puede producir una cadena repetida). Es decir, si existiera una soluciéon podriamos

resolver el problema Ay, que sabemos que es indecidible.
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Tema 6. Decidibilidad 6.6 Problemas no decidibles

e Definicion de reduccion

— Una funcion f: X*-X%, se dice que es computable si existe una Maquina de Turing

que para cualquier entrada weX* alcance la parada y genere como salida f(w).

— Un lenguaje A es reducible por mapeo a un lenguaje B, ( A <, B), si existe una funcion

computable f tal que
weAe flw)eB
— La funcion f se denomina reduccion de A a B
— TEOREMA:Si A<, By B es decidible entonces A es decidible.
— TEOREMA:Si A<, By A es indecidible entonces B es indecidible.
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