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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

* La teoria clasica de la Computabilidad se define como el estudio de
modelos que desarrollan el calculo de funciones sobre el conjunto de

los nimeros naturales. (f: N — N)

e Los modelos que hemos estudiado hasta ahora se basan en el
concepto de Maquina de Estado y de cinta de almacenamiento:

— Los Automatas Finitos son maquinas de estado que tienen un numero

finito de configuraciones.

— Los Automatas de Pila tienen un ntimero infinito de configuraciones, pero
su capacidad de memoria esta limitada por las caracteristicas de la pila (al

“usar” la informacion de la cima de la pila, esta informacion se destruye).

— Las Maquinas de Turing tienen un namero infinito de configuraciones y la

capacidad de acceder a cualquier informacion almacenada en la cinta.
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

e Los primeros modelos de computacion que se plantearon se
apoyaban en la definicion formal de N, basada en los Axiomas de

Peano.

* Los Axiomas de Peano definen los niimeros naturales a partir de dos
ideas basicas: el numero 0 y la funcién Sucesor(n). Los axiomas
definen las propiedades logicas que deben cumplir estos dos

conceptos para generar el conjunto de nimeros naturales.

e Cualquier teoria logica que incluya estos axiomas es una

representacion de los nimeros naturales.

Modelos Avanzados de Computacion



Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

e Todos los niimeros naturales son o el 0 o el sucesor de otro niimero

natural.
Xx=0

VXEN{ _
x=3Sig(y)|yeN

e A partir de los axiomas de Peano podemos definir facilmente el

concepto de funcién Suma:

Suma:NxN —> N
Suma(0,b) =b
Suma(S(a),b) = S(Suma(a,b))

* A partir de esta definicion se pueden demostrar las propiedades de la

suma como la conmutatividad o la asociatividad.
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

e La definicion anterior de la suma es un ejemplo intuitivo de la nocién
de recursion. La suma se define mediante un caso base, Suma(0,a), y
un caso general que se construye mediante la aplicacion de la funcion

a valores menores.
e La definicion también hace uso de la composicién de funciones.

e [Estas ideas llevaron en el comienzo del siglo XX al desarrollo de un
modelo de computacion basado en la construccion de funciones a
partir de funciones basicas (primitivas) y operaciones de composicion

y recursion.

e Los autores fundamentales formaban parte de la “escuela de

Gottingen”, el grupo de matematicos liderados por David Hilbert.
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

e Funciones basicas

— Funcion cero:
Z,(ny, ny, ..., n)=0
— Funcion sucesor:
S(n) =n+l
— Funcion proyeccion:

Uk(ny, ny, ..., m) =mn;
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

e Composicion de funciones:

Dadas f, una funcién de aridad k, y gy,...,§, funciones de aridad n, se define la

composicion de f con g,...,g;, como la funcion

C(f, 818k ) = (X1 X)) = Q1 (X 1y X))y wves Qi(X1yeenr X))
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

e Recursion:

Dadas f, una funcion de aridad k, y g, una funcion de aridad k+2, se define la

recursion de fy g, R(f,g), como la funcion h de aridad k+1 dada por

h(0,x1,...,%;) = f(x1,, %)

h(S(n), x1,...x) = g(h(n, x1,...,x1), 1, Xq,...,X;)
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

Ejemplos:

e Suma(a,b)
Se puede definir mediante recursion: (0+b) =b; (a+1)+b = (a+b)+1;
SUmMa(0,b) =fb) =b cceovvniniiiiiiiiiiiiii f=U1
Suma( S(a),b) = g( Suma(a,b),a,b) =S( Suma(ab) ) ...... g=C(S, UpP)

Suma(a,b) = R(U,}, C(S, U;%))
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

Ejemplos:

e Producto(a,b)
Se puede definir mediante recursion: (0*b) = 0; (a+1)*b = (a*b)+b;
Prod(0,b) =f(b) =0 c.ovvniniiiiiiiii, f=2,
Prod( S(a),b) = g( Prod(a,b),a,b)
= Suma(Prod(a,b),b) ...... ¢ = Suma(U;3, Uy?)

Prod(a,b) = R(Z,, C(Suma, U3, U5%))

Modelos Avanzados de Computacion



Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

Ejemplos:

e Potencia(a,b) = b”
Se puede definir mediante recursion: (b?) = 1; ba*! = (b3)*b;
Potencia(0,b) =f(b) =1 ....ooiiiiiii f=S(2,)
Potencia( S(a),b) = g( Potencia(a,b),a,b)
= Prod(Potencia(a,b),b) ...... g = Prod(U,3, U3?)

Potencia(a,b) = R( C(S, Z,), C( Prod, U3, U;%) )
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

Ejemplos:

e Decremento acotado: Dec(a) = a-1, con Dec(0) =0
Se puede definir mediante recursion:
Dec(0)=f()=0 ccovviriiiiiii f=7Z,
Dec(S(a) )=g(Dec(a),a)=a ..cccoevvrenenen. ¢ =1U,?

Dec(a) = R( Z,, U,?)
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

Ejemplos:

e Resta acotada: Resta(a,b) = b-a, con Resta(a,b) = 0 si a>b.
Se puede definir mediante recursion:
Resta(0,b) =f(b)=b ...cccceiiiiiiiiie, f=U!
Resta( S(a), b ) = g( Resta(a,b), a,b )
= Dec( Resta(a,b) ) .....oceennenenn. g =Dec(U,;?)

Resta(a) = R( U,!, C(Dec, U?))
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

Ejemplos:

e Diferencia absoluta, la-b/|

Se puede definir mediante sustitucion:

la-bl = (a-b) + (b-a) =Resta(a,b) + Resta(b,a)

DiferenciaAbsoluta(a,b) = C(Suma, Resta, C(Resta, U2, U;?))
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

Ejemplos:

e Factorial, a!
Se puede definir mediante recursion:
Factorial(0)=f() =1 .....ccccoiiiiiii f=S(Z)
Factorial( S(a) ) = g( Factorial(a), a)
= (at+1)*Factorial(a) ............... g = Prod( U;? S(U,?))

Factorial(a) = R( C(S,Z,), C(Prod, U2, C(S,U,?)))
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

Ejemplos:

e Minimo, min(a,b)
Se puede definir mediante sustitucion:

min(a,b) = b — (b-a)

Minimo(a,b) = C(Resta, U,?, Resta )
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

Ejemplos:

e Maximo, max(a,b)
Se puede definir mediante sustitucion:

max(a,b) = a+(b-a)

Maximo(a,b) = C(Suma, U,? Resta)

Modelos Avanzados de Computacion



Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

Ejemplos:

e Signo(a): Signo(0) =0, Signo(a) =1
Se puede definir mediante recursion:

Signo(0) =f() =0 .ccooviriiiiiiiii f=2,
Signo( S(a) ) = g( Signo(a), a)=1=5(2,)

Signo(a) = R(Z,, C(5,Z,) )
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

Ejemplos:

¢ Signolnverso(a): Signolnverso(0) = 1, Signolnverso(a) =0
Se puede definir mediante recursion:

Signolnverso(0)=f()=1 .........cccoceiiini, f=5(Z,)

Signolnverso(a) = R(C( S, Z,), Z, )
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

Ejemplos (Cutlan, pagina 36):

e If(a, b, c) =5i a es cierto devuelve b, si no devuelve c

e And(a,b)
e Or(a,b)
e Not(a)
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Tema 7: Funciones recursivas 7.1 Funciones recursivas primitivas

Ejemplos (Cutlan, pagina 36):

e Cociente, a/b

Resto, a%b

e Divisible, divisible(a,b) =1 si resto(a,b) =0

e Sumatorio acotado
e Producto acotado

* Operador de minimizacion acotado

e Numero de divisores

e EsPrimo
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7.2 Limitaciones de las funciones
recursivas primitivas

Tema 7: Funciones recursivas

e Las funciones que pueden computarse a partir de las funciones
recursivas basicas y las operaciones de composicion y recursion
forman un conjunto cerrado denominado funciones recursivas
primitivas.

e Existen funciones computables que no son primitivas recursivas, por

ejemplo la funcién de Ackermann:

A(O,n)=n+1
A(m,0)=A(m-1,1)
A(m,n)=A(m-1, A(m, n-1))
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Tema 7: Funciones recursivas

7.2 Limitaciones de las funciones
recursivas primitivas

Funcion de Ackermann:

AO,n)=n+1

A(m,0)= A(m-1,1)

A(m,n)=A(m-1, A(m, n-1))

Numeros de A(m,n)
mn 0 1 2 3 4 n

0 1 2 3 4 5 n+1
1 |2 3 4 5 6 n+2
2 |3 5 7 9 1 2n+3
3 |5 13 29 61 125 g8.-2" —3
4 13 65533 205536 _ 3 2. 1019728 | A(32555%6.3) A(3AM.3))| 27 _ 3 (n + 3 términos)
5 | 65533  A(4,65533)  A(4.A(5.1)) A4A(5.2) |AMAB3)
B |A(5.1) | ABB.A(5.1)) | A(5.AB,1)) A(5.A(6,2)) | A5.A®B.3))

— NOTA: A(4, 2) es mayor que el numero de particulas que forman el universo elevado

a la potencia 200

— NOTA: A(5, 2) no se puede escribir dado que no cabria en el Universo fisico. @
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Tema 7: Funciones recursivas

7.2 Limitaciones de las funciones
recursivas primitivas

e Historia:

En 1928, Wilhelm Ackermann considerd una funcion doblemente recursiva A(m, n,
p) de tres variables: m — n — p en la notacién de Conway. Ackermann demostrd
que se trata de una funcién recursiva que no es primitiva recursiva. Esa definicion
fue simplificada por Rdézsa Péter y Raphael Robinson a la version de dos variables.
Rozsa Peter también demostré que la doble recursion no se puede reducir a
recursion primitiva (y que de igual forma la triple recursidon no se puede reducir a

recursion primitiva y doble recursion, etc).
Sin embargo, la primera funcion doblemente recursiva que no es recursiva primitiva
fue descubierta por Gabriel Sudan en 1927:

Fo(x, y)=x+y,

F . 1(x,0)=x, n20

Foor (X, y+1)=F, (Fy,1(x,y),Fouy(x,y)+y+1), n20.

Tanto Sudan como Ackermann eran alumnos de David Hilbert.
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7.2 Limitaciones de las funciones
recursivas primitivas

Tema 7: Funciones recursivas

e Teorema:

— La funcién de Ackermann no es primitiva recursiva
Demostracion

— Se basa en un teorema conocido como “lema de mayoracién” que indica que toda
funcién primitiva recursiva estda mayorada (acotada superiormente) por una funcién

de Ackermann. Es decir,
Si g(x)e FRP, existe k tal que g(x) < A(k,x) para todo x

— Consideremos la funcion ACK(x) como A(x,x). Si ACK es primitiva recursiva,

entonces ACK+1 también debe serlo y, por tanto,
existe un k tal que ACK(x)+1 < A(k,x) para todo x
— Pero entonces, para x=k se obtiene que
A(k,k)+1 < A(k,k)

— lo que es imposible. Luego ACK no puede ser recursiva primitiva.

Modelos Avanzados de Computacion



Tema 7: Funciones recursivas Indice

7.1 Funciones recursivas primitivas

7.2 Limitaciones de las funciones primitivas recursivas
7.3 Funciones recursivas parciales

7.4 Codificacion de funciones

7.5 Funciones universales

7.6 Decidibilidad e indecidibilidad

7.7 Equivalencia con las Maquinas de Turing

Modelos Avanzados de Computacion



Tema 7: Funciones recursivas 7.3 Funciones recursivas parciales

* La demostracion de las limitaciones de las funciones primitivas recursivas
llevo a varios autores a buscar una nueva operacion que permitiera computar
recursiones de orden superior (Godel, Herbrand y Kleene) lo que condujo a la

definicion del operador de minimizacion.

* Si f(x,z4,2y,...,.2,) €s una funcion parcial sobre los naturales con n+1 argumentos
X, Z1,..4,2, la funcion px f es la funcion parcial con argumentos z;,...,z, que
retorna el mas pequeno x tal que f(0,z1,2y,...,.2,), f(1,z1,20,--,2,), o (X,20,20,-12;,)
estan todas definidas y f(x,z4,z,,...,2,) = 0, si un tal x existe; en caso contrario, px

fno esta definida para los valores particulares de los argumentos z;,...,z,.
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Tema 7: Funciones recursivas 7.3 Funciones recursivas parciales

e El operador de minimizacion puede producir funciones parciales, ya que

puede que no exista ningin valor de x que cumpla que f(x,z;,z,,...,z,) = 0.

* Las funciones que pueden computarse a partir de las funciones recursivas
basicas y las operaciones de composicion, recursion y minimizacion forman un

conjunto cerrado denominado funciones recursivas parciales.

e Las funciones recursivas parciales tienen la misma capacidad de computo que

las Maquinas de Turing.
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Tema 7: Funciones recursivas 7.4 Codificacion de funciones

* Dada una funcion recursiva, f, es posible calcular un nimero que la codifique

(lo que se conoce como niamero de Godel).

* Paraun par de numeros (m,n) se puede definir una codificaciéon como
niimn) =2"2n+1) -1
e Lainversa de esta codificacion se puede calcular como

Tl (x) = (1y(x), T,(x) )

1,(x) = nimero de veces que (x+1) es divisible entre 2.

M) = (((x+1)/27® ) -1) /2
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Tema 7: Funciones recursivas 7.4 Codificacion de funciones

* Una tripleta de nameros (m, n, q) puede codificarse como

¢ (m, n, q)=n(r(mn),q)

* Lainversa de esta codificacion se puede calcular como

£ = (ry (u(x) ), (1 (x) ), T(x) )

® Una lista de numeros (4, ..., 4;) puede codificarse como

T(al ak) = Dal 4 Dal+a2+1 4 Dal+a2+a3+2 4 + Dal+a2+.. +ak+k-1 _]
J 7 oo

e Para calcular la inversa se calcula la expresion binaria
X+1 =201+ 2024203+ 20k

y se obtiene a; en funcion de b;
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Tema 7: Funciones recursivas 7.4 Codificacion de funciones

e Para codificar las funciones recursivas hay que definir codificaciones para las

funciones basicas y los operadores:

— Caodificacion( Zy (n4, ..., 1) )=6*k

— Caodificacion (S(n) ) =1

— Codificacion (UK (ny, ..., 1) ) =6 * 1t(i,k) +2

— Codificacion (C(f, g1,--,8c) ) =6 * 7(f, 1,8 ) +3
— Codificacion (R(f,g) ) =6 * n(f,g) +4

— Codificacion (px (f(x,z1,2y,..,2,) ) =6 * f+5

e Ejemplo: Suma(ab) =R(U,!, C(S, U;%))
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Tema 7: Funciones recursivas 7.4 Codificacion de funciones

e Dado un numero, x, se puede conocer el tipo de funcion que
representa calculando el resto de la division por 6. A partir de ahi se

puede calcular los operandos y aplicar la funcion.
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Tema 7: Funciones recursivas 7.5 Funciones universales

 Se denomina funcion universal, U(x,y), a la funcion que toma como
primer argumento la codificacion de una funcidn, f, y como segundo
argumento la codificacion de la entrada a dicha funcion, (n4, ..., 1), y

calcula dicha funcion sobre dicha entrada.

U(x,y) = U( codif(f), codif (ny, ..., ny) ) =f(ny, ..., ny)
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Tema 7: Funciones recursivas 7.5 Funciones universales

TEOREMA:

e U(x,y) es una funcidn recursiva.

DEMOSTRACION

e El funcionamiento de U(x,y) consiste en decodificar x e y y aplicar la

funcion. Puesto que la decodificacion es una funcion recursiva, la

funcion U también lo es.
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Tema 7: Funciones recursivas 7.6 Decidibilidad e indecidibilidad

* Se dice que una funcidn total es decidible si puede expresarse como

una funciodn recursiva total.

e Se dice que una funcion parcial es parcialmente decidible si puede

expresarse como una funcion recursiva parcial.

 Se dice que una funcion es indecidible si no puede expresarse como

una funcion recursiva.
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Tema 7: Funciones recursivas 7.6 Decidibilidad e indecidibilidad

* Sea g(x) la funcion que toma como entrada la codificacion de una

funcioén ¢ y genera como salida el valor 1 si la funcion ¢ es total, y el

valor 0 si la funcion ¢ es parcial.

TEOREMA (“¢(x) es total” es un problema indecidible )

e La funcidn g(x) no es una funcion recursiva.

DEMOSTRACION:

e (Consideremos la funcidon

f(x):{¢X(X)+l si ¢, es total

0 si ¢ no es total
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Tema 7: Funciones recursivas 7.6 Decidibilidad e indecidibilidad

DEMOSTRACION:

e Lafuncion f puede reescribirse como

£ (x) = U(x,x)+1 si g(x)=1
=10 & gm=0

* Si f(x) es recursiva, entonces existe la codificacion de f, (z=codif(f)). En

tal caso:
U(z,z) = f(z) = U(z,z)+1 ;CONTRADICCION!

e Pero U(x,y) es recursiva, luego g(x) no puede serlo.
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Tema 7: Funciones recursivas 7.6 Decidibilidad e indecidibilidad

Otras funciones no decidibles:
e ¢,=0
¢ ¢X = ¢y
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Tema 7: Funciones recursivas

7.7 Equivalencia con las Maquinas de
Turing

TEOREMA

El conjunto de funciones recursivas (R) y el conjunto de funciones

computables-Turing (TC) es el mismo.

DEMOSTRACION (R ¢ TC):

Toda funcidn recursiva puede computarse mediante maquinas de
Turing.
La demostracion consiste en desarrollar maquinas de Turing que

computen las funciones primitivas y los mecanismos de composicion,

recursion y minimizacion.
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7.7 Equivalencia con las Maquinas de
Turing

Tema 7: Funciones recursivas

DEMOSTRACION (TC ¢ R):

 Toda funcién computable-Turing puede calcularse como una funcién

recursiva.

e El comportamiento de una maquina de Turing puede representarse

como una transformacion entre configuraciones.

* Se puede demostrar que las transformaciones sobre las
configuraciones son funciones recursivas.
— S, 4(x) = configuracion sustituyendo el estado p por 4.
— L(x) = configuracion moviendo el cabezal a la izquierda
— R(x) = configuracion moviendo el cabezal a la derecha
—  W,(x) = configuracion escribiendo r.

— T(x) = configuracion tras realizar una transicion.
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7.7 Equivalencia con las Maquinas de
Turing

Tema 7: Funciones recursivas

DEMOSTRACION (TC ¢ R):

* ¢(x,t) = configuracion tras t iteraciones o configuracion final si la

maquina se para antes de ¢ iteraciones.

* j(x,t) = codigo de la transicion a realizar tras t iteraciones o codigo 0 si

se alcanza el estado de parada.
e Elnumero de iteraciones de la Maquina de Turing es

to =t (j(x,t) =0)

e El valor de la funcion f es

f(x) = c(x,tp)
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