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1. Presentacion.

Estas lecciones solo pretenden ser una introduccidén que sirva para orientar sobre los
conceptos, para un estudio mas amplio se recomienda leer alguna publicacién
especializada, como por ejemplo:

e Ramon Argiielles Alvarez. “Fundamentos de Elasticidad y su Programacion por
Elementos Finitos”. Bellisco, Madrid. 1992.

» 0.C. Zienkiewicz, R.L. Taylor. “El Método de los Elementos Finitos”. Vols 1y 2.
CIMNE-Mc Graw Hill, 1994.

+ E. Onate. “Calculo de Estructuras por el Método de los Elementos Finitos”.
CIMNE, Barcelona. 1995

El curso prc')xi,mo pueden ampliar estos temas si eligen la MATERIA OPTATIVA
(INTENSIFICACION DE MECANICA) ANALISIS AVANZADO Y EXPERIMENTAL DE ESTRUCTURAS.

2. Planteamiento general del problema: Planteamiento continuo/discreto del
problema.

Se pretende definir los distintos enfoques de un problema estructural.

Con excepcion de las estructuras de barras que tienen naturaleza discreta y pueden
tratarse de forma natural con métodos matriciales, la mayor parte de las estructuras en
ingenieria son de naturaleza continua. Aunque su respuesta es inherentemente
tridimensional, el calculista puede, en algunos casos y manteniendo el rigor, simplificar
su analisis considerando un comportamiento estructural de elasticidad bidimensional
(tension o deformacion plana).

« La tensidn plana se caracteriza porque Oz = 0.

« La deformacién plana se caracteriza porque &= 0.

Dado un problema estructural que cumpla dichas caracteristicas el ingeniero se plantea
conocer en cualquier punto del dominio

Campo de desplazamientos
wx. v

Campo de deformaciones
£lx. vl

Campo de tensiones
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Un analisis riguroso precisa de la integracion de las ecuaciones diferenciales que
expresan el equilibrio de un elemento diferencial genérico de la estructura. El
planteamiento matematico-analitico de dichas ecuaciones da lugar a la formulacién
continua del problema.

El objetivo del MEF también es conocer los campos anteriores en cualquier punto del
dominio a partir de los valores hallados en ciertos puntos. Para ello es necesario dividir
el dominio en subdominios (elementos finitos) formando
una malla. El planteamiento de las ecuaciones que se
obtienen y su resolucién dan lugar a la formulacién
discreta del problema.

Campo de desplazamientos conocidos en los nodos.
Campo de tensiones y deformaciones conocidas en los
nodos o en los puntos de integracion.

"r’| 3. El problema continuo. Ecuaciones basicas del
” problema continuo:

Se pretende definir el conjunto de ecuaciones que rigen matemadticamente el problema
estructural.

El problema matematico del analisis de una estructura se formula en un dominio
(geometria y materiales) con unas condiciones de contorno en fuerzas (acciones
externas) y en desplazamientos (restricciones de los

contorno movimientos).
prescrito
El problema matematico viene definido por:
NN » Relaciones cinematicas (pequeinos desplazamientos y
deformaciones).
‘*r'| » Relaciones constitutivas.
Fuerzas ., L
X externas » Expresion global de equilibrio (PTV).

3.1. Relaciones cinematicas: pequeinos desplazamientos y deformaciones.

Se pretende definir la relacidn entre deformacion y desplazamiento.

Se define como estado de tension o deformacidon plana en elasticidad, aquel cuyas
secciones perpendiculares al eje prismatico de la estructura se deforman en su plano y
de manera idéntica.

Por consiguiente basta conocer la respuesta de una seccién transversal de la estructura 'y
trabajar, por tanto, en dos dimensiones para caracterizar el comportamiento
estructural.

El campo de desplazamientos es de naturaleza vectorial y queda perfectamente
establecido si en cada punto se conocen los desplazamientos segln las direcciones de los
ejes coordenados. El vector desplazamiento en un punto cualquiera se define como:




Campo vectorial
Desplazamientos (x.v)= e
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El campo de deformaciones se deduce a partir de las primeras derivadas del campo de
desplazamientos al aceptar la teoria de pequenas deformaciones. A partir de la teoria
general de la elasticidad se obtiene:
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La deformacion longitudinal € es nula en el caso de deformacion plana pero no
necesariamente en el caso de tensidn plana. Y prescindimos de ella en la formulacion

porque en dicho caso la tension longitudinal O3 es nula. Por consiguiente, los términos
en la tercera dimension no intervienen de ninguna manera en la resolucion del
problema. Sin embargo, si se desea se pueden calcular a posteriori.
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3.2. Relacion constitutiva.

Se pretende definir la ley de comportamiento del material del problema.

La relacion entre las tensiones y las deformaciones se deduce de la elasticidad
tridimensional con las hipétesis simplificativas para tension y deformacion plana. Las
hipétesis de elasticidad lineal definen un comportamiento proporcional entre tensiones
y deformaciones segun la relacion siguiente.

O

g=D¢&

sona Definimos D como la matriz de constantes elasticas, su expresion
no lineal  depende de la hipotesis de trabajo:

ZOona
lineal

e Tension plana.
e

La matriz constitutiva en el caso de elasticidad bidimensional con

hipétesis de tension plana es:

dy =

'ﬂrll ﬂfll
D=\d,, dy 0O
0 0 dy
: E
al-'-'\. = E = - . d_:'-_:'- = 5 i Y
< 1-47 dy; =dy =vdy, 2(1+ v}

Donde E es el modulo de elasticidad y v es el coeficiente de Poisson.

» Deformacion plana.

La matriz constitutiva en el caso de elasticidad bidimensional con hipétesis de
deformacién plana es:

dy
D=\d,
0
dy =d,
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3.3. Ecuacion integral de equilibrio

‘ Se define el Principio de los Trabajos Virtuales.

De las relaciones entre desplazamientos, tensiones y deformaciones, el problema
matematico se formula como un equilibrio entre el trabajo efectuado por las fuerzas
internas que se generan por la deformacion elastica del cuerpo y las fuerzas externas
que lo solicitan.

La expresidon de equilibrio global mas universal en problemas de mecanica estructural es
el Principio de los Trabajos Virtuales que da lugar a la forma integral siguiente.

& 4 = dubdA dutd S, g,
L eod LJ‘ ubdd + Imm +Z i g,

La resolucién analitica de esta ecuacion es imposible en la mayor parte de los casos, por
ello es necesario efectuar una aproximacion discreta del problema. Los elementos
finitos permiten reducir esta expresion a una mas manejable e igualmente veraz.

4. La filosofia del problema discreto.

Se define el objetivo final del problema discreto. ; A donde queremos llegar?.

El planteamiento del problema continuo conduce a unas ecuaciones que no tienen
solucion analitica en la mayor parte de los casos. En general es imposible encontrar para
los campos incognita una expresién del tipo:

u= f1 (x,y) €= fz (x,Y) O = fs (%,y)

L= fl( X,¥) Aproximacion

x

Asi, se considera la posibilidad de resolver el problema, de forma correcta, Unicamente
en ciertos puntos y obtener una solucion discreta del problema.

Es decir, se calcula la solucion en desplazamientos, deformaciones y tensiones en
ciertos puntos y se extrapolan estos valores a cualquier otro punto. De esta manera
es posible conocer el valor aproximado de los campos incognita. En particular, el campo
de desplazamientos es el que interesa mas porque todos los demas derivan de él.

El planteamiento discreto comporta:

a) Dividir el dominio en una malla de elementos finitos. Dividimos el dominio en
elementos hasta cubrir la totalidad de su superficie

b) Aplicar el PTV (Principio de los Trabajos Virtuales) sobre la estructura y
aprovechar las propiedades matematicas que conllevan los elementos finitos para



obtener finalmente un sistema de ecuaciones, formalmente analogo al visto en el
calculo matricial de sistemas discretos.

c) Resolver el sistema y obtener el resultado de los campos incognita.

condiciones de contorno

4.1. La ecuacion de equilibrio discretizada.

De los términos del PTV se desea calcular el correspondiente a la matriz de rigidez
que contiene la respuesta interna del sistema ante la solicitacion externa de las
acciones.
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Este término vendra definido por la contribucién de todos y cada uno de los
elementos finitos que forman la malla. Por tanto cada elemento se vera obligado a
cumplir las ecuaciones de equilibrio del problema. Para ello se debe dotar a cada
elemento finito de la malla del bagaje matematico que incorpora el MEF.

Se plantea en cada elemento:
Discretizacion del campo de desplazamientos
Discretizacion del campo de deformaciones
Discretizacion del campo de tensiones

Con los campos discretizados arriba descritos ahora es posible hallar el término de la
ecuacion de equilibrio que da lugar a la matriz de rigidez del sistema.

4.2. Aproximacion del campo de desplazamientos.

Se introducen conceptos bdsicos sobre funciones de forma y desplazamientos nodales.
Concepto bdasico del MEF.

Los elementos finitos permiten calcular el desplazamiento en cualquier punto interior
del mismo interpolando su valor a partir de los hallados en los nodos. Para ello
definimos la matriz de funciones de interpolacion N (también llamadas funciones de




forma) y expresamos los desplazamientos cartesianos u de un punto cualquiera del
interior del elemento en funcién de los desplazamientos de sus nodos a®

n fo] = I'\'[x: }'J a'®

En elasticidad bidimensional el vector desplazamiento de un punto cualquiera esta
definido por dos componentes cartesianas:

= [HJ:]T

Asimismo el vector de desplazamientos en todos los nodos de la malla estda compuesto
por dos componentes en cada uno de esos nodos, genéricamente en el nodo i del
elemento (e):

(&) =Ty v.1¥
ﬂl' v [Hj - \,.!- ]
De esta manera la matriz de funciones de forma toma el siguiente aspecto
N PUAE Y 0
s ) . N, = S
N=[N, - N, - NJ 0 Nfxy)

Con las propiedades siguientes de las funciones de forma:

N—(Ix-=v-)=1
AR s Q=i

.
N;

ZNy(xy)=1

x-=y-'=0
Y Jf) s iT] v

Adviértase que N y a® estan compuestas por tantas submatrices y subvectores como
nodos tiene el elemento. Esta es una propiedad general que se cumple en todos los
Casos.

Un concepto previo importante es el de formulacién de elementos isoparamétricos. Sin
ellos el MEF no hubiera llegado al nivel actual de potencia.

El término isoparamétrico surge al utilizar las mismas funciones de forma para interpolar
la geometria y el campo de desplazamientos. Por consiguiente se expresa la geometria
de un elemento finito isoparamétrico bidimensional a partir de las coordenadas reales
cartesianas x; e yjde sus nodos como:

= n
x= 2. Ni&n) x y=2NJ&n) y;
i=1 i=1
N (2 ,},'-l es la funcion de forma de cada nodo del elemento.
E

Estas ecuaciones relacionan las coordenadas cartesianas de un punto y las naturales ~



Es decir, se realiza un mapeo entre el espacio real y un espacio ideal unitario donde
todo esta normalizado.

Dicha relacion debe ser biunivoca, para lo cual debe cumplirse que el determinate del
Jacobiano de la transformacién de coordenadas sea de signo constante en todo el

elemento.
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Todo elemento isoparamétrico requiere una transformacién entre las coordenadas
cartesianas y las naturales.
(£)

La matriz Jacobiano : ¢

denominada simplemente Jacobiano relaciona las derivadas cartesianas y naturales de
una funcién. Aplicada a las funciones de forma se tiene:
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Invirtiendo esta expresion se obtienen los valores de las derivadas parciales cartesianas
en funcion de las derivadas naturales.

Para calcular los términos del Jacobiano se utiliza la transformacion isoparamétrica. Asi,

Ex ~=2&N, x ~-EN;
2 : en o oon
: ; etc.
por lo que
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El determinante del Jacobiano permite expresar el diferencial de area en coordenadas
naturales como

dx dy =

J{.E"} |df' d’?
donde el determinate del Jacobiano es:

| Jie)

Es posible particularizar la expresion de las funciones de forma para cada elemento:
4.2.1. Elementos triangulares

El elemento triangular lineal esta formado por tres planos que pasan por dos nodos
nulos y un tercero de valor unitario.

El elemento triangular cuadratico esta formado por seis nodos, veamos sus funciones de
forma:

A i
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-

4.2.2. Elementos lagrangianos cuadrilateros

Las funciones de forma de estos elementos se basan en interpolaciones polinéomicas de
Lagrange en dos dimensiones. Esto permite obtener con facilidad la funcién de forma de
un nodo cualquiera como producto de dos polinomios de Lagrange unidimensionales en

ir

i

£
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cada una de las coordenadas = y 7 correspondientes a dicho nodo. Asi, si ‘" *'es el



polinomio de Lagrange de grado{ en direccion = del nodo i yIJw--! el de grado- en
direccién 77 | la funcion de forma de dicho nodo es

Ni(&n) =11(&)- 15(n)

Obsérvese que una vez definido el nimero de nodos en cada una de las direcciones

= . , . . ,
coordenadas = y 7 , dicho nimero no puede variar a lo largo de las diferentes lineas
nodales.

El nimero de términos polindmicos contenidos en las funciones de forma de un elemento
Lagrangiano puede obtenerse automaticamente del triangulo de Pascal a partir del grado

de los polinomios en las direcciones = y 7,
» Elemento rectangular Lagrangiano de 4 nodos
Este elemento es el mas sencillo de la familia Lagrangiana.

Sus funciones de forma en el nodo i se pueden expresar en coordenadas naturales como:

o=l

Ni(&m) =1 () 1i(m) = 7 (1+ 25 )1+ m,)

Veamos sus funciones de forma:

» Elemento rectangular Lagrangiano cuadratico de 9 nodos

Las funciones de forma del elemento rectangular Lagrangiano de nueve nodos se

obtienen como producto de dos polinomios de Lagrange de segundo grado en = y 7,
Pueden encontrarse las siguientes expresiones :

- Nodos esquina.

S O R T \
Ny = |&" &)+ mmy

- Nodos intermedios en los lados.



N =;??f3 [.,!7] g )|1- £ I'+?§§ [I_fl - & .".,1_!7: ‘

-

- Nodo central.

No(&m)=(1-& f1- 1)

4.2.3. Elementos serendipitos cuadrilateros.
Los elementos Serendipitos se obtienen de la manera siguiente:

En primer lugar se selecciona el nimero de nodos de cada lado para definir una
variacién lineal, cuadratica cubica, etc., sobre dichos lados que garantice la continuidad
interelemental. Tras ello, se escoge el minimo numero de nodos en su interior de
manera que se obtenga la variacion polindmica en fy"jr completa y simétrica, del
mismo grado que la variacion sobre los lados. Se observa que el elemento mas sencillo
de esta familia es el rectangular de cuatro nodos que pertenece a ambas familias

Lagrangianas y Serendipitas.
» Elementos serendipitos cuadrilateros de 8 nodos.

- Nodos intermedios

Ni(&m) =51+ &8)1- 7 ag

N[

il

e

—(1+pm; 1- &%

1) =5 _ i=26
Las funciones de forma de los nodos intermedios en los lados se obtienen de forma
inmediata como producto de un polinomio de segundo grado en < (0 77) por otro de

primer grado en 7 (o = ). Puede comprobarse que dicho producto contiene términos
polindmicos deseados.

- Nodos esquina.



Para los nodos esquina no podemos adoptar la misma estratégia, pues el producto de los
dos polinomios unidimensionales cuadraticos que corresponden a los lados que concurren
en un vértice daria un valor nulo en el centro del elemento, con lo que en dicho punto la
suma de las funciones de forma no seria uno. Por consiguiente, hay que adoptar un
procedimiento distinto basado en combinar las funciones de forma del elemento de
cuatro nodos con las funciones de forma de los nodos adyacentes al nodo esquina. La
expresion resultante nos conduce a:

Nil&n) = Ell’f E&i N1+ mm N E&; + mm; — 1)

4.3. Aproximacion del campo de deformaciones.

Se pretende introducir la expresion matricial discretizada de las deformaciones.
Concepto bdasico del MEF.

La expresion discretizada del vector de deformaciones se obtiene como aplicacion
directa de la definicion de deformaciones en elasticidad bidimensional. En notacion
compacta diremos que:

£=Lu
£=LNa'?
£=Ba'®
donde B =LN
y ;
— 0
&GX
5 0 g N D N 0 N, 0
- syl 100N, 0 N, 0 N,
g £
ey éx

B es la matriz gradiente de deformacién del elemento y B; es la submatriz asociada al
nodo i.

B=[B, . B, . B,

i

En general las funciones de forma vendran expresadas en coordenadas naturales y no
cartesianas utilizando elementos isoparamétricos. Aplicando la regla de la cadena.
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De donde se deduce:
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donde aparece la matriz inversa del Jacobiano que contiene informacién sobre la
transformacion de coordenadas entre naturales y cartesianas.

Por lo tanto ya pueden conocerse todos los coeficientes de las matrices B;.

4.4, Aproximacion del campo de tensiones.

Se pretende introducir la expresion matricial discretizada de las tensiones. Concepto
bdsico del MEF.

A partir de la relacion constitutiva entre tension y deformacién es facil deducir la
expresion discretizada del campo de tensiones.
T = De

g=DBEa

D se deduce

Donde D es la matriz de constantes elasticas, su expresién depende de la hipétesis
escogida:

e Tension plana.

La matriz constitutiva en el caso de elasticidad bidimensional con hipotesis de
tensién plana es:

dy dp 0
D=\dy dy
0 0 d
. E . __E
ap=an=~— =g =] @33 2(1+ v
1-v €y =dy = Vay <\ .-

Donde E es el mdédulo de elasticidad y es el coeficiente de Poisson.

Ejemplo de tension plana
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» Deformacion plana.

La matriz constitutiva en el caso de elasticidad bidimensional con hipétesis de
deformacién plana es:

'ﬂrll dl] 0
D=\|d,;, d; 0
0 0 ds
E(1-1 E
d,=dy;= - _g - V¥ o =———
TR -y T T (1)

Ejemplo de deformacion plana
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4.5. Calculo de la matriz de rigidez.

‘ Se define la matriz de rigidez de cada elemento.

De los términos del PTV se desea calcular el correspondiente a la matriz de rigidez
global de la estructura.

6e o did=) [[66° o dd
‘[I' £GC ZJJ £ g 4
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En el caso de los elementos finitos se debe realizar dicha integral sobre cada elemento
de la malla y sustituir la expresién global por su correspondiente elemental discretizada.

Para un elemento genérico dado se obtiene:

k. . Kk,
K= r |
L ' siendo L



En estos momentos ya se conoce la expresion de cada término, dicha integral se suele
realizar con técnicas numeéricas de integracion o bien explicitamente cuando sea
factible.

Recordatorio:

Integracion numeérica en dos dimensiones:

La formulacién isoparamétrica puede transformar todas las integrales sobre el
dominio del elemento a otras sobre el espacio de coordenadas naturales. Para
el calculo de dichas integrales, mucho mas simple, puede hacerse uso de
cualquiera de las cuadraturas de integracion numérica existentes.

.- Integracion numeérica sobre dominios triangulares
La cuadratura de Gauss para elementos triangulares se escribe como

+1+] "

(e.B)d = fla,.B,
Hﬂ,ama pz_;‘flcrf B,

donde se calcula f en las coordenadas de los n-puntos de integracién siendo W
el peso de cada punto de integracion. Notar que el dominio de integracion es
el correspondiente a las coordenadas naturales, pero mediante la
transformacion del Jacobiano es posible integrar en el dominio cartesiano sin
dificultad.

En el caso de la matriz de rigidez se tiene:
- 1l-¢£ 11-8
K/ - [[4B DB tixdy = [ [B] DB,|/* |t dadfs - [[Gile ﬁjlﬁ-da dpB

Se muestran algunas cuadraturas bidimensionales mas usuales sobre
elementos triangulares.
O punto de
integracion

e hodo

.- Integracion numeérica sobre dominios rectangulares

La integral de una funcion cualquiera sobre el dominio de coordenadas
naturales de un elemento cuadrilatero puede evaluarse por una cuadratura
de Gauss-Legendre bidimensional como




+1+1 +1 g . My, . .
) lel&mdsdn=[d& | Zasm,| Wy|= 2 Zelp.ng) Wy W,
_1_1 _1 q:l p:l‘._?::l

donde p y q son el nimero de puntos de integracion seleccionados en cada
una de las direcciones de los ejes naturales, g se calcula en cada punto de
integracién y Wp,Wq son los pesos correspondientes a dicho punto.

Una cuadratura de orden p en cada direccion natural integra exactamente un
polinomio de grado 2p-1 en la correspondiente coordenada natural.

En el caso de la matriz de rigidez se tiene :

+1+1 +1+1

I{:ff' =[] 4fe) B DB;tdwy= | |BF1_ rgIDB,-I';r;}|.f'€1'|rcf;"-drg= [ [Gil& rjlﬁ-cff:"-cfrj
. -1 -1 J|

Se muestran algunas cuadraturas bidimensionales mas usuales sobre
elementos cuadrilateros.

>
OO0 O00 punto de
SR O® 0 O00 O integracion
Sh(e O 00 O 00 o nodo

» Calculo explicito de la matriz de rigidez.

Para el elemento cuadrilatero de cuatro nodos y para el triangulo de tres nodos
las integrales se pueden calcular explicitamente y no es necesario acudir a las
técnicas de integracion numérica. Las formulas se encuentran en numerosas

publicaciones.

No se debe olvidar que el término del PTV viene referido a la totalidad de los elementos
finitos que componen la malla, por lo tanto sera absolutamente necesario considerar la
contribucién que cada uno de ellos realiza a la evaluacién del término global. ;Y como lo
conseguiremos?: La técnica numérica que permite pasar de los términos elementales a la

rigidez global de toda la estructura se denomina ensamblaje.



4.6. La técnica del ensamblaje de la matriz de rigidez.

Se describe el proceso de ensamblaje. Concepto metodoldgico estdandar.

En la matriz de rigidez de la estructura se forma a partir de las contribuciones de las
matrices de los diferentes elementos individuales. Esta operacion se denomina
ensamblaje.

Sea la matriz genérica de un elemento cualquiera de la malla

ki — K
K=
k. .. k,

En el proceso de ensamblaje debemos colocar el coeficiente kij de la matriz elemental
en la posicion ij de la matriz de rigidez K global de la estructura. Estos conceptos
quedan clarificados en el dibujo inferior.

4 3 /N
Ensamblaje

KO

elemento K =

1 U estructura

La matriz de rigidez del elemento es una matriz cuadrada de dimensiones n x n siendo n
el producto de los grados de libertad (g) del elemento por el nUmero de nodos (m). Por
ejemplo en tension plana el nimero de grados de libertad es 2 y en un triangulo de tres
nodos se tiene una matriz de 6 x 6. Para calcular la matriz se divide el calculoen m x m
(nimero de nodos) submatrices.




5. Discretizacion de las fuerzas externas.

Se introducen conceptos bdsicos sobre como se forma el vector de fuerzasDConcepto
bdsico del MEF.

De los términos del PTV se desea calcular el correspondiente al vector de fuerzas.
‘I' Subdd + ‘I'é'z.erds +ZEE"’-‘ g;
A i i

Este término esta definido por la contribucion de todos y cada una de las distintas
acciones externas que actlan sobre la estructura.

(i {ians CONEI
- = N -

carga gravitatoria carga repartida carga puntual
Siendo de tres tipos diferentes:
e Fuerzas de volumen. Discretizacion de las fuerzas de volumen.

De los términos de la ecuacion de equilibrio del PTV se desea
calcular el correspondiente a la integral fuerzas de volumen.

‘I‘ dub dA
4
" Este término esta definido por la contribucion de todos los
“r" elementos que sufren esta accion externa.
X Si se sustituyen en dicha integral los términos continuos por los
itator] términos discretizados segun las expresiones deducidas de la
rarga gravitatonia  1.oria de elementos finitos se obtiene en cada elemento un
vector de fuerzas de volumen:
fle = foeuﬂ
45 El sentido fisico de la integral, que se puede calcular mediante

técnicas numéricas, consiste en distribuir la accién gravitatoria de volumen como
acciones puntuales sobre los nodos.

La integral se debe calcular en todos los elementos y posteriormente ensamblar los
vectores de fuerzas elementales obtenidos en el vector global de acciones sobre la
estructura.




» Fuerzas de superficie. Discretizacion de las fuerzas de superficie.

De los términos de la ecuacién de equilibrio del PTV se
desea calcular el correspondiente a la integral fuerzas de
superficie.

‘I‘c‘fzaa‘ ds

T Este término esta definido por la contribucién de todos los
VL f? elementos que sufren esta accidén externa. Si se sustituyen
v en dicha integral los términos continuos por los términos
discretizados segun las expresiones deducidas de la teoria
de elementos finitos se obtiene en cada elemento un
vector de fuerzas de superficie:
£ = ‘I'_‘\"Iz‘ds

e

carga repartida

El sentido fisico de la integral, que se puede calcular mediante
técnicas numéricas, consiste en repartir la accion de las fuerzas distribuidas sobre el
lado del elemento como acciones puntuales sobre los nodos.

La integral anterior se debe calcular en todos los elementos y posteriormente ensamblar
los vectores de fuerzas elementales obtenidos en el vector global de acciones sobre la
estructura.

» Fuerzas puntuales. Discretizacion de las fuerzas puntuales.

En este caso se supone que las fuerzas ya estan directamente
aplicadas en los nodos de los elementos y por tanto sé6lo hay que
proceder al ensamblaje en el vector de fuerzas globales.




5.1. La técnica de ensamblaje de fuerzas.

En la formacion del vector de fuerzas de la estructura se debe considerar la
contribucién que aporta cada elemento de la malla.

Sea el vector genérico de un elemento cualquiera de la malla

5=
fy

En el proceso de ensamblaje debemos colocar el coeficiente fi en la posiciéon i del
vector de fuerzas f global de la estructura. Estos conceptos quedan clarificados en el
dibujo inferior.

4 3 m —
i? fuerzas Ensambla je ]

E elemento

g p
(t) f +f } ||
f — fuerzas B
t2 A\ o E osruchra |

Obsérvese que las fuerzas puntuales aplicadas directamente a los nodos sélo se deben
ensamblar una vez, es decir se las asigna a un sélo elemento y no a todos los que
comparten el nodo cargado.




6. Condiciones de contorno. Aplicacion de las condiciones de contorno:

El problema estructural siempre tiene unas restricciones en desplazamientos que
deben imponerse para poder resolver el sistema de ecuaciones global y evitar la
singularidad (El método de rigidez que se deduce de imponer la ecuacion de equilibrio
estatico del sistema no evita que el cuerpo pueda tener un movimiento de solido rigido.
i Esto quiere decir que el cuerpo puede tener desplazamientos no nulos sin que
aparezcan tensiones !. Para evitar esa paradoja las condiciones de contorno fijan el
cuerpo en el espacio.) de la matriz de rigidez.

Las restricciones mas comunes son las siguientes:
» Restriccion de desplazamiento en x.

Para imponer la condicion de contorno bastara con sustituir la ecuacion de equilibrio
asociada con el desplazamiento prescrito (incognita a priori) por la ecuacién del valor

real de la prescripcion. En este caso: % =0

A nivel practico esto se traduce en eliminar las filas y columnas del sistema de
ecuaciones que estan relacionadas con el desplazamiento prescrito. Por lo tanto se
reduce la dimension del sistema a resolver y solo se calculan las verdaderas incognitas
del problema. El dibujo inferior aclara la explicacion.

sistema
simplificado

K* a* f*
K a f =

» Restriccion de desplazamiento en y.

. . V.
Se opera de igual forma que en el caso anterior. En este caso: ¢

a f

simplificado
%
a

K* £*

K

» Restriccion de desplazamientoen x e y.



, . =0 v.=0
Se opera de igual forma que en los casos anteriores. En este caso: u=0v

sistema
= simplificado

F f:k

K* a
K oaf EA-E



7. Calculo de resultados.

En el problema de analisis estructural interesa conocer
Desplazamientos.
Deformaciones.
Tensiones.

Para poder evaluar cualitativa y cuantitativamente el comportamiento de una
estructura.

También es habitual calcular las reacciones.

Siempre debemos definir los estados limites de calculo conforme a las normativas
vigentes

7.1. Calculo de desplazamientos.

Para hallar los desplazamientos bastara con resolver el sistema simplificado de
ecuaciones que proviene de imponer las coacciones exteriores. Las incognitas del
sistema corresponden a los desplazamientos nodales de la malla, por lo tanto la
obtencion de la deformada de la estructura es inmediata. Recuerden que algunos
desplazamientos ya eran conocidos por la imposicion de las condiciones de contorno,
esos no forman parte del sistema de ecuaciones.

1 | desplazamientos

0

w
a=

L L

Ka-=f

™

7.2. Calculo de deformaciones.

Una vez se han calculado los desplazamientos, hallar las deformaciones es inmediato
aplicando la formula que las relaciona a partir del campo discretizado.

Deformaciones

3 en un punto

1
77 €|

£(x.y) = B(x.y)a

7.3. Calculo de tensiones.



Las tensiones se pueden hallar de dos formas distintas:

1) La primera que suele conducir a una inexactitud mayor consiste en aplicar
directamente la formula discreta. De esta manera se hallan los valores de las
tensiones en los nodos.

olx.y)=DB(xy)a

2) La segunda se basa en aprovechar que el calculo de la tension en el punto de
integracién es mas exacto. Por lo tanto, es mejor calcular las tensiones en dichos
puntos y extrapolar los valores obtenidos a los nodos 0 a cualquier otro punto.
Esta segunda opcién requiere un alisado de tensiones (Los métodos de alisado de
tensiones desde el punto de vista educativo seran materia de futuros desarrollos).

3 Tensiones

punto de
gauss

7.4, Calculo de reacciones.

Basta con aplicar la formula:

R=Ka-f
0 0
0 0
. 0| _[o] _
0 0| — Reacciones
- :
e, K a f z

Obsérvese que las reacciones se calculan en los grados de libertad que tenian
restricciones en desplazamiento.



