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PROLOGO

Presentamos unos breves apuntes de la Teoria de Arcos y el Método de Cross,
recopilados de distintos autores, adaptados al uso de nuestra Escuela y para los alumnos de
tercer curso, especialidad de Estructuras e Instalaciones Industriales.

Como recopilacion, no hay nada novedoso. Para el planteamiento de las ecuaciones
generales en la Teoria de Arcos, hemos seguido casi literalmente a Fernandez Casado,
Célculo de Estructuras Reticulares, sibien explicitando mas el desarrollo para entendimiento
de los alumnos.

Los diversos casos practicos que hemos resuelto de la Teoria de Arcos, permiten por
simple cambio a valores numéricos, resolver la mayoria de los problemas que se puedan
proponer.

Para la primera parte del Método de Cross nos hemos basado también en la obra
citada de Fernandez Casado, pero afiadiendo algunos conceptos sobre estructuras
traslacionales e intraslacionales y sobre el estudio de estructuras simétricas y antisimétricas.
Una segunda parte, en la que se expone la teoria de los apoyos con empotramiento flexibles,
la hemos tomado de la obra de J. Calavera y, sin ser propiamente teoria de Cross, amplia
los conceptos de rigidez y flexibilidad, sirviendo para el célculo matricial posterior.

Sibien estos apuntes fueron editados por nosotros en febrero de 1.982, los reeditamos
ahora mejorados de presentacion; creemos con ello servir a nuestra comunidad estudiantil,
a la que van dedicados; de paso, hemos modificado también algunos aspectos y afiadido
otros.

LOS AUTORES
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TEORIA DE ARCOS

1.1.-

CAPITULO |

TEORIA DE ARCOS

Introduccion.

Come introduccidn a la teoria de arcos no somos vcapaces de
evitar la tentacién de copiar algunos de los bellos pdrrafos
gue Eduardo Torroja dedica a esta forma constructiva en su
libro "Razén y ser de los tipos estructurales", libro gue,
aungue ya de muchos afios, no deja de ser magnifico por el
entusiasmo casi artistico con que trata los distintos tipos
censtructivos y que recomendamos al alumno lea alguna vez gue

caiga en sus manos(*). Dice asi Eduardo Torroja:

"El arco es el mayor invento tensional del arte clasico. El
sigue impresionando al vulgo, y la Humanidad ha tardado mucho
en acostumbrarse a su fenémeno resistente; prueba de ello es
la frecuencia con gque la leyenda achaca al diableo su

contruccién...Si la columna es arguitectura pura, el arco es

ingenieria; o mejor dicho, el arco es técnica...Las
predilecciones del Arte han sido para el arco; ese arco gque
nunca duerme, segin reza el proverblo drabe...ese arco gue, en

su encorvamiento vuela sobre el vano y da la sensacidn de alge

(*).-"Razdn y ser de los tipos estructurales”, E.Torroja Miret,
Consejo Superior de Investigaciones Cientificas, Madrid,

1981 (reedicidén moderna).
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més drami&ticamente tensional que la columna...va siempre unido

a la idea de esfuerzo por resistir, de salto por dominar la

digtancia. Por eso es el elegido para proclamar los honores de

la victoria.

Construir un arco no es tan sencille como poner una columna:
para construir el arco hace falta sostener todas y cada una de
sus dovelas hasta colocar la clave,sélo sntonces entra el arco
en accién y se realiza el equilibrio”. Hasta agqui Eduardo

Torrocja.

Cualgquier estructura curva, apoyada en sus extremos ¥
soportando una carga gue la haga trabajar principalmente a
compresién, o lo que es eguivalente, gque produce empujes
oblicuos en los arranques, se llama arco. Se supone gque su
plano de curvatura es también un plano de simetria para cada
una de las secclones transversales y gue las fuerzas externas
aplicadas al arco actian solamente en aguel planc de simetria.
En tales condiciones, la deformacién tendrd& lugar en ese plano

y el problema de andlisis serd bidimensional.

Si la seccitn transversal del arco no es simétrica con
respecto al plano de curvatura, o si las cargas se aplican
normalmente a este plano, se produciréd torsidén y entonces la
barra no se puede considerar propiamente como un arco. En todo
lo que sigue no se tendrdn en cuenta las condiciones gue

conducen a la torsién.
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P No siempre una estructura curva

58 comporta Como un arco; por e-

jemplo, en la figura adjunta, al
Rm R permitir la libre dilaracidn, el

b arco se comporta como una viga,ya

gue las reacciones serdn necesa-

riamente verticales. E]l trabajo

principal del arco es la rcompre-

sidén. Otro ejemplo puede ilustrar

el falso arco: para el técnice el arco pretende ser un
antifunicular de las cargas; es decir, una pieza curva gue,
resistiendo solo o principalmente a compresidn, transmita los
pesos propios, y los que sobre él inciden, a dos apoyos

distanciados entre sf. Nada tiene gue ver con &l arco el forma-

do por ménsulas en voladizo, com-~

i i i [ | plementado, en todo case, cen un

[ | { sillar o dintel central apoyando

sobre los extremos de esas mensu-

las (figura esquemdtica al lado).

Conviene también distinguir dos

::]L clases de arcos: arco enjutado y

y arco exento; en el primeroc la
flexidén del propio arco esté impedida por el mure macizo
acompailante (ver figura en pdg. siguiente); por el contrario,
el arco exento debe considerarse como puro arco desde un punto
de vigta tensional y la directiz puede acortarse por efecto de
la flexidén—- compresidn, cambiandec de forma ligeramente. Aquel

se suele construir en piedra y éste en hormigdn o acero,
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arceo enjutado arceo exento

En general, para gque un arco se comporte como tal es esencial
gue los extremos, ambos, articulados o empotrades, ;o se
desplacen al aplicar las cargas; de otra forma no pusde
ponerse en juego la verdadera accidén resistente del arco (los
asientos permanentes, no previstos, de los estribos, debidos a
malas condiciones de la cimentacidén, han conducido al fallo de
muchas estructuras en forma de arcos). Es tipico del arco dar
empujes horizontales sobrs los apoyes; y reguieren siempre una
buena cimentacién. Ain asi, en los cdlculos se tendrd en
cuenta asos asientos citados porque la teoria serd

completamente general.

De ]los arces ilustrados en la pdg. sigulente el primerc es
simétricc y el segundo asimétrico. El punto mé&s alto, ¢, de la
directriz del arco se dencmina clave y la linea AB, gue une
los puntos de apoyc, se llama linea de arrangque; la distancia
horizontal entre apoyos, L, se llama luz del arco y la mixima
distancia vertical desde la linea de arrangue a la directriz.

f, se denomina flecha.
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1.2.-

Ml

Como quiera que en el caso de empotramiento, y en cada extremo
del arco, podrdn existir tres reacciones (horizontal, vertical
Yy momento), el caso mis hiperestéitico, con doble
empotramiento, tendrd un midximo de seis reacciones y tendrad
tres incégnitas superabundantes. EI arco doblemente articulado
dos reacciones en cada apoya y, per taate, una incdgnita
superabundante. Comenzamos el estudio por un arco

triarticulado, que veremcs es isostdtico.

Arcos triarticulados.- No forman, en realidad, teoria

especial, al poderse resolver con los conocimientos de la
isostdtica, como vamos a ver, pero los incluios agqui por hacer

un cuerpo homogéneo de doctrina.

En el arcco de la figura, ar-
ticulado en A, B y C, some-
tide a una accidén exterior,
P, al considerar el momento
nulo en €, y tomando la par-
te CB, obliga a que la reac-

cidén en B tenga la direccidn

BC; y como gquiera gque Ra y

Rb se han de cortar en la
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linea de accidn de P, nos da una solucién grdfica definida.

' Para resolver analiticamente un arco asimétrico, siendo la

ecuacién de su directriz f(x,y) = 0, o bien y f(x), ¥
teniendo por coordenadas de la articulacién en € los valores

(xc, yc) procederemos del siguiente modo:

4

A f
4 %
Ha = Hb = & [1] ;7 Vb'L + Hb*h - Pra = 0 [
Va + Vb - P =0 (21 i Hb-(yc = h) = vb-(L - xc) = 0 4}

5i la carga P estuviese entre C y B, la "a" se tomaria come
distancia horizontal de P a B. 5i consideramos el sistema
anterior (resuélvase comc ejercicio) con A = 0, es decir, como
arco simétrico, C(L/2, f) las reacciones verticales salen ccn
el mismo valor de las de una viga doblemente apoyada en A y 3

sometida a la carga P, es decir:

y el empuje: H = [}
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1.3.-

Arcos triarticuladeos simétricos, varias cargas coacentradasg.-

Sea el arco de la figura, sometido a las vcargas Pl, P2 y P3.
Por lo expuesto mis arriba, podemos calcular las reacciones Va
y Vb (gque seran idénticas a las de una viga apoyada en A y B}
y Ha = Hb = H, gque las calcularemos mediante la suma de la
ecuacidén [a] a cada una de las cargas P1, P2, P3, no olvidando
que para la carga P3, situada a lIa derecha de C, la "a" es la

distancia de B a dicha carga.
I os

4 K azs.
4 ass |,
ﬁ r?.. [ = P3
g- s o
A
 V, F'f‘- ut‘ : - 3
a. b Vi
- L

Para calcular el momento en una seccién S5 de coordenadas

(x%,¥), siendo la ecuacién de la directriz y = f(x) é f(x,y} =
¢, procederemcs:

M

e

—

Mg = x+Va - y*H - (Plrals + P2+a2s + P3+a3s} = x-Va - y*H - Mi

habiendo llamado Mi al momento flector en la seccidn
considerada de las cargas exteriores. Para calcular la

compresién, N, y la cortadura, T, en dicha seccién, tendremos:

dy
¥Yg = Va - P1 + P2 + P3  Xs = H ; tga = —— = £'(x)
dx
N = Yg'sena + Xs-'cosa = [Va - (Pl + P2 + P3)jsena + Hcosa
T = Ys-cosa - Xs-sena = [Va — (Fl + P2 + P3)jcosa - Hsena
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Arcos

triarticulados simétricos, carga repartida.- Si en la

misma figura anterior consideramcs

una carga repartida, p+a, a

partir del origen lzquierdo, concentrada, por tanto, a a/2 del
origen, y hacemos a/L = T, obtenemos:
p-a a P'L'Fz
Vb = ————— =
L 2 2
p*a a r
va = L - —| =pLT|l - —
L 2 2
pra a p-LZ-I‘Z
H = — e = . con T £ 1/2
2+-f 2 4.f
8i ' = 1/2, carga repartida scbre la mitad del arco:
Vb = (p:L)/8 va = (3-p°L)/8 H = (p-L?)/(16+%)
§i T =1, carga repartida sobre todo el arco:

Vb = (p-L)/2 va =

La dltima fdrmula se ha de

de ¢, clave del arco, y no
anteriormente, gque limita la

ego hemog escrito més arriba

También se podia haber obten

(p+L)/2

H = (p*L%)/(8*f)

calcular tomando momentos respecto

mediante Ia [aj gque se expuso

carga a la mitad izquierda; por
la 1imitacidén ' £ 1/2 para H.
efecto

ido la Vb dltima sumando el

de dos mitades, T = 1/2, gue son coincidentes de signos:
P-L2 p-LZ p-LZ
H = -+ -
16+ F 16-F 8- f
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15.-

Los momentos flectores, compresidén y cortadura en una seccidn,
s, se calculardn como guedd expuesto en las cargas

concentradas, con la variante de carga repartida.

Arcos, teoria general.- Como se expresd en la introduccidn,

podremos tener un mixime de sels incégnitas y un grado de
hiperestaticidad de ¢tres, siendo el cdlculo de estas

reacciones lo esencial para el dimensionamiento del arco.

En la figura se ha considerado un arco sometido a unas
dcciones exteriores genéricas, Fh, Fv y m. Se han escrito las

tres ecuaciones fundamentales de la estdtica,

(57 V o+ V4 TFv = 0
(6] H + H' + TFh = 0

b ;
K H [7] T A

t“& f" 'v'}l‘”
t—t

considerando sumas algebraicas y signos implicitos; serd

+ LFvra + TFh'b + ZTm = (

necesari¢ obtener otras tres ecuaciones, gue denominamos

complementarias, para resoclver el problema completo.

Estas ecuaciones complementarias denotan lIa hiperestaticidad
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de la estructura y se obtienen expresando lIa influencia
restrictiva que la sustentacidén ejerce en las deformaciones de
la estructura; para ésto de-
Jjamos virtualmente dicha es-
tructura en el grade de li-
bertad que corresponde al i-
sostatismo de la figura ad-
junta (a}, como viga en vc-
ladizo; es lo mismo gque ha-
ciamos en cotras estructuras
hiperestdticas,liberando li-

gaduras hasta convertirlas

en lsostdticas. Obtenemcs en
estas condiclones las defor-
maciones de la estructura(b)
¥ ahora estableceremos las ecuaciones complementarias
igualando las deformaciones totales, en las gque figuran las
reacciones H, V, u, a los valores que imponga la sustentacion

en cada caso.

Por ejemplo, para empotramiento perfecto:A== e, § =0, 8 = 0;
y para articulacidn en el mismo extremo izquierdo: A= 0, 5 =

a, 07“0; etc. .

Para resclver en el arceo el problema del isostatismo virtual
podriamos haber seguido caminos distintos: coma viga
isostdtica con apoyo fijo en un extremo y deslizante en el
otra; o cortande por clave y considerar dos mitades en

voladizo, etc..

El problema (b), cdlculo de las deformaciones A, s, e, 1o
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resolvemos aplicande los principios de las piezas prismiticas
de gran radio de curvatura. Teniende en cuenta la continuidad
de la estructura, aplicaremos el andlisis iInfinitesimal,
estudiando las deformaciones en un elemento de directriz entre
dos secciones infinitametse préximas, descomponiende el
movimiento relativo de ambas secciocnes en gire debide al par
flector, desplazamiento paralelo (sin giro} por el esfuerzo de
compresién y corrimiento transversal (también sin giro) por el

esfuerzo de cortadura.

Las figuras correspondientes estdn agui abajo. El esfuerzo
normal, N, provoca un desplazamiento dn = (N/AE)-ds; Yy,
andlogamente, el de cortadura, T, oatro dt = (T/AG)+ds; de
donde sacamos, con las semejanzas sefialadas en cada caso:

Ve
s

N
T .
Ve
s

OO P

dn dnx dny dt dex dty
= = " = =
ds dx dy ds dy dx
N T
dnx + dtx = odx + -dy
A-E A-G
N T
dny + dty = ~dy + dx
A-E AG

En cuanto al giro, éste proveca ademds del propio giro,
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desplazamientos horizontal y vertical, como observamos en la

figura siguliente:

(x/dd) = (y/d8§) = (1/dO)

= y-doe ; dAd = x-do

valiendo el giro: do =

y siendo (x,y} las coordenadas de la seccidn en estudio; los
tridngulos sombreados son semsjantes por lados
perpendiculares, al considerar el tridngulo isésceles de
angulo agudo do, que tiende a cero. Resumiendo todas las
deformaciones, e integrando a lo largo del arce completo,

podemos escribir:

M

e = +ds [8}
E-I
M L

A= sx+ds +.} +dy + cdx [9}
E-I /s
. .

5§ = ~y-ds + rdx + (107}
£-1 's s

En estas tres ecuaciones complementarias no figuran
explicitamente las reacciones gue venimos buscando. Para ello
aislamos la parte lzquierda del arco, hasta la secclién en

estudio:
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L a |
J-F‘--‘#Y:(f—-

Mi
,————.—-—"\\_‘___,__._____
M=y + Vex +H-y + ZFv+(x =a) + EFh-fy - b) + Im

Ni

i ‘A‘h —

¥ = Hecosa + Vsena + EFh-cosa + IFv+sena
Ti

T = H'sena + V+cosa + Lfh-sena + IFve+cosa

Hemos agrupadeo entre llaves los valores isostitices, es decir,
los gue corresponden a la viga curva en voladizo de igual luz
Yy scmetida a las mismas cargas exteriores; colocando estas
valores en las ecuaciones (8], (9] y (10}, y «con las

simplificaciones que luege se indican, resulta:

o
@
n

ds ds ds ds
Mi- + + V[ x- + H y* (8]
I

s T I
ds
E Q= [{Mix + + x2+ + H [x-y [8°)
I
£
- MJ. y-

”,ﬁ. f
-l

ds cos?a Vesena + Ni
+ H y2- + ‘cosards [ig*]}
S I A

en las cuales se han tenide en cuenta las sigulentes

simplificaciones e hipdtesis: ]) despreciar todos 1los efectcos
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del esfuerzo cortante, T, (dltimos sumandos de las ecuaciones
[2] ¥ [10]) 1los cuales solc tienen importancia en lcg arcos
gruesos muy rebajades; 2} prescindir en el calculo de del
efecto de la compresidn, N, (segundo sumando de la ecuacidn
[9]) el cual solo se tendrd en cuenta en los arcos muy
peraltados; 3) sustituir en la segunda integral de [10] dx por

dscosa.

Es decir, gque mientras las ecuaciones (8], (9] y (10] son
generales, las dltimas solo valen para los casos prdcticos de

arcos no gruescs y poco peraltados.

La aplicacidn de estas dltimas ecuaciones a cada caso
particular consistird en dar a las tres deformaciones totales
que aparecen en los primeros miembres los valores que impongan
lag condiciones de sustentacidén, como ya dijimos mds atrds; en

particular, tendremos:

1) Arcos empotrados en sus dos extremos, @ = A = 5 = 0.

2) Arcos doblemente articulados, © % 0 y, ademds, también
u=A=5=0.

3) Estudio del efecto de un asiento vertical dado, A ,A# 0,
y =456 =0.

4) Efecto de una variacidn térmica conocida, § = a*L*t, sin

acciones exteriores y @ = A = 0.

Esto Gltimo se conaigue mediante el artificio de dejar al arco
gue se desplace libremente, conservando el paralelismo de las
secciones, para imponer luego un sistema de fuerzas gue lo

haga retornar a la pesicién inicial,
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1.6.-

Ecuaciones referidas a los ejes eldsticog.- Fijdndonos en las

ecuaciones [(8’], [9’] y en la dltima egquivalente de la [10'],
que se analizard en la pdg. aig., se observa gue hay una serie
de integrales gque son independientes de las cargas, solo
funecién de la ecuacidén de Ia directriz del arco, y que se
pueden, por tanto, calcular para wuna directriz dada,

invariables para distintos tipos de solicitaciones exteriores.

Pero hay méds, fijdndonos en la forma matemdtica de esas
integrales, en las gque intervienen momentos estdticos y de
segundo orden del conjuntc (ds/I); si definimos tal expresidn
fds/I) como "un peso diferencial, ds, relacionade con su
capacidad eldstica, I, peso eldstico", las referidas férmulas
pueden simplificarse si tomamos como ejes coordenados los ejes
principales de elasticidad de la estructura, definiendo como

tales coordenadas de los "pescs eldsticos™:

ds ds
X ¥y
I I
£
Xo = = Yo =
ds ds
s I s I

El concepto de peso eldstico eg similar, segun se ve, al
c.d.g. de un cuerpo, pero en lugar de ralacionar "pesos
gravitatorios”, relaciona longitudes de un arco y momentos de

inercia.

Antes de trasladar a los nuevos ejes, hagamos una nueva
simplificacién: para arcos rebajados la compresidén, N, puede
admitirse como solo funcién de H, puesto gque no suelen
trabajar a esfuerzos horizontales, Fh, y las componentes de

las Vv y Fv suelen ser pequedas. Con esta hipétesis, y aun
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igualando lIa proyeccidn horizontal de la compresién al empuje.,
es decir, H = N:'cosa = N-(dx/ds), la expresién [l10Q°'] gueda

modificada convenientemente, resultando

ds ds dg ds ds
+ ufy + V [xeye + H y? + | —
I s I s I < I s A

Y aun en la mayoria de las aplicaciones prdcticas se desprecia

E<§ = [Miey-
£y

también el segundo sumando del corchete.

Ahora ya, y puesto gue los nuevos ejes son principales de
inercia, se anulan los momentos estdticos de primer orden y

centrifugeos, gquedando finalmente.

ds ds ds
X =0 } y =0 ; xX+y* =0
I I I
_ ds ds
E-80 = Mi- + uo IL- A |
/% T s I
ds ds ,
E- Qo= | Mivx: + v | x2. [9°7]
1 I s I
ds ds ds
E-80 = Miry- + H ya- + f10**}
I I A

.1

El centro eldstico forma, pués, parte de 1la estructura, tiene
existencia tan real como el c.d.g. de un cuerpo fisico; » se
ha de trasladar a é1 la sustentacidn izquierda del arco. 7or
consiguiente, y. para no alterar la continuidad fisica, es
precise imaginar una barra de rigidez infinita, tal y como se
ve en la figura de la pdgina siguiente, que enlace el nuevo
origen de coordenadas con la extremidad libertada del arco;

tal barra, al no deformarse ni alterar las condiciones fisicas
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del arco, tendré& en su extremc unas reaccicnes vircuales

ligadas por las relaciones:

b 4!

! 2‘
Yo
< %
H = Ho ; Vv = Vo ; U = po + VeXo + HeYo [11}
Tampoco los desplazamientos virtuales, que hemos escrito

atrds, ®o, b0, Qo, del centro eldstico serdn los mismos del
extremo liberado; su relacién la hallamos en la figura
siguiente, en donde se han sefalado todas las deformaciones;
evidentemente, como la barra no se deforma, 90 = &; ademds, de

la semejanza de los tridngulos sombreades sacamos:

Xo yo 1
Al Ay &5x o]
. :
1 Ay = x0r0 ; 8x = ¥o-s
—] iy
A 1 \ ‘ o = 0 7127
Ao ~ gp
. 3 , Ao = A + x0-0 1132
& |,

g_, | 50 = & + Yor® [i4]

Las ecuaciones de la estdtica, [5], (6} y [7], (pd&g. 9) las
anteriores (8°°], [9’'}) y [107'], (pdg. 16} y las altimas
[1ry, [r12j, [13] y [14)] resuelven el problema por completo;

aungue no cabe duda de gue en ciertos problemas se pueden

17
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emplear las no trasladadas al centre eldstico, es decir, las
(8}, (%'} y [(10°] (pdg. 13) (o mejor, la simplificada
equivalente a la [10’}}, junto con las otras anteriores; y eso¢

dependerd del tipc de problema.

Inmediatamente vemos de [8°'}, [8''] y [10''] y de las [i2],

[13] y (14] que si la reaccidn en el centro eldstice queda

reducida a una fuerza vertical, V, (con uo

Gy H=20;, la
deformacién de las sustentaciones consiste en un desplazamien-

relativo vertical (@0 = ® = 0; 8o = 0; luego & = 0},

Del misme modo, 381 la reaccién en el centro eldsticoc se
compone udnicamente de fuerza horizontal (uo =0, Vv = 0), la
deformacidn relativa de lIos apoyos es un dssplazamiento
horizontal (&0 =60 = 0; o = 0; luego A°= g); de aqui se
deduce gque, para conseguir en una viga curva empotrada una
traslacidn sin giro de las extremidades, hay gque aplicar dos

fuerzas iguales y contrarias a la altura del centro elidstico.

Cdlculo de los coeficientes de rigidez y transmision en arcuos

.- Para determinar estas caracteristicas eldsticas hagamos, co-
mo en el caso de una viga, apoya-
dofempotrado al arce; y sometamos
el extremo libre a un momentc, m,

tal que dé una deformacidén angu-

“NE

lar unidad, © = 1; m= k'@ = k.
I Por ser extremo libre, u = 0 y de

[11] sacamos:
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(d= 8 =0) ; uo=-vXo - H-Yo ; fdo=x0 ; o= Yo

Por otra parte, el par m k da una distribucidén isostdtica

constante, M1 = const. m, pudiendo salir fuera de las

integrales [&8°'}], [9''}] y (10''}], 1o gue conduce a la

anulacién de los momentos 1isostdticos de primer orden

ds ds
X ’ . } per tanto:
I I

ds
E = (k + uo): [15]
I

ds E+Xo?
E+Xo = V x? [16} » VX0 = ————

I .j' ds
x2
I

f ds da | - E-Yo?
H y? + ‘/. [172] ¢ H-Yo =
I A f ds ds
y? +
I ./. A

regultantes,

tx

]

o
]

1
po = E- + +
fds [rda '/' ds f ds j ds
X Ve +
I I I I A

5i en 1la ecuacidn [17] se desprecia el término H.r(ds/A),

Xo2 Yo? 7
2

gueda aproximadamente:

Xo? Yo?
4

1
+ +
ds ds ds
[erm [r
I I I
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Para deducir 3 calculamcs u', momento contraric, de la

ecuacidén (7], pdg. %, tercera de las de la estdtica:

E+Xoc1?
p' = - k + 2:X6'V = - k + 2- = Bk
fo(ds/I)
2+E-Xo?
k - —
S xids/I)
A=~ [19]

k

N6tese que los coeficientes de transmisién en los arces
resultan negativos; es decir, que los pares inducidos tienen

sentidos contrarios a los pares aplicados.

Arcos biarticulados simétricos.- Partiremos de las férmulas

(81, (%'] y [10"], pdgina !3, sin trasladar a los ejes
eldsticos; la primera no la podemos emplear, al ser @& = 0;
los primeros miembros de (9°] y [10°] son nules, por haber
articulacién; ademds, u = 0, por la misma causa; de las
ecuaciones [5}] y [7] de la estatica, pdgina 9, deducrimos gque V
¥ V° pueden calcularse por las referidas ecuaciones de la
estdtica y, ademis, tienen el mismo valor gque en una viga

doblemente apoyada.

Notando gue (v-sena + Ni) representa la compresién en el arco
cuando el extremo derecho desliza y H = 0, gue denominaremcs

N’, y gque realmente es de signo contrario, queda en [l0’']:
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ds ds N*
Micy- + Vef x-y- - cosa+ds
(3 I £ I s A
ds cos?a
yi- + ——ds
3 I S A
ds ds
Hi‘y’ + V- Xy
s I ‘s I

= [eo]
ds

y?.
s I

£l valor de la tercera integral del numerador, que se ha
despreciado, suele ser peguefioc en los arcos de dimensiocnes
ordinarias; también suele despreciarse el segundo términc del
denominador, quedando la aproximacién indicada en la férmula
{20], en la cual dos integrales no dependen de las cargas, y

5i solamente de lIa ecuacidn analitica.

Como aplicacidn, estudiemos el arco biarticulado parabélico

sometide a la carga concentrada P, supuesto (como suele ser

habitual en la mayoria de los arcos) proyeccidén vertical
constante del momento de inercia, I+cosa = Io; es decir,

I+(dx/ds) = Io; o lo que es lo mismo, ds/I = dx/Io;

® ¥
“y J (+
ot
v v

_’L_
£
-
P~y

'71_

2]
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La ecuacidén de la pardbola es: Yy = (%L - x7)
L2

De las ecuaciones de la egtdtica calculamos V y V':

P=V + Vv P-(L - a) ‘ P.a

VL = P-(L - a) L L

La ley de variacidn de lIos momentos a lo largo de las
distintas secciones, para considerarlo en las integrales

correspondientes, vale:

x =5L
Mi = P-(x - a)
x = a
L
L -1
“f;i-y-dx = Pe(x -~ a)(x"L = x2)+dx =
H
@ a L
P-F z P
= (L‘— 2+a*L + + 2-a +L -~ a4)
3-L?
L L
P(L - a) 4-f 3 P-f-L(L - a)
V| % y+dx = (3L - x7}+dx =
A L b L2 3

(este tdltimo momento contrario al anterior)

L L
16-r2 §+f2.L
yi+dx = — (x*L = x2)i+dy = — , ¥y sustituyen-
(-]

o L 15
do en {20}, con a/L = T', queda

— 5+P+L 3
H= ——— T+(1 - 2-T2 + T ) [21}
g-f

Para calcular el efecto debido a un incremento de temperatura,

si en la férmula [10°] simplificada, pdg. 16, y aun sin el

término ds/A y con § = a*At*L, Mi = V = u = 0, resulta:



TEORIA DE ARCOS 25

E'd’At'L E‘G'ﬂt'L 15-E-a-ﬂt-l’o
He = — - = [22]
ds §fi-L §-F2
YZ
I 15+Io
[2]

Andlogamente, para un arco biarticulade y sometido a una carga

uniformemente repartida en una longitud a, carga total p-a.,

tanemaos:

Y a .

pra a p*x?|a a L
Vv = L - —- M1 = + prac(x - —
L 2 2 a 2 |a
b
L p-a a 4f 3
V[ %X y+dx = L - — (x2'L - x" )rdx =
L 2 L2
° 0
pra*f-L-¢2-L - a)
L - 6
prx? 4-f
Misy+dx = . (%L - x2)dx +
2 Lz L
]
° a 4-f
+ pra|lx - — (L - x2)dx =
2 L2
a
prf [ r.a?  azf  a¥ az.r’
= + — - ;
Lz 6 3 15 3

la tercera integral es la misma y, sustituyendo otra vez en

[20], con la misma transformacidén a/L =T y los mismos signos
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anteriores, salen lag férmulas:

S‘P'LE

T k3
H = — T2+ ¢1 = T2 4 2/5:T%)
16+f
para a =L/2, T = 1/2, gquedando:
- peL2 3 I
H = — ’ V = — p-L P V' = —— p-L
16+fF 8 8

para a=1, r =1,

- P.LZ ch
H —

g«f 2

(23]

[24]

{25]

Arcos semétricos empotrados.- Indudablemente, para estos arcos

es conveniente utilizar las férmulas referidas al centro

eldsticc, mis simplificadas. Vamos a estudiar Ios dos mismos

ejemplos del casc biarticulado y suponiendo ds/I = dx/Io.

Arco sometido a carga concentrada, P: deé la ecuacisdn de la

pardbola

4 F

S(x & - x2)

lo primero gque hemos de calcular es el centro eldstico:

'[x-(ds/I) J;x'(d'x/ro) i“;-dx x2/2 L
B f(a‘s/I) .[(dx/Io) ) J‘de X o
L (]

Xo

L
| _JEe——
2

X0
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-+ %

w£4¢¢z

A

4 & b -
IY'(ds/I) j:y-dx 4 f f 2
(4

Yo = = A = (x*L - x?)*dx = —f = Yo
T‘rds/r) [dx 3
0

3
trasladando a los ejes por Xo,Yo, gqueda y =

f

(LZ - 12+x3%)
3-L2

De lag ecuaciones (12}, [13] y [14] de la pdg. 17, al ser @ =
A=6 = 0, deducimos @0 = Ao = 8o = 0; ahora emplearemos las
ecuaciones [8’'}, (9'’'] y [10'’] de la pdg. 16 y lIa [l1] de la

pdg. 17; de [10'"} escribimos:

) =fﬂi-y-dx + HIy’-dx
s i

k £2 4-£f2-L
l‘y}.d‘x = 2 (L.'s‘ - 12-x2)2-dx = —

$-L 45
L +L/2
ML = P|l— - a + x
2 -L/2+a

i
L 3
fﬂi-y-dx =f PE—— - a+ {[ *(LZ - 12-x2)ﬂl#=
2 J-L2
-l-f,;ra.
e-f L2 LA 4
= Sl— (L/2 - a)? = —— - (L/2 - a)
3-L? 2 16

15-¢ [L3 L4 Z
g = . (L/2 - @)2 = —— = (L/2 - a)'| =
2 16
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15:P-L 1 1 o
H= = ———— (1/2 = T)2 = —— = (172 = 1) | =
4-f 2 16
15-P-L
& ————T2-¢(1 - T)? = §{ [26]
4-f

Para calcular V empleamos la [9'']:
iz 3

O=fui-x-dx— foi-dx ; 2fx2~dx=——
o

12
LA x? x3|Ls2
P(L/2 - a + x)*x*dx = P-|(Lj/2 - a)- + =
_g._‘_._ 2 3 -L/2+a
L3 L-az a3
= p|l— = - —
12 4 )
V=Pl = 3:T2 + 2-P3) = Ps(1 + 2+T)+¢1 - T)2 [27]

Finalmente, de [8'’'] deducimos el momento:

0 !fﬂi-dx + yofdx ; fdx

= (1/2})+*(L - a)*P*L-(1 -T)

L ; fMi-dx = drea del tridnguloe =

PeL2:(] - T)2

2
- PeL-(l - T)2
KO = —
2
¥, finalmente, de [11]:
R
PL(l1 - T)? 15PL 2F L
H = + Tr2¢1 - T2 - P(1 + 2r)(1 -T)? =
2 4f
AT
P-L 2
- sTe(l =T }+(2 = 5:T) = u [28]
2
- —r
H' = H ; V' =P =V = PeT2.(3 = 2:T) ;

H* = u - VL + P-(L - a)

Para un incremento de temperatura, de [9''], con Mi = 0, y con

o = & = a*At-L, quedard;
4f2.L 45 E+sTo*a At
E‘Iora-At'L =N |y2-dx =8 ——— ; H = .
45 4 £2

(23]
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-~ 45 E-Iora-dt 2 15-E-To-a*At ~
4U=HY¥Yo = —1— . f = =y’
4 £2 3 2-F

[30]

Para resolver un arco sometido a carga uniformemente repartida

, dado lo complicado del cdlculo, lo mejor es recurrir al

método de superposicidn:

p = g-dx ; r = =x/L i
dx = L+dl" ; p = g+*L+dl’ ;
¥ rls-q-Lz
H=f ————+T'2¢(] = TI')2-dI'=
x o g+ f
d prL?
# = T3¢6r2 - 15T + 10)
8+ f
[31]
K r
— v =f(1 + 2:T)(1 -~ T)2-qL-dr=
o
L- gL
M ] = .r(ps_ 2:T2 + 2)
2
v [32]
VY L qoLZ
M= —Te(l = T)2:(2 =~ 5+T}+g+L+dl = T2-(1 - T)3
) 2 2 {337

Obsérvese que el *“rebajamiento" de un arco, L/f, para unaluz
determinada, influye en las férmulas [26] y [31], siendo mayor
el empuje cuanto mayor es agquél; en cambijo, no influye en las
reacciones verticales (férmulas (27] y [32]), ni en los
momentos (foérmulas (28] y (33]). Son normales rebajamientcs
entres 1/5 y 1/7 y no mayores de 1/10; el rebajamiento no puede
aumentarse excesivamente, no solo por el excesivo aumento de
los empujes citados, sino porque se llegaria a un fendmeno de
flexidn excesiva. Por el contrario, al disminuir el
rebajamiento mis alld de 1/4, el empuje va disminuyenda mds
que aquél y pilerde interés el peraltado frente a otros

inconvenientes (pandeo lateral, accidén del viento, etc.).

27
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Vamos a considerar también el arco sometido a una accién

horizontal: empleamos las mismas ecuaciones, referidas al
centro eldstico, con ® =g = 6§ = 50 =40 = ©o =0 y el valor
de las integrales fijas ya antes halladas; sean P la carga
actuante y (xp, yp) las coordenadas del punto de actuacién;

las integrales especificas valen en este caso:

td

£
Mi = P+(y - yp) ; yp = ———-[L? = 12-(=Lf2 + a}?} =
j-L?
= F£of4-1' - 4-7'2 - 2/3)
g-x2 +L/2
Mi = Pef- + (4T - 4-T2 = 1)
L? o ~L/2+a
P-f2 4+x?
Mi-y-dx = — + (4T = 4+T2 = 1)|(L?2 = 12-x2)dx=
3L2 L2
“thta
P'fz'L I3 4 3
= ————————+ (96T = 240+T + 200+T - 60-T2 + ¢)
- 45
-— & 4 3 2
y de [l0""] sacamos: H = P-(24-T - 60" + 50T - 15-" + 1) =

3 2
= pe(l = T)2+(24+T = 12T + 2°T + 1) [34]
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+hf2

4-x3
JPMi-x-dx = — PoF —— + (40 - 47?2 - ])x|-dx =
L2
~lfzex 12+P+f
= P+f+L2+T2+(2F = T2 = ]) 7 JV = ———+P2.(] + T2 = 2:7)
L
i [35]
dex2
in-dx =/ — P fr + (4T - 4-T2 = 1)|+dx =
_‘lz*)( Lz
2+Pf-L z
= — ——————(4:T = §:72 + €T = 1)
3
—_ 2P+ f =z
HO = —— (4T = 972 + 6:T = 1) =
3
2+psf
= *fl - T)Z:.(dT = 1) ; de donde:
3 — ——
H = HO + H——+f — Vemmew = 2.Pof+T(] = T)3+(8:T2 = 7:T + 2)
3 2
[36]

Pasemos ahora a estudiar el?

comportamiente del arco frente a un giro en un extremc, ©

frente a un corrimiento horizontal, o frente a un corrimiento

vertical del mismo extremec; comencemos por el giro:

~
[= 2
]
n
]
(=]
~

Qo = @&

o = Yo'®© ; Ao = Xo-e;Hi =0

de [87']  ====> E©Io =
L/g
= ui/ﬂdx = ug+L ;
L puy E+@-Jo
d -~ .
L
de [9°"] ====> E+X0+0+*I0 =
ufz 3
= V2| x?-dx = V-
o 12
6*E«To-@
fv = ; Vo= -
L
[37]
Lf2
/ 4-f2-L
de [107"] ====> E+Y0+@+I0 = H+2| y2+dx = H*——— ; H’ = - H
45
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— _——
A~ E-@+Io 15+E+To+0 2f
M = o + HeYo + V+Xo = + . +
L 2:f-L 3
A
6*E-In*8 L
+ —— =y = 9e.L [39]
L7 2

También podemos sacar de las ecuaciones (18] y [13], péags. 19
y 20, los valores de la rigidez y el factor de transmisidn:
#+E-Io 1
k= — A= - —
L )

el primero de log valores nos confirma el valor hallado para

H;7 y el segundo nos da: o
u 3:E+To-®
H' & = = 5 ree———
3 L

Para el caso de un desplazamiento, &, sacamos:

e=A=06, &6§=8=60, ©=8=0, pw=o0, v=0
e 4-fi-L - 45-E-Io+5
E«8§+Jo = H+2 | yi+dx = H+—rr—— ; H = ————e—a [40]
A 45 4£f2.L
o 15<E<Io§
U= H Y0 = —memm—— =~ g’ [41]
2+f+L
Finalmente, para el asiento, A, =8 =20 7 G0 = é0 = 0
A=Ao ; Ho = 0 ; H =20

&
.
[
fe L3 12<E-Io-A
E.A-Io = Ve2 xZ‘dx = Yoe— ; L vV = —'3—_ = - ¥
A 12 L
i
e 6+E-Io*A A
H=VXo = -— ; M= p - VL =
L
E-E-To- A 12-E-Io-A 6+E+Iap
= — = - u-

L? L2 L2
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1.10.-

Arcos agimétricos.~- Las férmulas deducidas [8°'°'J, (%'} ¥y

[10'"}] de la pdgina 16 son completamente generales y valen pa-
ra arcos asimétricos;pero es
preciso no olvidar gque las
deformacicones y reacciones
son consideradas en direc-
cién a los ejes principales

de elagticidad. Por tanto,

hay que operar de 1la forma

siguiente:

l12) dada y*'’ = f(x’'), cal-
cular las coordenadas del centro eldstico y trasladar a la

nueva ecuacidn y’ = f(x').

22) vcalcular 1los ejes principales de elasticidad por la

conoclida férmula:

2+ Ixy fo'-y’-{ds/I)

tgla = ————— tgla =

Iy - Ix ./;’3'(ds/1) —J[;'z-(ds/r)

Je) las férmulag citadas dan, como hemos indicado, ©o, Ao, &o,

4o, Vo y H§ en las direcciones de los ejes principales.

1



