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Esta practica realiza un breve estudio sobre los temas mas relevantes del andlisis
numérico. El objetivo de esta practica es introducimos, analizar y comparar las distintas técnicas
que existen para resolver un determinado problema, en nuestro caso, estos seran los temas a
~ tratar:

> Resolucién de ecuaciones. Realizaremos un breve estudio de las técnicas mas
importantes para la resolver una ecuacién, estudiando cada una de sus metodologias
para posteriormente comparandolos y obteniendo una conclusion final.

> Resoluciéon de sistemas de ecuaciones. Una vez analizado el problema de la
resolucion de ecuaciones, damos un paso.mas y comenzamos a estudiar las distintas
técnicas que existen para resolver sistemas de ecuaciones, para una mejor
comprensnon de este tema decidimos dividilo en dos partes: en sistemas de
ecuaciones lineales y en sistemas de ecuaciones no lineales.

> Interpolacién polinomial. Derivacién e integracion numérica. En esta seccion de la
practica realizaremos dos tipos de andlisis: la interpolacién polinomial, donde ademas
de introducirnos en este tema, realizaremos un estudio sobre la eleccién de los nodos,
evaluacion del polinomio interpolado en un determinado punto, y técnicas para elaborar
polinomios de interpolacién, en la otra parte del andlisis nos dedicaremos a la
derivacion e integracién numérica y estudiaremos un método de gran importancia:
extrapolarizacion de Richardson.

> Ecuaciones diferenciales. Para concluir con la practlca realizaremos un andlisis
sobre los distintos métodos para la evaluacién en un determinado punto de las
ecuaciones diferenciales, ademas estudlaremos los sistemas de ecuaciones
diferenciares.

Nuestro objetivo. principal es prOporclonar al rect0f una breve introduccion sobre los temas
enteriormente mencionados, suponemos que el lector tiene amphos conocimientos en célculo y en
la programacién ya que todos los métodos explicados en esta practica vienen acompaiado de un
diagrama de flujo con lo cual es una importante ayuda para su programacién. Todos los ejemplos
de esta practica estan résueltos de antemano para confirmar que la implementacion de los distintos
métodos es la correcta. _

Autor: Rubén Gonzalez del Castillo ' Pagina 4



_Practica |Resolucién de
.. |ecuaciones.

1.1 Introduccién tedrica.

En esta primera practica nos ocuparemos del problema de determinar las raices de las
ecuaciones, el objetivo es encontrar las soluciones de una ecuacion, calcular pe R tal que f(p)=0y
por tanto p sea solucion. Para ello nos basaremos en los siguientes métodos:

- Método de biseccion.
- Msétodo de regula falsi.
.- Método de localizacion aproximada de raices.
- Maétodo del punto fijo.
- Método de Newton-Rapshon.
- Msétodo de la secante,
- Método de A Aitken.
- Método de Steffesen.

Para comprender mejor cada método y comparario posteriormente estudiaremos la
siguiente ecuacion: X+x°-5=0. Antes que nada, resulta muy conveniente, realizar un anélisis
grafico, para poder distinguir de manera rapida las raices que tiene en un determinado intervalo.
Utilizando las instrucciones oportunas del Matlab obtenemos la siguiente representacion grafica:

Grafica de f(x)
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1.2 Método de biseccion.

El método de biseccion es de los mas sencillos que estudiaremos, se basa en el teorema
de Bolzano, f(a)-f(b)<0=3F cefa,b] /f(c)=0", por lo tanto, una vez identificado un intervalo que
contiene una raiz se dirige al punto medio de dicho intervalo y se queda con la parte del intervalo
que siga cumpliendo con el teorema de Bolzano, asi sucesivamente, de manera que iremos
acotando la raiz de la ecuacion.

Este algoritmo es muy deficiente pero muy seguro por eso se utilizara en algoritmos
posteriores para obtener una buena aproximacion, es muy raro verlo para calcular directamente la
raiz de la ecuacion.

Para comprenderlo mejor, disefiaremos su diagrama de flujo:

a,b, TOL Nmax f
st
bea exyor
p4a]
PRS- g0 2 Fay 0 2SN -
si si
= scl=b forre=1 :Nmax ol
o Hrd=(a+b)2;

4
[ €= TaPAR(r))0 LI R

P s, [

sol=(a+b)2;
T
resultados
" A continuacién, mostraremos las distintas aproximaciones a las raices que obtenemos al
variar la tolerancia, utilizando el intervalo [1,2].

Tolerancia | N °de iteraciones | N ° de operaciones Tiempo Aproximacion
10° 10 139 0.27999999999999 | 1.43310546875000
10® 17 223 0.38000000000000 | 1.43342971801758
10" 24 307 0.33000000000000 | 1.43342766165733
10" 34 427 0.33000000000000 | 1.43342766384012

Como principal conclusién podemos obtener que al aumentar la tolerancia aumenta el
nimero de operaciones e iteraciones, cosa que no sucede con el tiempo ya que puede verse
influido por la actividad que ejerza el procesador en ese momento.:

Autor: Rubén Gonzalez del Castillo
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1.3 Método de regula falsi.

E! método de regula falsi a de la posicién falsa, al igual que el método anterior también se
basa en el teorema de Bolzano, es decir, tenemos un intervalo donde el valor de la funcion para los
extremos cambian de signos esto implica que existe un punto donde el valor de la funcién se anule
y por tanto ese punto es raiz, pero en este caso se pretende optimizar utilizando la pendiente de la
funcién. De manera grafica seria:

A continuacion estudiaremos su diagrama de flujo para terminar de comprender como se
realiza este método:

3,5, TOL Narax,f
si
b¢6 [2eqnig
0
fay0 D= =0 D= Fapgb)0 -
si si
sal=a sol= while (x=<Nrmax)
e ST AN SE O)
v
= Lay a0 =] peoin:
————P| ends(p(nD-p(n); g
ar<Tal e
%
sol=p();
Ingenr
resultados
Aufor: Rubén Gonzalez del Castillo . — pigima7



A continuacion, mostraremos los resultados obtenidos:

Tolerancia | N ° de iteraciones | N ° de operaciones Tiempo Aproximacion
10° 6 287 0.21000000000000 | 1.43322865802549
10° 10 503 0.33000000000000 | 1.43342662112894
10" 13 665 0.39000000000000 | 1.43342764355764
107" 18 935 0.39000000000000 | 1.4334276638B520

En el anterior métoda pudimos observar que a mayor exigencia, es decir, mayor tolerancia,
tenemos un mayor niimero de iteraciones y de operaciones, pero esta regla no se le puede aplicar
al tiempo, ya que el tiempo de ejecucién de la funcion no depende de dicha funcién sino que
depende de la actividad de procesador en el momento de ejecucion de la funcién. Podemos
observar que ejecutando la misma funcién con los mismos parametros, la salida que puede sufrir
madificaciones es el tiempo. De todos modos, pensamos que es interesante mostrarlo ya que a
pesar de este inconveniente, resulta un buen pardmefro para determinar la eficiencia de un
determinado algoritmo.

1.4 Método de localizacién aproximada de raices.

Es una estimacion aproximada de la localizacion de una raiz de la ecuacién f()=0 en el
intervalo {a, b] mediante el uso de puntos de muestra equiespaciados (X, f(xk)) y de acuerdo con
los siguientes criterios:

—=( Yk1)(¥W<0, 0

— | yil <& € (YieYi1) (Yier¥i)<0

Esto es, o bien f(x«.1) y f(x,) tienen dlstmtos signo, o bien |f(x) | es pequeiio y la pendiente
de la curva y=f(x) cambia de signo cerca de (x, f(xJ)). Su diagrama de flujo es:

=R}k e D300);

nemel, ' memtl; [ |

POCm)=(x(l-D+x(k))/2,

- solq;.(n;l',

Autor: Rubén Gonzilez del Castillo Pagina 8



La solucion que obtenemos es:

Tolerancia | N ° de operaciones | Tiempo Aproximacion
10”7 i 122 0.06000000000000 | 1.45000000000000
107 1112 0.28000000000000 | 1.43500000000000
10” 11012 0.61000000000000 | 1.43350000000000
10~ 34794 1.37000000000000 | 1.43339015332608

En este caso no podemos sobrepasar la tolerancia 10™ ya que trabajamos con una version
estudiantil de Matlab y no nos permite hacer un cierto niimero de operacianes. A pesar de eso,
podemos observar claramente que este algoritmo es uno de los peores que hemos estudiados
hasta ahora, realiza muchas operaciones, tarda bastante tiempo y ademas obtenemos una
aproximacion no muy adecuada, se basa en una idea compleja y en la situacion en que
pudiéramos decidir por un método u otro, en ningiin caso escogeriamos este método.

1.5 Método del punto fijo. .

Para comprender mejor este método volvamos a la introduccién tedrica de la préctica,
recordemos que nuestro objetivo en esta préctica es resolver una ecuacion, es decir, calcular las
raices reales que anulen a la ecuacién, f(x)=0.

El método del punto fijo realiza un-cambio sobre esta funcién para que resulte mas seéncillo
de resolver: '

—f(x)=0 Tenemos que calcular x tal que anule a f(x).

—x=g(x) Tenemos que calcular x tal que corte las ecuaciones: y=x ¢ y=g{x).

¢Pero qué g(x) tengo que utilizar? No todas las g(x) que se nos ocurran seran buenas, es
decir existen algunas que en vez de converge divergen, tendremos que identificar cuales son las

buenas y cuales son las malas, para ello tendremos en cuenta la pendiente de la funcién, es decir
la derivada de la funcion. De manera gréfica seria:

I,
A L L LR T,

-
R

T3] TP, VI,

p2 pp2

Consideraremos como g(x) buenas aquellas cuya |g’(x)|<1, en otras palabras, las que
estan por debajo de la recta y=x. Pero dentro de las buenas existen algunas que no son tan
buenas ya que puede converger localmente, es decir converger para una raiz y divergir para la
otra, otra consideracion que tendremos que tener en cuenta son los p0 que la obtendremos de los
métodos anteriormente vistos (biseccién, regula falsi y localizacién de aproximacion de raices).

Autor: Rubén Gonzalez del Castillo Pagina 9
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Para comprender mejor este método observemos el diagrama de flujo:

0, TOLNmaxgep

disp(La fancién gfx) es mala )

o

disp(La farcitn glx) estuera.) N wrhile (n<Nmax)
| P(tﬂ;f(p&!:)m(; 1))
en=. -p(n-1));

i

01_ .
), |y

resultados

Los resultados que obtenemos, cori un p0=1, son:

Tolerancia | N ° de iteraciones | N ° de operaciones Tiempo ‘Aproximacion
10~ 5 75 0.22000000000000 | 1.43342767228085
10™ 6 89 0.28000000000000 | 1.43342766386382
107 6 89 0.27000000000000 | 1.43342766386382 °
107" 7 103 _0.33000000000000 | 1.43342766386382

¢Por qué obtenemos idénticos resultados a partir de una cierta tolerancia? Suponemds que
el principal motivo que origina esta situacién es la eleccién del criterio de paro, también podemos
observar lo eficiente que es este algoritmo cuya principal desventaja es la eleccion de la
g(x).Debido a la imposibilidad de encontrar una buena g(x) hemos optado por la siguiente g(x):

v

a(g=x _fx]
f'{x)

Esta g(x) es la mas eficiente y es la utilizada por el método Newton-Rapshon que

explicaremos a continuacign.

Autor: Rubén Gonzalez del Castillo
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1.6 Método de Newton-Rapshon.

En el método del punto fijo el principal problema era saber si una g(x) es buena o mala,
esta cuestion se resolvia utilizando el siguiente criterio: considerarémos g(x) como buenas si
[g'(9)|<1. Pero dentro del conjunto de g(x) que cumple el criterio cual es la mejor, o mejor dicho,
cual es la que converge mas rapidamente. El método de Newton-Rapshon demuestra que la
siguiente g(x) es la que converge mas rapidamente.

g(g=x _f(x}
(%)

A continuacién mostraremos su demostracion:

f0)=0P £()=0 P = x - f(x) =g(x)
() (x) ‘
g'09=1 - FRIFOI-FIF'®) g'(p)=1 - F(P)F(P)-FP)F"(p)=1-1=0
Fo)° o )]

Su diagrama de flujo es:

30, TOL Nomax ££p

while (n<Nmax)
=ntl; .
p)=p(rl X E (-1 DA (- 1));
er=ds(p(n)-p(n-1));
scl=pl;
Pl enlndes [ T
Los resultados que obtenemos, con un p0=1, son:

Tolerancia | N ° de iteraciones | N ° de operaciones Tiempo ‘ Aproximacion
10~ 5 64 0.27000000000000 | 1.43342767228085
10™ 6 80 0.27000000000000 1.4334'2766386382
10~ 6 80 0.28000000000000 | 1.43342766386382
107" 7 96 ) 0.27000000000000 | 1.43342766386382

Autor: Rubén Gonzdlez del Castillo | T Pégina 11



Como podemos observar obtenemos idénticos resultados con el método del punto fijo, eso
es debido a que se tratan del mismo método, cuando el método del punto fijo utiliza la g(x) mas
eficiente, es decir, la que utiliza Newton-Rapshon. Ademas podeémos apreciar que el método de
Newton-Rapshon es mas eficiente que el método del punto fijo, no-sélo porque no tenemos que
preocupamos en la'eleccién de la g(x), sino que utilizando la misma g(x) obtenemos resultados
idénticos con un menor numero de operaciones.

1.7 Método de la secante.

El métedo de la secante es un método que se basa en la pendiente de la recta para evitar
de ese modo la evaluacion de dos funciones: f(x) y '(x), como sucedia con el método de Newton-
Rapshon, su orden de convergencia es de 1.618033989; es casi tan eficiente camo el de Newton-
Rapshon cuyo orden de convergencia es de 2, por contra necesita dos aproximaciones para
establecer la recta pendiente.

De manera grafica seria:

A continuacién mostraremos su diagrama de flujo para terminar de comprender como se
realiza este método:

p0,p1 TOL,Nmax,f

n=1;

sol=p1-(fp1)*(p1-pONARp1)-fp0));

while (n<Nmax)

pl=sol, ‘ break

err=abs(sol-p1); 5

ST T v
sol=p1<{f{p1)*(p1-p0))(Rp1)-Kp0));

n=n+l;

S I

Autor: Rubén Gonzalez del Castillo Pigina 12



Los resultados que pbtenemos, con un p0=1.4331y tolerancié =103, son:

pi N ° de iteraciones | N ° de opsraciones | . Tiempo Aproximacion
1.4332 1 18 0.27000000000000 | 1.43342770765452
1.4333 1 18 0.33000000000000 | 1.43342768841874
1.4334 1 18 0.33000000000000 | 1.43342766918449
1.4335 1 18 0.33000000000000 | 1.43342764995177

Observamos que este método la mejora de la precision esta especificado por las dos
aproximaciones que necesita y no por la tolerancia, el principal inconveniente de este método es
que esta muy influido por las dos aproximaciones, estas aproximaciones se puede obtener por
cualquier método visto anteriormente: biseccion, regula falsi, etc.

1.8 Método de A2 Aitken.

Aitken crea una sucesion que converge superlineamente a p, a partir de una sucesion {pn}
que converge linealmente a p, esta sucesion es la siguiente:

® Po _p P+=g(Po) _y P2=g(P1)_y, .. P  LINEAL

@ l ‘

© Po=Po . _(P1—Po)® =Po- AP _, ...y P SUPERLINEAL
@ Py =2P+Py AZPO :

g Como viene siendo habitual, a continuacion mostraremos su diagrama de flujo:

p0,TOL,Nmax.f.g

(@

©

@

@

@

]

. v
@

@

C I
© while (n<Nmax)

@ p2=feval(gp1);
©

&

@

©

@

©

]

©

@

©

. . n=0;
pl=feval(g,p0);

sol=p0-((p1-p0)."2/(p2-2.*p1+p0))

p0=pl; pl=p2; n=n+l;

i Imprimir
Pl resultados

Autor: Rubén Gonzilez del Castillo P4gina 13
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Los resultados que obtenemos, con un p0=1 son:

Tiempo ‘

Aproximacion

Tolerancia | N ®de iteraciones | N ° de operaciones
10~ 2 84 0.22000000000000 | 1.43342665713637
10 2 84 0.44000000000000 | 1.43342665713637
10”7 3 109 0.33000000000000 | 1.43342766386323
107" 3 109 0.33000000000000 | 1.43342766386323

Podemos observar que el método de Aitken obtiene muy buenos resultados en pocas
iteraciones, esto es lo realmente soprendente de este método, que de un conjunto de
aproximaciones a p obtenga mejores aproximaciones, y- con mayor eficiencia, a p. El siguiente
método que estudiaremos es el método de Steffensen y se basa sobretodo en el método de Aitken.

1.9 Método de Steffesen.

El método de Steffesen es una optimizacion del método de Aitken, recordemos que Aitken
para obtener una buena aproximacion necesitaba un conjunto de aproximaciones que convergan
linealmente a p, este conjunto lo obtenia aplicando el método del punto fijo, utilizando este conjunto
iva obteniendo aproximaciones que convergen superinéalmente a p, Steffenssen descubre que no
hace falta utilizar toltamente ese conjunto, se consigue una mejor optimizacién si una vez
conseguido la primera aproximacién de Aitken aplicamos dos veces el punto fijo, de esa manera si
volvemos a aplicar Aitken con esos tres valores (12 aprox. De Aitken y las dos aplicacién del punto
fijo) obtenemos una mejor solucion asi, sucesivamente hasta cumplir el criterio de paro
seleccionado. De manera esquematica quedaria:

Po _p P1=3(Po) _p P2=g(P1)

{ Aitken
P’o_"PH =g(P'0)_,, P'2=g(P")

{ Aitken

Los resultados que obtenemos, con un p0=1 son: '

Tolerancia | N ° de iteraciones | N ° de operaciones Tiempo Aproximacion

- 107 2 102 0.32000000000008 | 1.43342766386383
10° 3 138 0.33000000000000 | 1.43342766386382
10" 3 138 0.27000000000000 | 1.43342766386382
10" 3 138 0.33000000000000 | 1.43342766386382

A partir de una cierta torelancia obtenemos idénticos resultados, el principal motivo de este
hecho, es el desarrollo del algoritmo, existe una torelancia en el que el algoritme no puede
proporcionar mejor aproximacion a p, lo que si podemos asegurar es que nuestra ecuacion tiene
una solucién en el punto 1.43342766386382 desconocinedo el resto de los valores.

Autor: Rubén Gonzilez del Castillo Pégina 14



El diagrama de flujo del método de Steffensen es el siguiente:

pO,TOL,Nmax,f,g

v

n=0;

while (n<Nmax)

pl=feval(g,p0);
p2=feval(g,p1);

sol=p0-(p1-p0)"2/(p2-2*p1+p0)

no

no

break

t

pO=sol; n=n+l;

Imprimir

resultados < '

Autor: Rubén Gonzélez del Castillo
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1.11 Ejemplos.

1.-Dado la siguiente funcién fix}=x"+5x’+2x%x-1, estimar una raiz real para el
intervalo [-2,2], utilizando los métodos anteriormente vistos, con distintas tolerancias, y
utilizando en aquellos métodos que lo precisen la siguiente g(x)}=1/ (x®+86x%+2x+1)

Antes de nada resulta muy interesante ver la grafica de esta funcién, de esa manera
podremos observar de manera rapida que en el intervalo [-2,2] sélo existe una raiz, que sera la que
tenemos que calcular.

La grafica de la funcion f(x)=x"+5x>+2+x-1 en el intervalo [-2,2] es la siguiente:
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Como podemos observar sélo tiene una raiz en el intervalo [-2,2] a continuacion

mostraremos los resultados obtenidos y ademas la evolucién de las iteraciones para los distintos
métodos.

A A A AN R R AR AN AR AR SRR R R N R R N S E N SR NN S N R o W R W R o SR SN F N N W R R RN F T
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Investigacion:

Creemos que resultaria mas interesante investigar sobre los métodos anteriormente visto,
que seguir poniendo ejemplo y sacar una vez tras otras las mismas conclusiones, nuestra
investigacion se dirigira hacia los métodos de Aitken y Steffensen, sabemos que son muy eficientes
épero existe alguna manera-de optimizarlo?, recordemos que Steffensen se basaba en Aitken y
este a su vez en una sucesion de aproximaciones que se obtenia con el punto fijo, pero por qué no
obtener esa sucesion de aproximaciones con newton en vez de hacerlo con el punto fijo, de esa
manera, ¢ podriamos obtener mejores resultados?

Utilizando el ejemplo anterior obtenemos los siguientes resultados:

Con tolerancia=10"" y p0=0.5 ‘ _Solucion lteraciones | Operaciones
Aitken usando punto fijo 0.46234002722272 59 1659
Aitken usando Newtan ' 0.46234002719881 3 135 .
Con folerancia=10"" y p0=0.5 . ~ Solucion | lteraciones | Operaciones
Steffesen usando Aitken con punto fijo 0.46234002719881 3 . 82
Steffesen usando Aitken con Newton 0.46234002719882 3 148

La evolucion de las iteraciones son las siguientes:

64234
0.402¢
0.442¢
0524 [
04824

0.482¢,
wa]
0.462¢
0.4024]

Aitken con punto fijo Aitken con Newton .

04828 0.4829

04234
s.a124
0.4624)
0.024
o.4424 0.4820
04824
o824
0.482¢]
oAt

o.a08 . -

1 15 2 23 3 A5 4 1 .5 2 2s 3

Steffensen con punto fijo Steffensen con Newton

Es facil observar que Aitken utilizando Newton es mucho mas eficiente ya que obtenemos
mejor aproximacion en menores iteraciones y con un menor nimero de operaciones, que
utilizandolo con el punto fijo, no ocurre lo mismo con Steffensen, eso es debldo a lo realmente
eficiente que es este método.

Autor: Rubén Gonzalez del Castillo ‘ Pagina 20




Para concluir esta primera practica creemos que resultaria conveniente mostrar las
ventajas y desventajas de los métodos estudiados hasta ahora.

METODOS VENTAJAS DESVENTAJAS
Biseccion. -Muy rentable para obtener una { -Muy lento.
primera aproximacion. -Necesita  especificarle un
intervalo que contenga una raiz.
Regula falsi. -Rentable para obtener unaj-Muchas iteraciones.

primera aproximacion.

-Muchas operaciones.
-Necesita  especificade un
intervalo que contenga una raiz.

Localizacion aprox.de raices.

-No encontramos ventajas.

-Es muy lento.
-Muchas iteraciones.
-Muchas operaciones.
-Es muy deficiente.

Punto fijo.

-Converge.

-Eleccion de p0.
-Necesita de g(x).
-Rapido.

Newton-Rapshon.

-Converge cuadraticamente.

-Eleccion de p0.
-Rapido.

Secante.

-Converge casi
cuadracicamente.

-Eleccion de p0 y p1.
-Répido.

Aitken con punto fijo.

-Converge superlineal.

-Eleccion de p0.
-Eleccién de g(x).
-Rapido.

Aitken con Newton-Rapshon.

-Converge cuadratica.

-Eleccién de p0.
-Muy eficiente.

Steffensen.

-Converge cuadratica.

-Eleccion de p0.
-Eleccion de g(x).
-Muy eficiente.

Autor: Rubén Gonzalez del Castillo
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€

— Resolucion de sistemas
“|de ecuaciones.

2.1 Introduccion teérica.

Si la practica anterior se nos hizo un mundo esta se nos hara un universo, ya que en esta
practica estudiaremos los distintos métodos que existen para resolver un sistema de ecuacion,
para comprender mejor esta practica creemos que es necesario estudiar de forma independiente
tanto los sistemas de ecuaciones lineales como los sistemas de ecuaciones no lineales.

Recordemos que antes teniamos una ecuacién a resolver:

ax+ax" M+ .+ ax’=0

Siendo la solucion aquellos valores de x donde se anulaba la funcién. Pero ahora tenemos
un sistemas de ecuaciones:

ayxy+aXo+.. +a810X= by
azXq+agXgt.. . FanX,= b,

BniXytamXot.. +anpXn= by

Donde la solucién del sistema es el punto donde cortan todas las ecuaciones que
constituyen nuestro sistema. En esta practica no realizaremos anilisis grafico alguno, ya que la

implementacién de este algoritmo es compleja y la informacién que aporta carece de gran
importancia.

2.2 Resolucion de sist. de ec. lineales.

~ Para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales analizaremos los siguientes
métodos:
- - Triangularizacion superior seguido de sustitucion regresiva.
- Factorizacion LU.
- Msétodo de Jacobi.
- Método de Gauss-Seidel.

Para una mejor compresion y comparacion de los métodos nos basaremos en el siguiente
ejemplo:
Sk+y+z=5
x+4y+z=4
x+y+3z=3

Escogemos este ejemplo porque ya conocemos la solucién (x=0'76,y=0'68,2=0'52) de esta
manera podemos comprobar que los métodos estan comrectamente implementados.

Autor: Rubén Gonzilez del Castillo . Pagina 22



2.2.1 Método por triangularizacion superior seguido de
sustitucidn regresiva.

Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
ay1Xy+aXyt,..+a1nX= by
Az1Xy+axnXat+.. FaxXa= by

amXqi+anXe+...+8nnXn= bn
Podemos expresarlo de forma matricial:

as1 @12 Qn| [X1] | by

a @z . am| [X2|| b2

am ar;z - xn bl:!
A X B

De forma que si conseguimos, mediante operaciones elementales (sumiar filas, restar filas,
etc.), que la matriz ampliada [A|B] sea triangular superior.
a'yy @'y2.. a'1n| b
0 axn._abn|b>

0 ) 0 a’ﬂl’l b’l’l
Mediante la.sustitucion regresiva obtenemos la solucién del sistema.
ay a2 @y |Xx1] | b
-0 a'p . ahy x| | b

0 0 a,nn . xn b’l‘l

a'11X1+a’12Xy . +a'1nXa =b’y
0  a'ypxy +auX,=b%

0 0. +a'nmxa=b’y )
Comq a’n, b', son constantes obtenemos el valor x, sustituyéndolo en la ecuacion superior

* obtenemos xp  asi sucesivamente vamos obteniendo los valores de todas las variables.

Para informatizar este metodo resulta muy conveniente estudiar su diagrama de flujo:

()
/2 \

- Aug(L:N, I:N); h_J NNsiooay, | g [Yil-maxtabstave(@N )y
Z=Aug(1:N,N+1); X=zeros(N,1); C=Aug(q,?);
n=length(Z), C=zeros(1,N+1); Aug(q,:)=Aug(j+q-1,:);
X=zeros(n,1); Aug=[A BJ; Augfi+a-1.:3=C:
X(n)=Z(n)'Y(n,n); for g=1:N-1
fork=n-1:-1:1 ‘
XE)=(Zk)y S
Yk k+1m)*X(k+1m)) Y k); error ‘ Aug(g,9==0
end break;
Sol=x; nn
fork=q+1:N
m=Aug(k,q) Aug(q,9);
Aug(k,q:N+1)=Aug(k,q:N+1)-m*Aug(q,q:N+1);
. end
_ Obtenemos los siguientes resultados, con el ejemplo anterior:
x=0.7600
y=0.6800
z=0.5200
Autor: Rubén Gonzalez del Castillo P4gina 23



2.2.2 Método de factorizacioén LU.

Cuando ia matriz A es invertible, es decir, admite una factorizacion LU o factorizacion
triangular podemos expresaria de la siguiente manera: A=LU, siendo L una matriz triangular
inferior; donde los elementos diagonales son todos 1, y U una matriz triangular superior, de forma
matricial quedaria:

a1 212 @mn 1 0.0 Uqq Ug2_ Ui
ax ax .. axn my1 .. 0 0 uy uy

N = B N '
an1 An2... Ann Myt Mp2 1 0 O._up

De forma que nuestro sistema de ecuaciones lineales puede quedar de la siguiente
manera: AX=B ->LUX=B. Definiendo Y=UX y resolviendo el sistema LY=B podemos resolver a
continuacion el sistema UX=Y, para comprenderio mejor lo veremos en forma desarrollada:

Y1 = by
P IR 117737 =by

MY 1+Mazy2+... ¥ ManYn1+Yn= by
U1XqHU2Xot. AU nXn=Yy
UXa.. A UnXn=Y2
UnnXn=Yn

Para una mejor comprensiéon a la hora de informatizar este método estudiaremos su
diagrama de fiujo:

Y()=BR()), ﬂ =
fork=2:N for g=1:N-1
Y(K)=B(R(K))-A(k, 1:k-1)*Y(1:k-1); [max1,j]=max(abs(A(q:N,q)));
end ‘ : C=A@Q.): - v
[N N]=size(A); | Alg)=AG+e-1,); —
XONFYONVANN); —eros(N,ly;, [P 4R
for k=N-1:-1:1 Y=zeros(N,1); R@=R(+q-1);
X(K)=(Y(k)-A(k+1LN)*X(k+1:N)Y Ak K); E_WI’N); R(i+q-1)=4;
d =L:N; B
;1=x s
error
break; ~—
for k=q+1:N
mutt=A(k,q)/'A(q,q);
A(k,q)=mult;
‘ Afk.g+1:N)=Ak,q+1:N)-mult*A(q.q+1:N);
en .
Obtenemos los siguientes resultados:
x=0.7600
y=0.6800
z=0.5200
Autor: Rubén Gonzilez del Castillo _ Pégina 24



2.2.3 Método iterativo de Jacobi.

Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
ayx+any+...+anz= by
ayx+ayy+...+a)z= b,

a‘n1x+an2-y+...+annz= bn

Lo podemos expresar de la siguiente manera:
x=(bs-a12y-...-az)/ar
y=(D2-821X-...~820Z)/a22
2=(Br-8n1X-3nY- - 3nn-18)/ann

Esta es la base del siguiente proceso iterativo:
Xier1=(D1-212Yic...-1nZid @11
Yir1=(D2-821Xi-...~82n21)/822

Zie1=(On-Bn X BrYic-+---Ann- 14/

Un proceso iterativo es aquel que obtiene la solucion a partir de continuas iteraciones, de
forma que X1 esta mas préximo a la solucion que x, a este métado iterativo se le llama método de

Jacobi, y su diagrama de flujo es el siguiente:

A.B.P.TOL .Nmax for j=l ‘N
§ L Z‘G)“(B(j)-A(i,ll §-Li+END*P([L;- 1+ LN])YAGj):
en
Sol=X’ N=length(B); err=abs(norm{X'-P));
° i —— fork=1:Nmax —  relem=em)(norm(X)+eps);
. SR | P

Obtenemos los siguientes resultados:
x=0.7600
y=0.6800
z=0.5200

Autor: Rubén Gonzdlez del Castillo
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.

2.2 .4 Método iterativo Gauss-Seijdel.

El método Gauss-Seidel es una optimizacion del método iterativo de Jacobi, recordemos
que la base del método de Jacobi era la siguiente:
Xis1=(D1-212Yic.. ~@a1nZ)/a11
Yir1=(D2-821X-...~82nZK)/a22

Zy+ 1=(bﬂ-aﬂ1 xk'anzyk-- . -'ann.‘]tk)l ann

Probablemente x,,1 converga més rapido que x, entonces por qué no utilizamos xy.1 en
vez de utilizar x, para calcular y,.1 de esa manera conseguiremos mas eficiencia, esta es la idea
fundamental donde se basa el método de Gauss-Seidel.

Xt 1=(D1-212Yic...~81nZi)/a11
Yie1=(D2-821Xice 1-...-82nZi)822
Zi+1=(Dn=8n1Xie+ 1-8n2Yic+ 17+ -~8np-1tis 1)/@nn

Para tenerlo mas claro a la hora de informatizar este método, mostramos a continuacion
su diagrama de flujo:

A.B.P.TOL.Nmax
N-length(B); forj=1:N
for k=1:Nmax - ]
\ <1
yy v
_ XQ)=B(1)-A(LZN)PENVA(L 1),
+ no
Sol=X"; "
— XNY=(BON)- AN, 1:N-1)*(X(1:N-1) Y AN,N);
L l o XG)=(BG)-AG15-1)*X(15-1-AGH NS PGHENYAGS),
. A aFabs(nmm(X'-P)ﬁ
break; —— (er<TOL)|(relerr<TOL) _ - ﬁ;{_‘“"(““‘“(x)* ps); r
Obtenemos los siguientes resultados:
x=0.7600
y=0.6800
2=0.5200
Autor: Rubén Gonzilez del Castillo Pégina 26
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2.2.5 Comparaciones y conclusiones.

_ METODOS , VENTAJAS DESVENTAJAS

Triangularizacién superior -Sencillo de implementar. -Necesita A y B.Matrices que
-Facil comprension. determina al sistema.

Factorizacién LU -Resulta mas complicadode - |-Necesita Ay B.

implementar que el anterior.
-Facil comprension.

Jacobi -Es muy eficiente. -Requiere muchas operaciones
-Es iteractivo. para obtener un resultado muy
-Facil comprension. proximo.
-Necesita A, B y p0.
Gauss-Seidel -Es el mas eficiente. - j-Necesita A, By p0.
-Es iteractivo.

-Facil comprension.

En esta practica lo realmente importante son los méjodos que existen para resolver
sistemas de ecuaciones no lineales ya que resultan mas interesantes de estudiar que estos
métodos. No obstantes estas técnicas que hemos analizado anteriormente, son técnicas muy
eficientes para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

2.2.6 Ejemplos.

1.-Dado la siguiente sistema de ecuaciones lineales resolverio por los métodos
anteriormente visto.

4x-y=15
x+5y=9
X y
Triangularizacion superior, 4 1
Factorizacion LU 4 : 1
Jacobi - 3.99999843750000 1.00000500000000
Gauss-Seidel” 3.99989843750000 1.00000031250000

2.-Dado la siguiente sistema de ecuaciones lineales resolverlo por los métodos
anteriormente visto.

2x+8y-r=11

5x-y+z=10

X+y+4z=3 ,

X y ' z

Triangularizacion superior 2.00000000000000 | 1.00000000000000 § 1.00000000000000
Factorizacion LU -Inf -Inf _ Inf
Jacobi 9.08703957294244 | -0.99500863769602 | 0.52819015475198
Gauss-Seidel -0.98613445627197 | -5.020378976198247 | 1.00831112998012

Los resultados que obtengo en et método de factorizacion LU son debido a que se produce
una divisién por cero, mientras que en los métodos Jacobi y Gauss-Seidel los resultados que
obtengo no son los correctos el principal motivo de esta cause es que se ha tomado un mal p0.
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2.3 Resolucién de sist. de ec. no lineales.
Esta es la parte mas interesante de esta segunda practica, en esta seccién estudiaremos

los siguientes métodos para la resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales:

- Método del punto fijo para sistemas.

- Método de Newton para sistemds.

- Meétodo de Seidel.

- Método de Broyden.

- Método del maximo descenso.

- Método del Newton global.

Como hemos hecho hasta ahora vamos a introducirnos en cada método, expondremos su
diagrama de flujo, para que la implementacion sea lo mas sencilla posible y para finalizar
mostraremos los resultado obtenidos con el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

x-2x-y+0.5=0 Es una parabola.
Xo+4y*-4=0 " Es una elipse.

Como hicimos en la seccidn anterior escogemos este ejemplo porque ya conocemos la
solucion, se cortan en los puntos (-0.2,1.0) y (1.9,0.3) aunque nuestro estudio sera orientado a
obtener una aproximacion al primer punto de corte, de esta manera podemos comprobar que los
métodos estan correctamente implementados.

2.3.1 Método del punto fijo.

Se basa en la misma idea que en la practica anterior, lo que sucede es que ahora tenemos
un vector de incognitas en vez de una sola incognita y la solucién sera ahora un vector de forma
esquematica queda: :

fi(x1, .., Xo) X1=Q1(Xs, .., Xn)
fa(x1, .., Xn) = X=0AXq, .., Xn)
flX1, .'., , %) xn=gn(X1: o, Xn)

Po < R" —pPi=g(Po) —p-PI(p)=0

Para comprender mejor este método mostraremos a continuacion su diagrama de flujo:

PO.TOL.Nmax.gsis

:t;l;feval(y»is,po); while (norm{p0-sol,inf>-TOL) ™
- pO=sol,
n>=Nmax sol=feval(gsis,p0);
n=n+l;
break; « Imprimir
—> resultados. <
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Los resultados que obtenemos, con un p0=[1 1], son:

Tolerancia | N ° de iteraciones N ° de oper. Aproximacion
10~ 5 74 (-0.22205699037635,0.99381941082883)
10" 8 119 (-0.22221447747710,0.99380866003302)
10~ 11 164 (-0.22221455741294,0.99380842009442)
107" 15 224 (-0.22221455505876,0.9938084 1859887)

Como principal conclusién que obtenemos es que el método del punto fijo es un metedo
iterativo muy eficiente pero-con el gran inconveniente de tener que elegir una g(x), en nuestro caso
un sistema g(x), ademas esta muy influido por la primera aproximacion que determina en gran
parte el éxito o fracaso de los resuitados obtenidos.

2.3.2 Método de Newton.

Si hacemos un pequeiio ejercicio de memoria, podremos recordar que en la primera
practica ademas de utilizar el método del punto fijo existia otro método que optimizaba el punto
fijo ya que encontraba la “g(x) ideal”, este método era el método de Newton-Rapshon y si
anteriormente aplicamos el método del punto fijo para sistémas por qué no hacerlo con el
método de Newton-Rapshon. De forma esquematica quedaria:

Po =p
Df(pn) Za=-f(pn)
Pn+1=Pn*Zn

@
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& Donde p es la solucién, po es la primera aproximacion y Df(p,) es la matriz jacobiana o
@ diferencial:
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Derivada de 12 ec. con respecto a la 1*incog. ... Dgﬁvada de 12 ec. con respecto a la n® incog.
Df(pn)=| :
Derivada de n® ec. con respecto a la 12incog. ... Derivada de n® ec. con respecto a la n® incog.
po e R" \
Pne1=Pn-(DF(Pn)) " f(Pn) Z,=Df(pn)\¥(Pn)
Pn+1=Pn-Zn - .

Para que sea mas facil la compresion, mostramos a continuacién el diagrama de flujo:

/!O.TOLNma&fsi&iacfsis\

n=1; hil inf)>=TOL,
z=-(feval(jacfsis,p0))\(feval(fsis,p0))’; —P while (norm(z,inf)> )

pO=p0+z;
z=-(feval(jacfsis,p0))(feval(fsis,p0))';
) n=n+1; ‘

i

no

brealt;

sol=p0+2";
P Inprimir [€

resultados.
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Los resultados que obtenemos, con un p0=[1 1], son:

Tolerancia | N ° de iteraciones N °© de oper. Aproximacion
10~ 7 378 (1.90067672669776,0.31121856535121)
10 8 437 (1.90067672636707,0.31121856541929)
107 8 437 (1.90067672636707.0.31121856541929)
10" . 8 437 | (1.90067672636707,0.31121856541929)

Como podemos observar obtenemos una aproximacion més cercana del segundo punto

- que del primer punto, el principal motivo de este hecho es la primera aproximacion que le

aportamos.

2.3.3 Método de Seidel.

En la primera seccion de esta practica hemos estudiado el método de Gauss-Seidel, el
método de Seidel para sistemas-de ecuaciones no lineales se basa en la misma idea, utilizar X1
para calcular x, ,de esta forma conseguimos que converga mas rapido que el método del punto
fijo, de forma esquematica quedaria:

X1=g1(Xo,Y0)
X2=02(X1,Y0)

xn=gn(xn-1 lyO)
Su diagrama de flujo seria:

/O.TOLNmax.eseidel \

- no
n=1; while (norm(p0-sol,inf)>=TOL)
sol=feval(gseidel,p0); —P

no + <
pO=sol,
sol=feval(gseidel,p0);
n=n+l;
i
break; | lprimir | o
resultados.

Los résultados que obtenemos, con un p0=[1 1], son:

Tolerancia | N ° de iteraciones | N ° de oper. , Aproximacion
10~ 5 74 (-0.22232719087891,0.99380231098083)
10~ : 8 119 1 (-0.22221280911430.0.99380851324262) )
107 12 179 (-0.22221454831373,0.99380841 896552)
10" 17 254 (-0.22221455506622,0.9938084 185994 8)

Como podemos observar obtenemos una mejor aproximacién al primer punto que el
método del punto fijo, con menor nimero de operaciones e iteraciones. Ademas es muy sencillo de
implementar pero su gran inconveniente es uge depende de gran medida la g(x) que tomemos y la
primera aproximacion que indiquemos. ,
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- 2.3.4 Método de BroYden. ,

El método de Broyden o tambien conocido cbmo quasi-Newton, pretende optimizar el
-método de Newton, intentando evitar calcular tantas veces la diferencial, los pasos en que
podemos dividr este método son los siguientes:

- Tomar pg=p ‘
: - Definir Ac=Df{po) :
----- - Definir p1=po-Ao"(f(po)) (Primera iteracion de Newton ) En Matlab p1-po-Ao\
' - Para n>1
An= An—1+ [f(&)-fmm 2’ An-1 ‘&'&12“2#2&1]’
[[Pr-Pr-1ll2 '
- Resolver Asz;=-f(p,) En Matlab:z,=A,\¥(p,)
- pn+1—pn+zn

Para comprenderlo mejor, mostramos a continuacion su dlagrama de flyjo:

- /no.roummx.fsisiacfsis\

N

B=feval(jacfsis,p0);
. z=-B\(feV8](f3i§,pO))';

n=1; . ' .

while (norm(z inf)>~TOL) 10

B-Bﬂ/nom(po-!)1,2)‘((feval(fms,p0))'-(fe‘f81(f815,91))'-3‘(PO-P1)')‘(P°-P1). ‘
z=-B\(feval(fsis,p0))’

n=n+l;

sol=p0+2z; <
Imprimir
resultados.

Los resultados que obtenemos con un p0-[1 1] Son:

Tolerancia ‘| N ° de iteraciones N ° de oper. Aproximacion
10~ 16 1764 (1.90119428120588,0.31045506158076)
10™ 24 2692 (1.90068248331377,0.31121034936584)
107 32 3620 (1.90067678849615,0.31121847682049)
107" 44 5012 (1.90067672643665,0.31121856532007)

' Como podemos obsefvar el métod- de Broyden es un claro ejemplo de “quiero pero no
puedo” ya que no consigue optimizar ni el nimero de iteraciones, ni el nimero de operacuones ni

tampoco obnene una mejor aproxumamon que el método de Newton.
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2.3.5 Método de maximo descenso.

" Dado el siguienté sistema de ecuaciones no lineales:
- fxy)=0 ' ‘
- g(xy)=0 ) ' .
Podemos obtener la altura del sistema: h:R - R siendo h(x;y)=F (x,y)+g°(x,y), de forma

que cuando h(x,y)=~0 que implica que f(x,y)~0 y g(x.y)=0, por lo tanto, cuando h(x,y) sea minimo e
igual a cero indicaria que x e y son solucion del sistema.De manera gréafica:

™~

S I - pl
Ya sabemos que encontraremos una solucién cuando h(x,y) Sea minimo e igual a cero, -
pero cuél es la direccion que debemos tomar para que h(x,y)=0, la direccion de méaximo
ascenso es Vh(x,y),gradiente de h(x,y), por lo tanto la direccion de maximo descenso sera -
- Vh(x,y), partiendo de py nos dirigiremos a la mejor aproximacion pg-AVh(po).
Vh(xy)=(h(x.y); hy(x.y))
h,g(x.,y)=Derivadas; parciales respectoax. =
hy(x,y)=Derivadas parciales respecto a y. -

De manera gréafica:

Az

RZ

4
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Para que sea mas sencillo la mplementacuon en el ordenador del método de maximo
descenso ofrecemos a continuacion el dlagrama de flujo: .

/)O.TOLNmaxhsi&&is.iacfsis\

m-fcvai(hsis,'fsis',p());
n=0;

while (m>TOL & n<=Nmax)

- v v
i=0; ‘| while m1>=m & landa>=TOL < .
lenda—=1/(2.9), : - —l
ml=m; . ) .
‘ ‘ aux=landa* gradh(fsis jacfsis,po); |
B S no . ml=feval(hsis,fsis’ ,pO-aux),

sol=p0; - - =i+l

Iprimir ' p=p0-landa*gradh(fsisjacfsisp0); | | landa=1/(2. ’\r,

resutados. [& | mefevilfhsis fislp0)

’ -1 n=n+l;
Los resultados que obténehos, con un p0=[1 1}, son:

Tolerancia | N °de iteraciones | N ° de oper. Aproximacion '
10° 76 ~ 31660 (-0.21299257866394,0.99224900875499)
10° El método no converge para 500 it. Sol: (0.93866006054550.0.87203530689861)
107 ' El método no converge para 500 it. Sol: (0.93752047754919,0.84400942528485)

1 0-10

E! método no converge para 500 it. Sol: (0.93750002009406.0.84375025366345)

A partir de la torelancia 10° el miétodo no converge, apesar que aumentemos el
nimero maximo de iteraciones, el resultado que mostramos es la dltima aproximacion como
podemos observar estéd muy lejos del resultado correcto, y es que este método ademés de ser
muy lento requiere de'muchas operaciones para alcanzar una solucion aceptable
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2.3.6 Método de Newton global.

El método de Newton global se basa en la misma idea que el método de maximo
descenso, la principal diferencia es que este método no toma la direccion de maximo descenso
sino que toma la direccion de Newton z;=Df(po)\f(po). Para comprenderlo mejor ofrecemos a
continuacion el diagrama de flujo:

.

/().TO].._Nmnx.hsis.l'sis. iac!‘sis\

m=feval(hsis.'fsis',p0):

n=0;

while (m>TOL & n<=Nmax)

o i st Y

i=0: while m1>=m & landa>=TOL si
landa=1/(2.%1),

ml=m; l

7=-(feval(jacfsis,p0))\(feval(fsis.p0))":

m1l=feval(hsis.'fsis'.p0+landa*z);
no i=it1;
landa=1/(2.71);

sol=p0:

pO=p0-+landa*z",

Qe EeEEC(

L OB OB G O N O N N

¢

» Imprimir

resultados.

n=n+l:

m=feval(hsis,'fsis',p0);

Los resultados que obtenemos, con un p0=[1 1], son:

Tolerancia | N °de iteraciones | N °de oper. Aproximacion
10 8 808 (1.90050270750661,0.32326420057654)
107 1 1466 (1.90067645262974,0.31131462731114)
107 12 1184 (1.90067403888314,0.31198616424034)
o 20 1936 (1.90067671808248,0.31122156783925)

e e e e«

€

Los resultados que obtenemos son para el segundo punto de corte, el maotivo principal
por que obtenemos esta aproximacion y no la del primer corte puede venir determinado por:
eleccion del p0, implementacion de hsis o de jacfsis, ya que podria influir en la solucion. Para
solucionar esto tendremos que tomar p0 mas proximo a la primera solucion que a la del
segundo de esa manera evitaremos en cierto modo que nuestro algoritmo muestre la
informacion que no deseamos.
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2.3.7 Comparaciones y conclusiones.

METODOS -

~VENTAJAS

“DESVENTAJAS

Punto fijo -Facil de implementar y dej-Necesita p0. . C
comprender. -Depende en gran medida la eleccién
-Obtenemos -una buenajde la g(x).(Siendo g(x) el sistema}
aproximacién con muy pocas{donde en cada ecuacion se despeja
_jiteraciones. ; una incognita).
Newton -Facil de implementar y de]-Realiza muchos calculos.
: comprender. ' -Necesita p0, que condiciona en gran
mediada la solucién obtenida.
Seidel -Facil de implementar y de}-Necesitap0. . .
comprender. : -Necesita g(x), pero distinta a la del
' punto fijo, por lo tanto, tenemos quej
volver a implementar un nuevo
sistema. :
Broyden -Facil de comprender. " §-Necesita p0. ,

-No consigue lo que se pretende,
optimizar los célculos. '

Maximo descenso

-No se ha encontrado ventajas. -

‘|-Realiza

-Dificil su comprensidn.
-Dificil de implementar.

muchos ~ calculos para
después  obtener  una pesima
aproximacién. ' ‘
-Necesita p0.

-No resulta rentable utilizario.

Newton Global

-Se basa en una idea mas fééil de
interpretar que el .métoda de
méximo descenso.

’

-Necesita p0. T
-Realiza muchos célculos.
-Depende del p0 obtendremos
solucion u otra. , :

Como conclusion final, es que los métodos que se basan en ideas mas sencillas son los que a
la postre son mds faciles de implefmentar, y si ademéas obtenemos resultados aceptables, resultan
idoneos para nuestro problema, resolver un sistema de ecuaciones no lineales, estos métodos son:

‘el método del punto fijo, el de newton, el de seidel, el de Broyden e incluso el método de Newton
global, a excepcion del método del maximo descenso que no.llegamos a comprender que sea tan
ineficiente, esperemos que haya sido un error de implementacian y que lo: resolvamos antes del
examen, porque tanta ineficiencia es inexplicable. _
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2.3.8 Ejemplos..

1.-Dado el siguiente sistema de ecuaciones no. !ineales"resolveflo por los métodos
anteriormente estudiado.(TOL=10""’, iteraciones maximas 500, p0=[0.1,0.1,-0.1]).

3x-cos(yz)-1/2=0
x*-81(y+0.1) >+sen(z)+1.06=0
€™¥+20z+(10z-3)/3=0

, Métodos iter.| Op. | Aprox. x Aprox.y - - Aprox. z
Punto fijo 8 | 207 | 0.50000000000000 | 0.00000000000006 | -0.52359877559775
Newton' 8 1087 | 0.48912719903498 | -0.00066695945166 | -0.52361508965963
Seidel- 5 | 129 .| 0.50000000000000 | 0.00000000000007 |-0.52359877559830
Broyden 29 | 6855 | 0.48912719903795 | -0.00066695939024 | -0.52361508965696
-Méaximo desc.. 223 | 201937 | 0.48912405477440 | -0.00066710544554 | -0.52361523485688
Newton global 20 | 4025 | 0.48912725295282 | -0.00066675803874 | -0.52361467939014

. Como podemos dedudr los métodos del punto ﬁjo,‘ Newton y Seidelbson, de los mas

-eficientes, ya que obtienen una buena aproximacion con iteraciones pequeiias, también podemos

observar que a diferencia de la resolucion de ecuaciones el método de Newton realiza mayor-
operaciones que el método del punto fijo, el principal motivo de este hecho es que Newton utiliza la
matriz jacobiana para encontrar una solucién al sistema con lo cual utiliza un mayor nimero de .
operaciones. _ ‘ o : .
Del resto de los métodos podemos confirmar lo que se preveia,que el método de-Broyden -
quiere pero no puede, que los métodos de méaximo descenso y Newton global resultarian mas

eficientes para obtener una primera aproximacion y no la ltima como pretendemos en el ejercicio.

A continuacion, estudiaremos unos particulares ejemplos.

2.-Dado el siguiente. sistema de ecuaciones no lineales resolverio a opartir de los
siguientes puntos iniciales: (0,0), (5,5), (-3.3), (-1,-1). ¢Qué sucede? (T OL=10", iteraciones
maximas 500). : o *

xy+ x2y=1
xy*+2y*-4x=8
p0=(0,0) Iter. | Op. __Aprox. x Aprox. y
Punto fijo 2 5 1 2
Newton - 2 73 -2 -1
Seidel 2 5 , 1 2
Broyden 2 130 -2 -
Maximo.descenso | 19 7981 | -1.00000078993748 | 1.99999993743349
Newton global 20 1639 | -1.00000000000000 | -1.99999846971386
p0=(5,5) iter. Op. Aprox. x Aprox. y
Punto fijo 2 5 1 ‘ 2
Newton 8 - 507 1 2
Seidel 2 . 5 5 1. .2
Broyden ' 77 9798 | 1.00000000026111 | 1.99999999976299
Maximo descenso No conv. x=-2.01704696959879 y=-0.48345117167676
Newton global 26 | 2980 [ 1.00000103842608 | 2.00000045747688

/
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p0=(-3,3) Iter. Op. Aprox. x Aprox. y
Punto fijo 2 5 1 2
Newton 8 533 -1 2
Seidel 2 5 1 2
Broyden El método no converge para 500 iteraciones.
Méaximo descenso 18 7391 | -1.00000085265381 | 1.99999999994529
Newton global 23 2688 | -1.00000163015978 | 2.00000002368130
p0=(-1,-1) Iter. Op. Aprox. x Aprox. Y
Punto fijo 2 5 1 2
Newton Warning: Matrix is singular to working precision.
Seidel ) e 1 | 2
Broyden Warning: Matrix is singular to working precision.
Maximo descenso No conv. x=-1.60661914270691 y=-1.46279372387135
Newton global Warning:Matrix is singular to working precision.

Una vez comprobado para los distintos puntos iniciales podemos sacar como conclusion:

Los métodos punto fijo y Seidel obtenemos idénticos resultados para distintos puntos
iniciales, debido a que la ‘g’ del sistema y la ‘g’ de seidel poseen valores constantes
con lo cual agilizan el proceso de resolucion del sistema de ecuaciones no lineales.

El resto de los métodos nos dara una solucion u otra dependiendo del punto inicial
indicado, de forma que obtenemos como posibles solucion los siguientes puntos:
(1,2), (-2,-1) y (-1,2). A diferencia de los métodos del punto fijo y de Seidel no estan
influidos por la ‘g’ del sistema o por la ‘g’ de Seidel.

En el punto (-1,-1) obtenemos en los métodos: Newton, Broyden y Newton global el
siguiente mensaje: Warning:Matrix is singular to working precision. Lo que indica que
se trata de un vector ‘malo’, no muy bueno para trabajar con precision, el vector se
considera no muy correcto para trabajar con él ya que una fila de la matriz jacobiana
es nula y podriamos obtener resultados incorrectos.

Y por ultimo las mismas conclusiones de siempre: lo mas eficientes: Newton, punto
fijo y Seidel, para obtener primeras aproximaciones: maximo descenso y newton
global y sobre el método de Broyden, sin comentario.

3.-Dado el siguiente sistema de ecuaciones no lineales resolverlo utilizando distintos

criterios de paros, (norma euclidea y norma infinito) ¢ obtenemos idénticos resultados?¢cual
es el criterio de paro mas eﬁciente?(T0L=10'1°, iteraciones maximas 500,p0=(0,0,0)).

6x+y+z-1=0

X+4y+z-2=0

x+y+5z=0

Norma Iter. | Op. Aprox. x Aprox. y Aprox. z
Euclidea

Punto fijo 26 | 623 | 0.10280373830813 | 0.50467289718365 | -0.12149532711372
Newton 2 237 | 0.10280373831776 | 0.50467289719626 | -0.12149532710280
Seidel 26 | 623 | 0.10280373830813 | 0.50467289718365 | -0.12149532711372
Broyden 2 335 | 0.10280373831776 | 0.50467289719626 | -0.12149532710280
Maximo 26 | 10570 | 0.10280507558240 | 0.50467195758529 | -0.12149388782774
descenso
Newton global 18 | 2732 | 0.10280334615262 | 0.50467097202194 | -0.12149486363491
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Norma infinita

Iter.

Op.

Aprox. x

Aprox. y

Aproi. z

Punto fijo

26

311

0.10280373830813

0.50467289718365

-0.12149532711372

Newton

>

213

0.10280373831776

0.50467289719626

-0.12149532710280

Seidel

26

311

0.10280373830813

0.50467289718365

-0.12149532711372

Broyden

2

311

0.10280373831776

0.50467289719626

-0.12149532710280

Maximo
descenso .

26

10570

0.10280507558240

0.50467195758529

-0.12149388782774

2732

0.10280334615262

0.50467097202194

-0.12149486363491 |

Newton global 18

Como podemos deducir tanto la norma Euclidea como la' norma infinita, ambas son buenas
herramientas para utilizar como criterio de paro, ya que obtenemos casi idénticos resultados, por lo
tanto, elegir entre nonna Euclidea y norma infinita no influye de forma desmesurada los resultados
obtenidos. : ' o :

_ De cada algoritmo obtenemos conclusion final lo siguiente: .

- Método del punto fijo, es de lo més eficientes estudiado en esta seccion, el principal
inconveniente es que depende notablemente de la ‘g" del sistema, de manera que si
esta ‘g’ del sistema tienen valores constantes obtendremos una tnica solucién para
distintos puntos' iniciales, teniendo la posibilidad de descartar soluciones, como

sucedia en el ejemplo 2.

exista un incremento en el nimero de operaciones en comparacién con el método del

punto fijo, esto no sucede -én el tercer ejemplo ya que obtenemos una matriz

jacobiana con elementos constantes, con lo .cual agiliza -el procedimiento. No
. obstante, el método de Newton resulta muy eficiente. “

- Método de Seidel, el principal ingoriveniente de este método es que ‘tenemos' que
definii una ‘g.m’ especial para Seidel, pretende optimizar el método del punto fijo,y en
ocasiones no lo consigue, a pesar de eso, es un buen método. : '

- Método de Broyden, pretende optimizar el método de Newton, para ello, pretende
evitar el uso de la matriz jacobiana; pero el rodeo que da no resulta tan eficiente como .
se pensaba en un principio, y por tanto obtiene mayor iteraciones y mayor
operaciones que el método de Newton. , :

-~ - i .

- Método de méximo descenso, es deficiente para obtener una aproximacion final, en
cambio para obtener una aproximacion inicial es muy dtil, el principal inconveniente
que tiene este método es que se basa en una idea dificil de comprender.

- Maétodo de Newton global, al igual que el método de maximo descenso es bastante
deficiente para obtener una aproximacion final pero muy Util para conseguir una
primera aproximacion, esta primera aproximacion la utilizard métodos como el de
Newton, punto fijo, Seidel y Broyden.
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{Interpolacién polinomial.
{Derivacién e integracion

inumérica.

3.1 Introduccién teonca |

. En esta penultlma practica estudiaremos dos bloques fundamentales de cualquser temario
de anahsis numenco estos dos ‘bjoques son: mterpolacnon polinomial y derivacién e integracion
numérica.

En la parte de mterpolacuon polinomial el problema general se basa que a partir de n+1
nodos de interpolacion o puntos de medidas (X4,X%z, ... , X,) de un intervalo [a,b], y n+1 nimeros
reales (y1, Y2, .., Yn) lamados valores de interpolacién se trata de obtener -una funcion tal que
f(x)=y; ,para i=1 2 ., N+,

En la parte de derivacion e integracién numérica nos dedicaremos a anahzar técnicas para
resolver los S|gu|ente problemas: f'(a) o If(x)dx

3.2 Interpolacion polinomial. |
El objetivo de la interpolacion polinomial consiste que a partir de dos vectores X, vector de

- abcisas, donde todas sus componentes soh diferentes, e Y vector de ordenadas, tenemos. que

obtener una funcién, en nuestro caso un polinomio, que ‘simule’ el comportamiento de la funcion
que pasa por esos puntos, recordemos que sla existe uno y sélo un polinomio de interpolacién
asociado a los vectores X e Y, (esta demostracion fue desarrollada por Vandermonde) , nos
encontraremos con los siguientes problemas:

- Si no poseemos el vector de abéisas X, ¢qué puntos debo de tomar para obtener el

polinomio de interpolacion?
- ¢Como podemos evaluar el polinomio en un punto determinado?
- ¢Como podemos obtener el polinomio de interpolacion?
A-estas cuestmnes y a ofras tantas intentaremos darle respuesta en este apartado de la

tercera practica.

3.2.1 Eleccién de nodos.

Cuando queremos medir un evento o una trayectoria de un objefo los nodos o puntos de
medidas no pueden ser colocado de manera aleatoria ya que corremos el peligro de obtener
parametros que carecen de importancia, nosotros estudiaremos dos maneras de elegir nodos:

-Nodos iguaimente espaciados.

- -Nodos de Chebyshev.

Los nodos igualmente espaciados son aquellos cuya distancia entre dos nodos. .
consecutivos es constante para todos los nodos, los nodos de Chebyshev que se obtienen
aplicando la siguiente formula:

ood &i-Dr).
X, = T 1) 1,2 n+1para[ 1]]

z2(x) = b%a x+ b+7a para[a, b]
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~ ¢ Cudles son mejores nodos: los nodos igualmente espaciados o los nodos de Chebyshev?
Para responder esta cuestion analizaremos el fenomeno de- Runge (19801), supongamos la

siguiente funcién f(x)=1/(1+1 2x%), si para esta funcion se con
usando nodos igualmente espaciados se tiene que el error ( en(})=f(x)-
n—w, es decir que la sucesion p, no converge, esta falta de convergen
de Runge. Este problema ocurre porque usamos nodos igualmente espaciados, si

struyen polinomios de interpolacion pn
pa) no tiende a cero cuando
cia se denomina fenémeno
usamos nodos

de Chebyshev el error que se comete es mucho menor, como se muestra en las siguientes
representaciones, esta situacion tan tambolesca sucede mas veces de la que nos imaginamos, de -

ahi la gran importancia de los nodos de Chebyshev.-
Nodos igualmente espaciados n=5 :

-

oz
o
0z,
oal
06
0.0
at

1 -05 ° s 1

Nodos igualmente espaciad'os n=10

7T

~BBEB. R 288

93 o as 1

Nodos igualmente espaciados n=15

“ s 0 [

‘Nodos igualmente espaciados n=20

1

25 ° es

LBttt .B2RE .

Nodos Chebyshev n=5

a8 .
o8
04
02}
-0.8)
08
’ 8
! 35 O S 1
Nodos Chebyshev n=10
.
8
D4
02]
NE
Q.4
08
8
) 28 - ° [

35 ¢ )

\NodosChebyshev n=20

. BBEf L. B REBE .

Nodos Chebyshev n=15
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Evolucién del error de nodos‘igualmente espaciados:

8 ‘|l ~T T T ‘ LI T l‘ |V‘V

0;7“ i ) .. ] Ly - - L) L] ] I -

05
0.4}
0.3

02}

0.1

06f . - 1
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~ valores de polinomios interpoladores de grados cada vez mas altos hasta llegar a n.

3.2.2 Evaluacion de un punto en el polihbmio de interpolacion.

Supongamos que obtenemos el polinomio de interpolacion mediante alguna tecnica que
posteriormente trataremos su analisis y deseamos calcular el valor del polinomio interpolado en un
punto determinado, Matlab posee una funcién que realiza todo este trabajo esa funcion a la que
nos referimos es polyval, (t=polyval(p,n), donde t* es el resultado de evaluar ‘n’ en el polinomio ‘p’)
pero existe otra manera de evaluar un punto en el polinomio de interpolacién, es utilizando el
algoritmo de Neville. . ) : e

El algoritmo de Neville, se basa en la idea de empezar por los polinomios de interpolacion
de grado cero, es decir, por los valores de interpolacion e ir calculando de forma iterada, los

A continuacién mostraremos los resultados obtenidos utilizando ‘la funcién polyval y el .
algoritmo dé Neville, a partir del vector de los nodos x=[1.0 1.3 1.6 1.9 2.2] y del vector de los -
valores y=[.76 .62 .45 .28 .11] obtendremos el polinomio de interpolacion con la instruccion polyfit

de Matlab, y deseamos evaluar el polinomio obtenido para el punto p=1.5. = =

) Operaciones realizadaé . Aproximacion
Polyval : , . 716 , 0.50753086419753
Algoritmo de Neville . 105 0.50753086419753

‘Como podemos observar el algoritmo de Neville es mucho mas eficiente que la funcién

polyval ya que requiere menos operaciones para encontrar la misma aproximacion que polyval, por

el contrario, la funcion polyval ya esta implementada en Matlab.

3.2.3 Interpolacion de Lagrange. _ A
Una vez visto los apartados anteriores, estudiaremos los métodos que existen para estimar.

. polinomios de interpolacion, el primer métedo que vamos a estudiar es la interpolacion de

Lagrange. : ~
La interpolacion de Lagrange obtenemos un polinomio de interpolacién a partir de una tabla
de datos (x;y), con O<i<n, recordemos que existe uno y sélo un polinomio de interpolacién de

grado<n asociado a la tabla de datos.

4 El método de Lagrange expresa el polinomio de inierbolacién dela Siguiente manera:

. ' . ‘ . n . )

p(x)= yoLo(x)+y1L1(x) + "'+ynLn(x) = ZyiLi (*)

R ' . . i=0 . :
En éste caso Lo, Li,... ,.Ln son polinomids que depende de los nodos Xo, X1,..«'Xns Y NO de las
ordenadas Yo, ¥1,... ,¥n. En vista de que las ordenadas podrian ser todas'iguales a 0, excepto por un

1 que ocupa la i-ésima posicion tenemos: ; ‘
o o, = pn(xj) = Zyk_Lk(xj) = Zath(xj) = Li(xj) o
' k=0 k=0 )

Recordemos que 8=1 si k=i y 3,0 si k=i. Podemos fécilmenfe obtener un conjunto de
polinomios que tengan esta propiedad. Consideremos Lo , éste sera un polinomio de grado n que
tome el valor 0 en Xy, Xz.... Xn, ¥ 1 €N Xo, Lodebera adoptar la forma:

Ly(x)= c(x-fxl)(x—xz)...(x—xn) =c1_£[(xéxj) |
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El'valor de c se obtiene haciendo x=xo, de manera que:

1= cﬁ(xo -x,)

o i
, ' c=I_[(x0 -x;)"
Por lo tanto: "
L=
1 (% —x j)
Un razonamiento snmllar nos permite obtener €l resfo de las L;:

(x=x;) _ (x-x).(x- %)
he= H(x x) T w5

J=i
Por ejemplo (1,3) y 2.4):
x-2 ,x-1
x)=3——+ 4———x+2
PO)=35 %450

Para que sea mas facnl de umplementar el metodo de Lagrange ofrecemos a contmuaclon
su diagrama de flujo: :

w=length(X); .

fori=l:w
Y(i)=feval(EXG));

end

n=w-1;

L=zeros(w,w);n=0;

fork=1m+l for j=1:n+1 si

V-1, P

t no

no . s

» ]_.{l(,:)=V;

V=conv(V,poly(X@)NV(XK)-X())
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Para finalizar con el método de Lagrange vamos a obtener el polinomio de interpolacion de
la funcion f(x)=cos(x), para el intervalo [0,1.2], con nodos igualmente espaciados y con los nodos
de Chebyshev, en ambos caso mostrar el error producido.(Error=f(x)-p(x),n=12)

Con nodos igualmente espaciados

X f(x)=cos(x) P(x) [f(x)-P )|

0.0 1.00000000000000 1.00000000000000 0

0.1 0.99500416527803 0.99500416527788 0.00000000000014732660
0.2 0.98006657784124 0.98006657783955 0.00000000000168831615
0.3  0.95533648912561 0.95533648911573 0.00000000000987785425
0.4 0.92106099400289 0.92106099396278 0.00000000004010680676
0.5 0.87758256189037 0.87758256175294 0.00000000013743572946
0.6 0.82533561490968 0.82533561447028 0.00000000043939762939
0.7 0.76484218728449 0.76484218594102 0.00000000134347255543
0.8 0.69670670934717 0.69670670545555 0.00000000389161725067
0.9 0.62160996827066 0.62160995771053 0.00000001056013920753
1.0 0.54030230586814 0.54030227911499 0.00000002675315391443
1.1 0.45359612142558 0.45359605797191 0.0000000634 5366576621
1.2 0.36235775447667 0.36235761277388 0.00000014170279005743

Con nodos de Chebyshev

Xi f(xj)=cos(x) P(x) [f(x)-P(x)]
1.19562532445883 | 0.36643164270711 0.36643158790417 0.000000054802938409537
1.16100974561125 | 0.39841358806760 | 0.39841354591957 | 0.000000042148031065281
1.09379031953619 | 0.45912145345766 | 0.45912142872580 | 0.000000024731868497607
0.99787359494448 | 0.54209039116131 | 0.54209038028846 | 0.000000010872849065535
0.87883390322626 | 0.63804946692179 | 0.63804946346451 0.000000003457283792585
0.74358939857253 | 0.73604351873029 | 0.73604351799218 | 0.000000000738113903331
0.60000000000000 | 0.82533561490968 | 0.82533561482487 | 0.000000000084812934453
0.45641060142747 | 0.89764022853884 | 0.89764022854034 | 0.000000000001495026325
0.32116609677374 | 0.94886795773772 | 0.94886795773974 | 0.000000000002022382262
0.20212640505552 | 0.97964191095729 | 0.97964191095756 | 0.000000000000271782596
0.10620968046381 | 0.99436505196109 | 0.99436505196110 | 0.000000000000015432100
0.03899025438875 | 0.99923997632353 | 0.99923997632353 | 0.000000000000000999201
0.00437467554117 | 0.99999043112222 | 0.99999043112222 | 0.000000000000000444089

Hemos estudiado de forma independiente la formula de Lagrange obtenida con los nodos
igualmente espaciados y con los nodos de chebyshev para comprobar el comportamiento del
polinomio de interpolacion, ambos polinomios de interpolacion tanto lo que generamos por
Lagrange con nodo igualmente espaciados como el de Lagrange con nodos de Chebyshev tiene
un comportamiento idéntico a la funcion que pretendiamos aproximar, de manera grafica:

Autor; Rubén Gonzalez del Castillo
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3.2.4 Diferencias divididas. | |
El polinomio de interpolacion p, para los datos {(x;y): i=1,2,...,n+1}, viene dado por: -
PO=HIX1 11 Xl (%= X1)+Hx1,X2,Xal (X-X1) (X-X)+..+ f]X1,... Xn}(X-X1)...(X-Xn)

Donde las dlferenclas divididas f[x,, -Xd para k=1 2, .n+1 estan definidas segun el
s:gmente esquema recursivo:

fixl=y; i=1,2,....n+1°
fxi,.. »XMJ-(ﬂXm, < Xinid- f[Xu Xt/ (X»k-xa)

Para ca!cular las diferencias divididas se utiliza la siguiente tabla:

X _ f)=y ~12dif. div. 22 dif. div.
Xi fixieys : - ‘
X2 fixo]= y2 fx1.%2= ({x]-fx1])/(X2-X1) ‘ '
X3 fixa]= ys fixaxal= (fxal-fixa])/ (xa-x2) flx1.%0 Xal= (fX2Xa]-x1.x2D/ (a-X1)
Ejemplo: x=[0,1,2] y=[1.2,5]
X f(x)=y 12 dif. div: 2° dif. div.
0 fixqJ= 1 | | ~ . |
1 fixo]= 2 ___Tx1.%00= ({[Xa]-fxa]) (x-x1)=1 -
"2 | fixal= 5 fixz.xal= (fixal-fixa])/(xsx2)=3 - x1,%2 Xa)= (X2 Xa}-Tx1,%2])/ (x5-X1)=1

P20Y=XATHTX X] (- XY X1 Ko Xa] (6X1) (o) =141 (%-0)+1 (x-0) (x-1)=3+1 -

~Como viene siendo habitual acontinuacion mostraremos su diagrama de flujo:

w=length(X);

for i=1:w

Y(i)=feval(£;,X(i));

end '

D=zeros(w,w); :

DG-Y,; -
for 2w sy forkeiw j ' X

. no . - o , .

| I . D(kj)=(D(kj-1)-Dik-Lj-DYX(K)-X (k- + 1))
no -

C=D(w,w);

for k=(w-1):-1:1
C=conv(C,poly(X(k)))
- m=length(C)
C(m)=C(m)+D(k,k)

end
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Para concluir con el método de diferencia divididas, como hicimos anteriormerite con el

método de Lagrange, vamos a obtener el polinomio de interpolacién de la funcién f(x)=cos(x), para
el intervalo [0,1.2], con nodos igualmente espaciados. (Error=f(x)-p(9).n=12)

~ Con nodos igualmente espaciados :

X fix)=cos(x) PO _ [f)-P O
0.0 1.00000000000000 | 1.00000000000000 .0
0.1 0.99500416527803 | 0.99500416527803 0

» 0.2 10.98006657784124 | 0.98006657784124 0
0.3 0.95533648912561 | 0.85533648912561 0
0.4 0.92108099400289 | 0.92108099400289 0
0.5 0.87758256189037 | 0.87758256189037 0
0.6 0.82533561490968 | 0.82533561490968 0
0.7 0.76484218728449 | 0.76484218728449 0
0.8 0.69670670934717 | 0.69670670934717 0
0.9 | 0.62160996827066 | 0.62160996827066 0
1.0 0.54030230586814 | 0.54030230586814 0
11 0.45359612142558 | 0.45359612142558 0
1.2 0.36235775447667 | 0.36235775447667 0

interpolacién muy proximos a la funcién.

3.2.5 Diferencias progresivas. o |
Supongamos que los nodos estan igualmente espaciados x;-x.1=h para i=2,3,...,n+1.Sea .

Es realmente eficiente, al igual que el método de Lagrange obtiene unos polinomios de

}

S=x1+Sh, entonces €l polinomio interpolado de los puntos (xy) para i=1,2,...nt1es. .

P = Z(i)A‘f(x)

* Ejemplo:x=[1,2,3] y=[2,1,3]

{

S\ ' s(s=1)..(s—k+1)
)'_ T

N

X f)=y=A" Al .

1 fixil= 2

2 fixad=1 19=1

’ k=3 31=2 7 =3
p(r) =12+ 51+ 565 x=x,+Sh

o 2 hel

p(x)=2-(1-x)+ 9—_2(;9-3 x, =1

| 2 S=1-x

3, 11
x)==x"——x+6
Pe) 2 2x
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3.2.6 Polinomios de Chebyshev.

Anteriomnente estudiamos la eleccion de los nodos , en ese apartado hicimos mencién de

" los nodos de. Chebyshev, los nodos de Chebyshev son las raices reales del polinomio de

Chebyshev, un polinomio que nos sirve para interpolar cualquier funcion en el intervalo [-1,1], el
polinomio de Chebyshev se define recurrentemente de la s_iguiente forma:

T,(x)=1
L(x)=x

T,(x)=2xT,,~T,,

A continuacion, mostraremos su diagrama de flujo:

C=zeros(1,n+1);

fori=l:in+1
X(iy=cos((2%i--

1)*pi/(2*n+2)),

end

X=(b-a)*X/2+(a+b)/2;

Y=feval(£X); |

for k=1m+1

7=(2%-1)*pi/(2*n+2);

for j=1:n+1

CGEFCE)+Y(k)*cos((-1)*2);,
end » .

(i

no

C=2*C/(n+1);-

- Cay=cQyz;

" Tanto en el método de diferenciacion progresiva como el método de interpolacion de
Chebyshev no mostramos los resultados obtenidos con el ejemplo f(x)=cos(x), para el intervalo
(0,1.2), el principal motivo de este hécho es que obtenemos resultado ilégicos y tras analizario
detenidamente no soy capaz de averiguar el fallo que origina esta situacion. No obstante, a
continuacion estudiaremos las ventajas y deventajas que tienen los métodos estudiado hasta ahora.

diferencias progresivas y el método de interpolacion de Newton).

' para interpolar un polinomio (método de Lagrange, método de diferencias divididas, método de

‘ Autor: Rubén Gonzilez del Castillo



3.2.7 Comparaciones y conclusiones.

METODOS VENTAJAS " DESVENTAJAS

Lagrange -Es bastante eficiente. ‘
' -Proporciona un buen polinomio
de interpolaciéon tanto usando
nodos de Chebyshev como
- | nodos igualmente espaciados.

Diferencias divididas -Al igual que el método de
: Lagrange, - resulta bastante
eficiente.
Diferencias progresivas : . ' -Posee un gran coste en
. calculo computaaonal ya que
emplea la operacién factorial.
-lecll de programar.
Chebyshev - -Genera el polinomio de -Necesﬂa log nodos de

interpolacion a partir de reglas | Chebyshev.
de recurrencia, con lo cual sej -
optimiza el método.

-Llos ceros o raices del
polinomio  de interpolacion de
Chebyshev son los nodos de
Chebyshev.

3.2.8 Ejemplos.

1.-Dada los puntos del plano x=[01224 §] e y—[o 10.2-0.104-0.10. 2] representar
gréf camente los polinomios de interpolacién con los métodos anteriormente estudlado.
Polyfit Lagrange

Diferencias divididas
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Como pddemos observar obtenemos una graficas muy seme;antes con los metodos de

Lagrange y con el método de diferencias divididas, el principal motivo de este fenémeno es debido
a que obtenemos polinomios de interpolacion muy parecidos, con Ia técnica del polyfit,

implementado por Matlab, obtenemos una grafica que no se parece a mnguna del resto, esto surge

porque le hemos especificado un grado para el polinomio muy pequefio, con lo cual obtiene un
mal polinomio de interpolacion y obtenemos una gréfica que representa poco la realidad.

Para concluir hemos representado la grifica que obtenemos si aplicamos spline, un spline
es una funcién que esta formada por varios polinomios, cada uno definido sobre un subintervalo,

- que se unen entre si obedeciendo a ciertas condiciones de continuidad. Para una definicion formal

procedemos como sigue: suponga que se han especificado n+1 puntos t< t;<... <t,. A estos puntos
se llaman nudos o nodos. Supongamos ademas que se ha fijado un entero k>0. Una funcion spline .

de grado k con nudos to, ts,... ,tr €s una funcién S que satisface las siguientes condiciones:

-En cada intervalo [t;.4,t), S es un polinomio de grado < k.

-S tiene una derivada de orden (k-1) continua en [to.to]- ‘

Por consiguiente S es un polinomio continuo por pedazos de a lo mas grado k, que nene
denvadas continuas de orden hasta (k-1). ‘

2.-Realizar un andlisis entre los nodos |gualmente espaclados y los nodos de
Chebyshev, utilizando para ello, los métodos anteriormente vistos, representando
graficamente los polinomios de interpolacion que obtengamos en cada caso, utilizando la
funcién f(x)=sen (x). ‘

Polyfit con nodos igualmente espaciados 'Polyﬁ_‘i con nodos de Chebyshev

 pbtp.aeRR

———i
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Lagrange con nodos igualm'ehte espaciados » Légrange con nodos de Chebyshev
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. Como podemos observar obtenemos los mismos reustados para los métodos del polyfit, el
método de Lagrange y con el método de diferencias divididas para los nodos igualmente
espaciados y para los nodos de Chebyshev, con lo cual no influye tanto la eleccién por uno o por
otro tipo de nodos. ; . g ’

" En principio podriames pensar que con el método de spline obtenemos un._resultado
incorrecto pero si observamos con detenimiento nos dafemos cuenta que esta representado en
~ otro tipo de coordenadas. ; : ‘ - L

~ En cambio podemos observar que para el método del polinomio de Chebyshev obtenemos
un resultado totalmente distinto si lo comparamos con los métodos anteriores, desconocemos el
~ principal motivo que genera este fenémeno ya que anteriormente comprobamos la eficiencia de
este método y pensamos que es debido a un error.de implementacién.. ‘
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3.3 Denvacmn e mtegracmn numerica.
Si se nos proporcionan los valores de una funcién f en ciertos puntos, digamos Xo,X1,...:Xss
" podemos usar esta informacién para obtener una estimacion de. como es ‘'su derivada 0 'una
integral. Tanto la derivacién como la integracion tiene numerosas aplicaciones, en esta seccion nos
dedicaremos hacer un breve andlisis de las técnicas mas relevantes para estimar derivadas en un
punto de una determinada funcién o calcular la integral definida de una funcion. =
Para estudiar la derivacion nos basaremos en las formulas progresivas,regresivas y

centradas, para la integracion nos basaremos ‘sobretodo en casos particulares de ‘la férmula
cerrada de Newton-Cortes. - : ' .

A Ademas estudiaremos el método de extrapolacién de ‘Richardson, un método que lo
utilizaremos para obtener mayor exactitud en algunas formulas numeéricas. ' o

3.3.1 Derivacic’)n:Férmulas progresivas,regresivas y centradas.

~ Seaf una funcion y {xs, Xz,..., Xa} puntos distintos en un intervalo [a,b] y basandonos en los
polinomios elementales de Lagrangre, si X1=X, X;=x+h, Xsi=x+2h para aproximar f '(x) tenemos:
f* ()= -3fQ+4f(x+h)-focr2h) +h () |
’ 2h ) 3 ‘

J De tal forma que si h>0 se conoce como la formula progresiva de tres puntos y para h<0 se
* conoce con el nombre-de formula regresiva de tres puntos. Si tomamos xi=x-h, X;=X y Xz=x+h para
aproximar f '(x) obtenemos: S
fre= focrh)fe-h) -h° P(a)
T 2r 6

A la férmula anterior se la conoce como férmula centrada de tres puntos, y es la que -
emplearemos para calcular la derivada de-una funcién en un determinado punto, y elegimos esta
porquela cota de error es menory ademas necesita menos evaluaciones de f. T

Para comprenderio mejor, ofrecemos a continuacién sun diagrama de flujo:

Pol.x.TOL

V.

A=0; . . !

fori=1:2 '
h=12NG-1)); :

A(i,1)=(polyval(pol,x+h)-polyval(pol,x-h))/(2*h);

8

9%Aplicar Richardson
A(2,2)=(4*A(2,1)-A(1,1))3; .

plo abs(A(c-1,c-1)-A(c,c))>TOL
c=ctl; -, . ‘ _

' hEl@RNe D) S ' , A
A(c,1)=(polyval(pol,p-+h)-polyval(polp-h)}(2*h); , sol=A(c,c)
fori=2:c , ]

o dA(c,i)=(4”(i-l)‘A(‘c,i-l)-A(c-l,i-1))/(4”6-1)-1); '

m .
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3.3.2 Extrapolacuon de Rlchardson R 3

Mostraremos ahora como puede usarse, para obtener mas exactitud en algunas férmulas

" numéricas, un procedimiento conocido como extrapolacion de Richardson.

M=N(h)+Error(h) M=Valor exacto, N(h)=Valor aproximado

M=N(h)+k1 h2+k2h +k3h®...  Conocemos N(h)y el tipo de error que se produce.

Para que sea mas preciso tendremos que ir quitando componente-al error, en este caso %

~  M=N(h)*k1h?+k2h*+k3h®+.
h=h/2 M=N(h/2)+k1 (h2/4)+k2(h“/1»e)+k3(h°/64)+

. -(M=N(h)+k1 h2+k2h*+k3h%s.
+  4(M=N(W2)+k1(h24)+k2(h*16)+k3(h64)+..)
3M=4N(h/2)-N(h)+k2h"+k3h°+...

N'=M=4N(n/2)-N(h)+k2h*#k3h%...  Siendo k2 y k3 nuevas constantes
3 i ' .

De manera recursiva podemos y ehmmando componente a componente del error,
expresado en fonna tabular quedaria: .

M oY) . o(h* , oh

h=0.1 N(h) ~ ‘ N '

hi2. v N(h/2) N (h)=@N(H/2)-N(h)/3 K —

hd | . N(h4) T N (W2)=@NH/4)NH2)B | N (W=(16N (h/2)-N (h)/15
/8~ N(h/8) N (h/4)=@N(h/8)-N(h/a)i3 | N (W2)=(16N (/4)-N (h/2))/15

Aplicaremos Richardson siemple que:
-Conozcamos el valar de M.
-Conozcamos la formula N().

Un aspecto de gran importancia que hemos pasado por alto es que tendremos que tener
en cuenta el tipo de error que posee la relacion, a continuacién mostraremos a: Rlchardson lo mas

genérico posible:

M O(h) o) o]y
h=0.1 — N() B
hil NOD | NE=ONOGONEYED |
hm | Nvm) | N @)=@N@m-NODG-1) | N (=N (/2)-N 0)/(m-1)
hin - N(h/n) "N (/m)=(n'N(h/n)-N(b/m))/(n"-1) | N"(h/)=('N (h/4)-N (h/2))/(m-1)
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3.3.3 Integracién Regla del trapecio. ,
La regla del trapecno es un ejemplo particular de formulas cerradas donde n=1 y los’ nodos

Xo=a, x1=b Entonces los polinomios fundamentales para la interpolacion son:

T

Y como consecuencia de lo anterior,
e ' b . :
Ay = 1 (x)ax = (b~ a) =[ L, (x)ax = 4,

La formula de cUacirétura correspondiente es: (h=b-a)
b l o 3
. h h 0 ) Y
.jf(x)dx = —z-[f(a) +fO)-5 [ @a<azh

~ La regla del trapecio proporciona un resultado exacto para todos los. polmomlos de grado a
lo sumo 1 Slendo el error que se comete:

2 1@

F,Su diagrama de flujo es el siguiente, utilizando Richardson para optimizar ei resultadb}

ab.TOL.f

v

- fori=1:2
h=1427G-1));
AQ,1)=(W/2)*(feval(fa)+feval(fb));
end :

A(2,2)~(4*A(2,1)-A(1,1))3;
i=2;

abs(AG-1-1)-AG)>TOL

" i
. h=1/2°G-1));

sol=Aj); . :ﬁzzj(_h/zy(fml(f,nyfwap(f,b));

' ' AGr#G1)AG-D-AG-LEDYA-1-1);

. en
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3.3.4 Integracion:Regla del trapecio compuesta.

Si en el intervalo [a,b] donde se desea calcular la integral, se hace la siguiente particion:
a=xp<x1...<X,=h, entonces podemos aplicar la regla del trapecio a cada uno de los subintervalos.
En este caso los nodos no se encuentran necesariamente espaciados de manera uniforme. Es asi
como se obtiene la regla del trapecio compuesta.

b [ n-l
[ F@)dx = 1,,(7) - f”l‘?" i@ LU= f)’ {f’(a)-Jr 2y flx)+ f(b)}
Vi, = k=1

Su diagrama de flujo es, utilizandg Richardson para optimizar el resultado es el siguiente:

a.b.n.TOL.I

v

h=(b-a)n:
k=n:

A=0;

3

i=1+2

|

:’\(i. 1 ):S;

J e

S=0:
h=h/(27(-1)):
k=(27(i-1))*k:

fori=1-k
0o ]
<1

(feval(fa+(3-1)*h)+ feval(f.a+j*h))<0

P

A(2.2)=(4%A(2.1)-A(L.D)Y(3):
c=2;

no

si

S=8-(h/2)*(feval(f.a+(j-1)*h)+feval(fatj*h))

no

S=S+(h/2)*(feval(La+(j-1)*h)+feval(fa+j*h)).

S=A(c.c)

fori=2-¢

A(c.1)-8:

Afe.)=(4"(1-1)*A(ci-1) - A(c-Li-1))/(47(-1)-1):

si

(feval(fa+(j-1)*h)+feval(fa+j*h))<0

]

no

S=S-(h/2)*(feval(f.a+(j-1)*h)+feval(f.a+j*h)):

r_

S=S+(h/2)*(feval(La+(-1)*h)+feval(f.a+j*h)):
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3.3. 5 lntegrac:on Regla de Simpson.

La regla de Simpson al. igual que la regla del trapeclo esun ejemplo particular de formulas
cerradas donde n=2, la formula de la regla de Simpson es la siguiente: }

c ; L . 5 :
[rea=2lr@+ar@)+ fOl- o f@.a<a<e

Sabemos que e$ exacta para todos los polinomios de grado 2, e incluso, obtenemos
solucion exacta para los polingmios de grado 3. Su dlagrama de ﬂu;o es, sin utilizar Richardson
para su optlmlzaclon es el siguiente:

v

j—(-ay2; '
sol=(i/3)*(feval(f,a)+4*feval(£j)+feval(£b));

3.3.6 Integramon Regla de Slmpson compuesta.

La regla de Simpson para los nodos xk—ai-kh (k—D 1, .,M), siendo n=2m par y h"(b-a)ln
puede expresarse como:

' rooae= [f(a)+22f(xu)+4Zf(xzk-1)+f(b)] =@

k=1 '

‘ Su'diagrama‘de ﬂl.IjO es. sm utilizar Rlchardsqn para su optnmuzacnén es:

:

h=(b-a)/(2*n);
sol}=0; -
sol2=0;

fork=1m

x=a+h*(2%k-1);
sol1=soll+feval(f,x);

end
for k=1:(n-1)

- x=ath*2%k;
sol2=sol2+feval(f,x);

end

sol=(b/3)*(feval(£ay+feval(£b)+4%sol142*5012);
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3.3.7 Integracién:Método de Romberg.

Es conocido que el termino del error en la formula del trapecio compuesta, viene dado por,

para h=(b-a)/n:

b k
[ £ Goyex = L)+ DL’

O

Aplicando la extrapolacion de Richardson a la formula anterior se obtiene la integracion de

Romberg.
N, (h) =T,(f)

15N LGN (B

N, ()= b =2
Se cumple:
b
o 27
j f(x)de =N, (h)+O0h™)
Su diagrama de flujo es:
a.bn.TOL.f
m=1;
h=b-a
err=1;
1=0;
A=zeros(4,4).
A(LD)=(h/2y*(feval(fa)+feval(fb)):
((err>"TOL)&(i<n)) (i<4) = SOl=AGH1iH);
=it+l; <
ll]:lhfz'.. —P for p=lm

si

x=a+th®(2%p-1):

l no

err=abs(A{L1)-AG+1LEk+1))

s=0;
l no
A(+L1)=A®,1)2+h*s:
' m=2%m;
<
fork=1:

s=s+feval(fx);

A(HLEHD=AGHLR)HAGHLK)-AGK)Y(47k-1):
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3.3.8 Comparaciones y conclusiones.

[ METODOS VENTAJAS DESVENTAJAS
Regla del Trapecio
-Es sencillo de implementar el |-Necesita  Richardson  para
método, ya que se basa en una | mejorar el resultado.
idea muy simple para obtener el
valor de la integral. -Sélo  obtenemos resultados

-Si se emplea Richardson
resulta bastante eficiente.

-Proporciona un resultado
exacto para todos los
polinomios de grado a lo sumo
ik

exactos para polinomios de
grado 1.

Regla del Trapecio Compuesta

-Resulta mas eficiente que el
método de la regla del frapecio.

-Utilizando la técnica de
Richardson obtenemos mejores
resultados.

- Se basa en una idea no muy
dificil de entender.

-Al igual que el método anterior,
la regla del trapecio, necesita la
técnica de Richardson para
optimizar el resultado obtenido.

Regla de Simpson

-Se basa en una idea no muy
compleja con lo cual no resulta
tan dificil de implementar.

-No necesita Richardson para
obtener un resultado eficiente.

-Proporciona un  resultado
exacto para todos  los
polinomios de grado 2 e incluso
para los polinomios de grado 3.

-Solo obtenemos resultados
exactos para polinomios de
grado 3.

Regla de Simpson Compuesta

-Es sencillo de implementar el
método, ya que se basa en una
idea muy simple para obtener el
valor de la integral.

-No necesita Richardson para
obtener un resultado eficiente.

-No resulta tan eficiente como
la regla de Romberg.

Regla de Romberg

-Es el método mas eficiente a la
hora de calcular integrales
definidas.

-Necesita aplicar la técnica de
Richardson.
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3.3.9 Ejemplos.

1.-Utilizando los métodos de interpolacion vistos anteriormente (método de
diferencias divididas, método de Laplace,..) representar graficamente f(x) siendo
f(x)=sen(x), para calcular su derivada utilizar el método visto en la practica.

Con polyfit Con Lagrange Con Diferencia divididas

Es facil darse cuenta de que obtenemos los mismos resultados, anteriormente
comprobamos la eficiencia de los métodos del polyfit, el método de Lagrange y el método de
diferencias divididas, este ejercicio es mas bien un ejercicio de interpolacion que de derivacion
numérica, con la particularidad de que el vector de abcisas que le pasamos a Lagrange o a polyfit
lo obtenemos tras aplicar el algoritmo de derivacion numérica que hemos implementado.

A continuacién estudiaremos un ejemplo para estudiar la derivada primera, la derivada

segunda e incluso la derivada tercera de la funcion f(x)=x3+ XCHX.

2.-Obtener la derivada primera, la derivada segunda y la derivada tercera de la
funcién f(x)=x’+ x>+x en el punto x=2. Explica como obtienes la derivada segunda y la
derivada tercera.

Para obtener la derivada primera, nos basamos en la formula basica de Taylor, recordemos
que obteniamos la derivada de la siguiente manera:
(a) f(xo+h)= fixo}* £ (o) (F “(xo) )20 + (F " (xo) /3L + ..
(b) f(xo-h)= f(xo) -  '(Xo)'h+ (F “(xo)-h?)/2! - (F “'(x0)h)/3L + ...

Si realizamos la siguiente operacion (a)-(b) obtenemos:
f(xg+h)-f(xo-h)= 2: f '(Xg)-h + (2:f “(x)h)/3! + ...
Despejando f '(xg) obtenemos:
f '(Xo)= [f(xo*+h)-f(xo-h)] / (2-h) + ERROR

Si realizamos la operacion (a)+(b) obtendremos:
f(xg+h)+f(Xe-)= 2- T (Xo) + f "(Xo)'h” + ...
Despejando f "(xg) obtenemos:
f "(x0)= [f(xo+h)+f(xo-h)-2-f (xo)] / h* + ERROR

Para obtener la derivada tercera realizaremos la siguiente operacion (a)-(b):
f(xo+h)-f(xg-h)= 2: f'(xp)-h + (2 “(xo)h)/3! + ...
Despejando f "'(xo) obtenemos:
f ""(x0)= 3:[f(xg+h)-f(Xo-h)- 2-F (xg)-h] / h® + ERROR
El principal inconveniente que presenta la derivada tercera con este planteamiento es que
también soportamos los errores producidos al calcular la primera derivada.Los resultados que
obtenemos son: f '(2)=17, f "(2)=14, f (2)=6.
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R X Reallzar una comparativa entre los métodos estudlados para realizar’ la
integracién.numérica de la funclén fix)=x+ x*+x en el intervalo [0,2]. cOmenta los resultados
obtenidos.

Métodos ' N A Resultados

La regla del trapecio 5.205136717093937e-004
La regla del trapecio compuesto ' 8.66667199999999

La regla del trapecio compuesto con Richardson 8.66666666666668

La regla de Simpson - : . 8.66666666666667
La regla de Simpson compuesto ' , 8.66666666666667

La regla de Romberg - . 8. 66666666666667'

Podemos observar que ‘obtenemos resultados muy similares, a excepcion de la regla de
trapecio, que nos proporciona un resultado que se acerca poco a la realidad, este hecho suele
pasar en los métodos que se basan en ideas muy- simples, si hacemos un pequeiio ejercicio de

-memofia recordaremos que con la regia del trapecio obteniamos resultados exactos con polmomlos

a lo sumo de grado uno, en este caso, el polinomio es de grado tres, no podemos esperar mas de
este método si sobrepasamos su limite, también podemos hacer mencion a la optimizaciéon que
realiza la técnica de Richardson en el caso de la regla del trapecio compuesto, con los mismos
datos obtenemos una aproximacion muy eficiente.

Del resto de los métodos podemos observar que obtenemos idénticos resultados esto es
debido a que la funcién a integrar no es.muy compleja.

4 Reallzar una comparatwa entre los métodos estudiados para reallzar la
integracién numérica de la funcién f(x)=sin(x) en el mtervalo [o, 2] Comenta los resultados
obtenidos.

‘ L Metodos : o Resultados
Lare Lgla del trapecio _ . 1 5.409169620541486¢-004
.| La regla del trapecio compuesto 1.41614636449817
La regla del trapecio compuesto con Richardson ' 1.41614683654715 _ ‘
La regla de Simpson ~ 1.42506045535242
La regla de Simpson compuesto ‘ 1.41614683654715
La regla de Romberg 5 _ 1.41614683651391

Como conclusién podemos obtener: :
- ‘Que la regla del trapecio no resulta tan eficiente como pensabamos en un pnncuplo,
resulta muy sencillo de implementar porque se basa en una idea muy simple y es muy

poco porbable que basandose en-una idea tan simple obtenga buenos valores.

- Que la regla del trapecio compuesto, sin aplicar la técnica del Richardson para la
optlm:zamon no resulta tan deficiente.

- Que si empleamos la regla del trapeclo compuesto con Rlchatdson consegmmos un
idéntico resultado que con la regla del Simpson compuesta, es simplemente
casualidad ya que en el ejemplo anterior obteniamos resultados distintos.

- Que la regla de Simpson obtiene una muy buena primera aproximacién. :

- Que la regla de Simpson compuesto es un algoritmo muy eficiente, tenemos que
tener en cuenta que tanto la regla de Simpson como la regla de Simpson compuesta

~utilizan Richardson para optimizar su resultado.

- Que la regla de Romberg que también utiliza la técnica de Richardson para su
optimizacion consigue un valor muy cercano a la realidad, la regla de Romberg es
realmente eficiente ya que obtiene casisiempre resultados muy buenos.
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- 5.- Realizar una comparativa entre los métodos estudiados para realizar la
integracién numeérica de la funcion f{x)=(sen(2x))/(1+x’) en el intervalo [0,3]. Comenta los
resultados obtenidos.

Métodos Resultados
La regla del trapecio -1.908575807369712e-004
La regla del trapecio compuesto 0.67175637195780
La regla del trapecio compuesto con Richardson 0.70893098097077
La regla de Simpson 0.03226990186081
La regla de Simpson compuesio 0.67175786463067
La regla de Romberg 0.67175036070002

Podemos observar que la regla del trapecio resulta mejor no emplearla porque el resultado
que obtenemos esta muy lejos de la realidad, en este caso podemos observar que la optimizacion
de Richardson en la regla del trapecio no resulta tan convenienten como se esperaba y resulta
ilogico este hecho ya que siempre la técnica de Richardson optimizaba el resultado. También
podemos sacar como conclusion que la ragla de Simpson en este caso no resulta tan proxima al
valor real, recordemos que con la regla de Simspon obteniamos valores exactos con polinomios de
grado tres y en este caso actua un polinomio de grado cinco. Para finalizar podemos observar lo
eficiente que son los métodos de la regla de Simpson compuesto y la regla de Romberg.

6.- Realizar una comparativa entre los métodos estudiados para realizar la
integracion numérica de la funcion f(x)=sin(x) en el intervalo [0,2]. Comenta los resultados
obtenidos.

Métodos Resultados
La regla del trapecio ' 5.948729538181567e-004
La regla del trapecio compuesio 3.14155546691103
La regla del trapecio compuesto con Richardson 3.14158751891228
La regla de Simpson 2.97606774342517
La regla de Simpson compuesto 3.14158751891228
La regla de Romberg 3.14132476566914

Como conclusion general de los métodos para la integracion numerica podemos obtener:
que el método de la regla de trapecio es sencillo de implementar y de desarrollar pero que sirve
para poco ya que en los ejemplos puestos anteriormente en ninguno nos ha dado una
aproximacion cercana al resultado real. Que la regla del trapecio compuesto no resulta tan
deficiente si no aplicamos la técnica de Richardson para su optimizacion. Que con la regla de
Simpson obtenemos una muy buena primera aproximacion pero sin duda alguna tenemos que
volver a resaltar la eficiencia de los métodos de la regla de Simpson compuesto y la regla de
Romberg. Son algoritmos que obtenemos muy buenas aproximaciones y no resulta muy
complicados de desarrollar.
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1Ecuaciones
diferenciales.

Autor: Rubén Gonzilez del Castillo

4.1 Introduccién teérica.

. Esta ultima practica se ocupa del estudio de las ecuaciones diferenciales, las ecuaciones
diferenciales se usan para construir modelos matematicos de problemas de ciencia e ingenieria.
Las ecuaciones diferenciales son aquellas funciones donde estén involucrada la derivada y el
termino independiente. - ' :

Nuestro modelo es un problema de valor inicial presentado de la siguiente manera:

{y'= ft.y),telab]
y@)=a ‘

La primera ecuacion proporciona la- pendiente de la curva y en. cualquier punto t, la
segunda de las dos ecuaciones especifica un valor particular de la funcion y(t).

‘ ;Tendra solucion todo problema de valor inicial que se puede expresar de la forma
anterior? No, no todos los problemas del valor inicial tendra solucién, tienen que cumplir:

*Si f es continua en un rectangulo centrado en (to,Yo), digamos: R={{t y):|t- tol<a,ly- yol<BJ,

entonces el problema del valor inicial tiene una solucién y(t) para |t- to|<min(a, /M), donde M es el
méximo de [f(t,y)| en el recténgulo R.” L ‘ ' o

Ya sabemos que si puede tener solucién si cumple ciertas premisas, pero sera nica, para

que la solucion encontrada sea Gnica tiene que cumplir: - :

*Si f y &¥/8y son continuas en el rectdngulo R, entonces el problema del valor inicial tiene ’
una solucién tnica en el intervalo que incluye a las t que satisfacen |t- tol<min(a, p/M).”

i

' Hemos mostrados anteriormente teoremas que especifican que un determinado problema
de valor inicial tenga una Unica solucién, a continuacion mostraremos la condicion de Lipschitz,
otro teorema que implica la existencia y la unicidad de una solucién al problema del valor inicial.

"Si f es continua en la franja ast<b, -a<y<wy satiface la desigualdad:

eyt sLyeyd o
Entonces el problema de valor inicial tiene solucién anica en el intervalo [a,b].”
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4.2 Método de Ia serie de Taylor.

Para. explicar el método de la serie de Taylor nos detendremos antes en el teorema de

Taylor que indica;Supongamos que y(t) eC"*'[to,b] y que y(t) tiene el désamrollo de Taylor de orden
N alrededor de un_punto t=tceftab] dado por: y(th)=y(t +hTN(tk,y(tk))+O(hN') , donde
TatteY(t))=y- teh+ (V- tJ/2)h+...+((y™ t/2Dh". Siendo yP()= #*"(ty(t) denota la derivada (j-1)-
ésima de la funcién f(ty(t)) con respecto a t. Las férmulas de esta derivadas pueden calcularse
recursivamente usando la regla de la cadena:

yo=F |

r'(t)—mfyy it f

"’(t)—ftt"‘zfzyy '+fyy "y (y 2= Fir+2fy Fofy, £ 248, (frrfyf)

 El valor numérico aproxlmado de la SOIUCIOII del problema de valor inicial y(t)-f(t,y) en

* [totm] se calcula usando la formula y(tcHh)=yt)+h Tyt yt)+OMN™) en cada subintervalo [tktm],

de manera que el paso general del metodo de Taylor de orden N es:
. Vk+1- e dsh+ (dzh® )/2"" A (duhMy/Nt
yl)

El método de Ia serie de Taylor posee una sencillez conceptual acompaiiado de su -
potencial para obtener una precision muy alta en los resultados (el método de Taylor de orden N
tiene la propiedad de que el emror global final es de orden O(h ) por tanto, se pueden elegir N de
manera que este error sea tan pequeiio como queramos) hacen que este método sea realmente

- eficiente, por contra los calculos en cada paso se vuelven mas engorrosos

Como viene snendo habitual, mostraremos a contmuacnon su d:agrama de flujo:

ab.vanf

h=(b-a)/n; : . ‘ ’
X=zeros(1,n+1), ‘ o
Y=zeros(1,n+1 ),
X=athtb:

no

D=feval(£X(i),Y());
Y(:+1)=Y()*h*D(1)+he (D@Y2+h*DEY6+
h*D(4)24)));

R-[X' Y] |«
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4.3 Método de Euler.
El método de Euler es el método de la serie de Taylor para n=1. Su expresuon formales la
sngunente _ :
Wo=0t
Wis 1= w,+hf(t,, Ni=1,2,..n

Esta férmula tiene la ventaja de que no necesita tomar mnguna derivada de f, sin embargo
dihca ventaja se neutraliza por la necesidad de tomar pequefios valores de h para obtener. una
precision aceptable. .

Para comprenderio mejor describiremos’ geométncamente el metodo de Euler. Si partnmos
del punto [to,yo], calculamos el valor de la pendiente mg=f(to,yo), Nos movemos horizontalmente una
distancia h y verticalmente una distancia hf(ts,yo), entonces lo que hacemos es desplazarnos al
punto (t1,y1), usaremos este valor para calcular el siguiente punto, asi sucesnvamente gréafi camente
seria: _ SN

0005 10 1520 25 30t

Su diagrama de flujo es el siguiente:

ab.vanf

v

h=(b-a)n;
X=zeros(1,n+1);
Y=zeros(1,n+1);
X=ah:b;
Y(1)=ya;

no

Y (i+1)=Y ) +h*feval(f,X(3), Y (0));

. . R=X'YY]; |«

loecececceceecce
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4.4 Metodo del punto medlo

Sea h=(b-a)/n y t=a+ih para (i=0,1,...,n). El método del punto medlo construye w.-w(h,h)~
y(t) para i=1,2,...,n donde el error de truncamiento local esde ohd.

—
Win =W, +}?f(ti +g,".’i +gf(ti’wi))

1i=12,..,n

-‘ Su diagréma de flujo es:

h=(b-aym; .
X=zeros(1,n+1); - i
Y=zeros(1,n+1); ‘ '
X=ah:b; :
Y(1)=ya;

.no

Y(i+1)=Y Gy +h*Feval(£X(),Y iy h/2* feval(£X(0), Y(iY);

R=X' YT [@

El método del punto medio es un método muy similar al método de Euler, en cambio no
resulta tan eficiente como este ya que realiza un mayor nimero de operaciones y. consigue una _
* precision inferior a la que obteniamos con el métedo de Euler.
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4.4 Método de Heun. = | N
' El método de Heun introduce una idea nueva en la construccion de un algoritmb'para
.resolver el problema del valor inicial, se basa en el teorema fundamental del calculo e integrar, el

método de Heun tiene error de truncamiento local es de O(h?) y se especifica de la siguiente
manera: o b

 Sea h=(b-a)/n yﬁ=a+ih para (=0,1,...,n). El método de Heun construye wiéw(h,h)z y(t).

Wo=al ' o
- Wier™ With[f (5, wi)+3F-(t+2h, wi+2h f(t,w))]
4 3 3 o

i=1,2,..n

Su diagrama de flujo es:

a.b..vg.n.f

v

. X=zeros(1,n+1);
» . . Y=zeros(1,n+1);
' X=ah:b;

‘ : Y(1)=ya;

no

Y(i+1)=Y(i)+(ll/_‘1)‘(fevél(f,x(ﬂ,\’(i))+3‘feval(ﬂx(i)*‘(m)'h,\’(i}*(m)'h;fml(f,x(i),\’(i))))s

R=[X'Y;
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4.5 Metodo de Runge-Kutta clasico.

Los métodos de Runge-Kutta se construyen a partir de un método de Taylor, de tal manera
que el error global final sea del mismo orden O(h"), aunque estos métodos se pueden construir
para cualquier orden N, nosotros estudiaremos el del orden N=4, también conocido como Runge-

Kutta clasico. A continuacion presentamos las expresiones del método de Runge-Kutta de orden 4
o clasico:

Wp=at
Wie1= Witk +2Ko+2Ka+ky
6
k‘l :hf(X|,W|) 1
Ko=hf(xi+h,witky),
2 2
ks=hf(x+h,wi+ko),
2 2
ka=hf(xi:1,Wi+ks),
i=1,2,...n

Su diagrama de flujo es el siguiente:

ab..van.f

v

h=({b-a)/n;
X=zeros(l.n+1),
Y=zeros(l.n+1);
X=ath:b:
Y(1)=ya;

no

fori=1=m

K 1=h*feval(£X(). Y (i):
K2=h*feval(£.X31)+h/2, Y )k 1/2);
k3=h*feval(f.X(i)+h/2.Y (1) k2/2):
ka=h*feval(£.X(i)+h.Y (i) +k3):
Y(i+1)=Y (D) H(1/6)*(K1 +2*k2+2*Kk3 +Ka);

R=[X' Y':
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4.6 Metodo de Gragg.

El método de Gragg es un método multipaso donde el primer paso es la primera
aproximacion y el segundo paso se obtiene empleando el método de Euler, el método de Gragg
viene definido por la siguiente expresion:

Wp=t

w1= wgth f(tg,wo) (Euler)
Wir= Wig+2h f(t,w)

i=1,2,...n

Si aplicamos Richardson conseguiremos una mejor optimizacion ya que conocemos el tipo
de error (ksh*+ koh*+ksh®+...)que comete el método de Gragg.
A continuacion y como viene siendo habitual mostraremos el diagrama de flujo:

a.b.vanf

no

fori=1-4

h=(b-a)/((2"(i-1)y*n).
wl=wO+h*feval(fa.w0)

.

for j=1:(27(1-1))*n

no

w2=wO+2*h*feval(f.a.wl).
a=a+th:

wi=wl:

wl=w2:

AG—v2 Je———

no

no

A= (-1)* AGLE-D)-AG-Li-1)/(47G-1)-1):;

AGD)
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"'4.7 Método de Runge-Kutta-Fehlberg.

El método de Runge-Kutta-Fehlberg supone un esfuerzo por diseiia un procedimiento para

que ajuste automaticamente la longitud del paso, a diferencia de los métodos anteriormente vistos

este porpone no tomar un_paso constante sino irflo modificando segun las necesidades.

'
)

Los métodos anteriores

alpha

alph&‘

~ Fehlberg en 1969 recurrié-a un método de cuarto orden con cinco evaluaciones de la
funcién y a un método de quinto orden con seis evaluaciones de la funcién. Podemos suponer que
no resultaria muy eficiente ya que su método requeria una gran cantidad de calculo pero Fehiberg
se la ingenid para elegir los parametros en estos métodos de manera que obtenia dos formulas de
distinto orden utilizando los mismos puntos para las evaluaciones de la funcién. Con ello sélo
necesnta seis evaluac:ones de la funcion, estas evaluaciones son las siguientes:

k1-hf(tk»Yl<)
‘kz"-'hf(tk"'lh,Yk*'lkl),
4
ka-hf(tk+3h yk+3 k1+9 k2)
8 32 32

ka=hf(t+12h,y,c+1 932k1-7200k2+7296k_3)
" 13 2197 2197 2197

ks=hf(t+h, yic+439k:-8k,+3680ks-845 k),

216 = 513 4104
Ke=hfet1h, yic 8. K+ 2k, 3544k+1850ks-11ks),
2 27 . 2565 4104 40
- "Autor: Rubén Gonzilez del Castillo ~ N Pigina 68
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Su diagrama de flujo es el siguiente:

a.b.va.nTOLS °

v

a2=1/4;b2=1/4;
a3=3/8;b3=3/32;c3=9/32;
ad=12/13;b4=1932/2197:04=-7200/2197:d4=7296/2197;
a5=1;b5=439/216;c5=-8;d5=3680/513;e5=-845/4104; L
26=1/2;b6=-8/27;c6=2;d6=-3544/2565;66=1859/4104;f5=-11/40;
r1=1/360;r3=-128/4275;r4=-2197/75240;15~1/50316~2/55;
n1=25/216;n3=1408/2565:n4=2197/4104;n5=-1/5;

big=lel5;
h=(b-a)n;
hmin=h/64;
hmax=64*h;
max1=200; .
- Y(1)=ya;
X(1)=a;
=L
br=b-0.00001%abs(b);
no while (X(j)<b)
+ <
if (X@)+h)>br) .
h=b-X(j);
end .
ki=h*feval(£X(), YG)%
y2=Y(j)+b2*k1; )
" if big<abs(y2) -
break
end
k2=h*feval(£,X(j)+a2*h,y2);
y3=Y(j)+b3*k1+c3%2;
if big<abs(y3)
break .
end '
k3=h*feval(f,X(j)+a3%h,y3); -
y4=Y(§)+b4%k1+c4*k2+d4%k3;
if big<abs(y4)
break
end
kd=h®foval(EX()+a4%h,y4);
Y5=Y(§)+b5%k1+c5%k2+d5%k3+e5%k4;
if big<abs(y5) -
break
end
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v

k4=h*feval(£.X(j)tad4*h.y4):
V3=Y(§)+b5*k1+c5*k2+d5%k3+e5*k4;
if big=abs(y3)
break
end

v

kS=h*feval(f,X(j)+a5*h.y5);
vo=Y(j)+b6¥k1+c6*k2+d6*k3+eb6 k4 +
6*kS:
if big<abs(y6)
break
end

v

k6-h*feval(£X(j)+a6*h.y6):

err=abs(rl *k1+r3*k3 4 k4 rS¥KS4r6#k6):

ynew=Y(j)tnl*k1+n3*k3 +n4*k4-+n5*K5:

Del no del
while

Y(§+1)=ynew:
if ((X(G)+h)=br)
N(j+1)=b:
else
XG+1)=X(j)+h;
end
it
i end
if ((err<TOL){(h<2*hmin))
if (err==0)
s=();
else
5=0.84*(TOL*h/err) (0.25): =
end
if ((s<0.75)&(h>2*hmin))
h=h/2:
end
if ((s>1.50)&(2*h<hmax))
h=2%h;
end
if ((big=abs(Y(j)))(max1==j))
break
end
R[N Y'L:

‘While de la pagina anterior
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S 4 8 Método de Adams-Bashforth-Moulton.

El método de Adams-Bashforth-Moulton es un método multupaso al igual que el. metodo de
Gragg visto anteriormente, el método de Adams-Bashforth-Moulton construye las aproximaciones a
la solucion del problema de valor inicial y'=f(t,y) con y(oc)=yg en [a, b] usando el método de Adams-
Bashforth para obtener el valor predlctor , .
Pir1=Yi+h (-9 fia "‘37 fxz — 59 fi.s + 65 fk)
24

Y 'utilizandoel método de Adams-Moulton para obtener el valor corrector:
Yie1=YitD (-9 fic2 -5 fice + 19 fic + 9 fier)
24 . \

Su diagrama de fiujo esel siguiente:

£XY

n=length(X);

-break;

v

=zeros(1,4); — ‘
F=feval(f;T(1:4),Y(1:4)); b
h=T(2)-T(1); R

vvvvvvvv ‘ A p=Y(KyH0/24)*(F[-9 37 -59 55]);
SR o T(k+1)=T(1)}+h*k;
F=[F(2) F(3) F(4) feval(£T(k+1),p)];
_____ , Y(k+1)=Y(K)yHh/24)*(F*{1 -5 19 9]);
, | F@)feval(ET(k+1).Y(k+1)y;

R=[X'YY]; [&—
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4.9 Comparaciones y conclusiones.

METODOS . CARACTERlSTI.CAS_

d
‘| Método de la serie de Taylor

-Se basa en el teorema de Taylor.

' -Utiliza la derivada de la funcion con lo que |mpI|ca
una gran cantidad-de operaclones

-Su ervor es de orden O(h").

Método de Euler v '
: -Es el método de la serie de Taylor para N=1.

-No necesita tomar nmguna derivada de f.

‘| -Necesita tomar pequenos valores de h para obtener

una precision aceptable ,

Método del punto medio
-No requiere de una gran cantldad de operaciones| -
para obtener unas aceptables aproximaciones.
-Su.error es de orden O(h )

T

Método de Heun . B _

-Se basa en el teorema fundamental de célculo y en
el teorema fundamental de la integral.

-Su ‘error es del mismo- orden que el del método del
punto medio, es decir, del orden O(h ).

Método de Runge-Kutta clasico ‘ . S ‘

v ' c -Se construye a partir del método de la serie de’
Taylor.
-Se pueden construir de cualqmer orden aunque el
método de Runge-Kutta de orden cuatro es el mas
clasico y es el que hemos analizado en esta practica.

Método de Gragg. | o : - :

o -Método multipaso, es décir, necesita mas de una
aproximacion (pasos), para construir la aproximacion
final. ,
-El segundo paso lo obtiene a través. del método de
Euler.

Método de Runge-Kutta-Fehlberg ‘ '
' ' -Es el (inico metodo estudiado en esta pracllca donde
la longitud del paso varia. .

-Se basa en el método de Runge—Kutta

-Resuita un poco complicado de desarrollar.

" Método de Adams-Bashforth-Moulton ' ‘ - o

: o -Método multipaso, al igual que el método de Gragg.
-Utiliza el método de Adams-Bashforth para obtener
el valor predictor y utiliza ‘el ‘'método de Adams-
Moulton para obtener el valor corrector.:
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:4.1‘0 Ejemplos.

1.- Dado el siguiente problema y’=-y+t2+1 y(0)=1 0<t<1 Calcular y(1) con h=0. 01
utlhzando para ello, los métodos anteriomente vistos.
A continuacion mostraremos una tabla con los resultados obtenidos:

. Método Ne de Op. Nimero de pasos y(1)

Taylor ‘ 1512 100 1.25842580257264
Euler ‘ o 612 100 1.26159564086627 .
Punto medio : 1212 100 1.26056334382853
Runge-Kutta ‘ - 3512 : 100 1.26424111772764
Heun . 2212 ‘ 100 | 1.26424993892880
Gragg - 10618 100 1.25693177952969
Runge-Kutta-Fehlberg . ) 781 ) 1.26423523100905 -
_Adams-Bashforth Moulton . 3409 100 1.26424111785766

A primera vista podemos observar que los resultados que obtenemos son muy parebidos,
también podemos ver que el método de Euler y el método de Runge-Kutta-Fehlberg son los que
realizan menos operaclones que el resto, en cambio hay que resaltar que el método de Gragg es el
proceso que mas operaciones realiza, unas 10618, para conseguir una aproximacion no tan buena
como el resto de los métodos.

Otro aspecto a resaltar es-el nimero de pasos ya vimos que salvo el método de Runge-
Kutta-Fehiberg todos tomaban un h constante y por lo tanto no modificaban la longuitud de su

pasos, en cambio el método de Runge-Kutta-Fehlberg se atreve a modlﬁcarlo y obtiene una muy .

- buena aproximacién con tan sélo nueve pasos.

Elegir el método mas eficiente es realmente complicado ya que cada uno tiene su pos y
sus contra, por ejemplo Taylor es un buen método pero necesita hacer uso de las derivadas, cosa
que no necesita el método de Euler, si para elegir el método mas 6ptimo nos basaramos en el
namero de operaciones que realiza para conseguir la aproximacion, la eleccién estaria entre el '
método-de Euler y el método de Runge-Kutta-Fehlberg, pero considerando otros aspectos crremos
que el método mas eficiente de los estudiados en esta seccion es el método de Runge-Kutta-
Fehlberg ya que no sélo realiza. pocas operaciones para obtener la aproxnmacuon y(1) sino que tan
sélo realiza nueve pasos en-comparacion con el resto que realizan cien pasos. .

2.- Dado el siguiente problema: y'=t’y, v(0)=1 y(t)=-e Y -2t4+2 0<t<1. Calcular y(1)
con h=0.01 utilizando para ello, los métodos anteriomente vistos. .
o A continuacion mostraremos una tabla con los resultados optemdos.

Método Ne de Op. Numero de pasos -y(1)

Taylor. 1412 100 0.62445814384587
Euler : 1212 100 ‘ 0.62528642928524
Punto medio . 2412 : 100 - 0.62528642928524
Runge-Kutta ’ 5912 100 0.63212055883075
Heun ) - 4012 100. : 0.63212056175601
Gragg ' L 19642 ) 100 0.61846154847537
Runge-Kutta-Fehlberg 1069 ] v 0.63212051002010
Adams;Bashforth-Moulton . 4594 100 0.63212055898893

Al igual que antes los metodos obtienen aproxlmacuones muy parecidas, al igual que antes-
los métodos de Euler y Runge-Kutta-Fehlberg son los métodos que menos operaciones realizan,
por contra sigue siendo el método de Gragg el que mas requiere, un aspecto importante que
tenemos que resaltar es que el método de la serie de Taylor en este caso realiza muy pocas
operaciones, el principal motivo de este hecho es que las derivadas tercera y cuarta son-nulas. -
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3.- Dado el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, resolverio por Runge-
Kutta mostrando las 5 primeras iteraciones.

x'(t)=x+2y x(0)=6

V(t)=3x+2 y(0)=4

A continuacion mostraremos una tabla con los resultados obtenidos:

k ty Xy -10000 Yy -10000

0 0.00 0.00060000000000 0.00040000000000
1 0.02 0.00062935455067 0.00045393248933
2 0.04 0.00066156221225 0.00051194859878
3 0.06 0.00069685252789 0.00057439652500
4 0.08 0.00073547431874 0.00064165330487
5 0.10 0.00077769728646 0.00071412722062

Para aplicar el método de Runge-Kutta hemos tenido que hacer unas pequefias
modificaciones, para el tratamiento de un sistema de ecuaciones diferenciales lo hemos tratado
igual que si fuera una ecuacion diferencial teniendo en cuenta que la solucion no era un escalar
valor sino un vector.

4.- Dado la siguiente ecuacion diferencial de orden superior, resolverlo por Runge-
Kutta, explicar como se ha resuelto, mostrar las 5 primeras iteraciones.
X(t)+4x°(t)+5x(t)=0 x(0)=3 x*(0)=-5

Para resolver esta ecuacion la vamos a transformar en dos ecuaciones de primer orden,

que si sabemos como se resuelve.
y=xt y1= ”=-5X-4y

A continuacion mostraremos una tabla con los resultados obtenidos:

ty Xic Yk

0 3.00000000000000 -5.00000000000000
0.10000000000000 2.52564583333333 -4 48185416666667
0.20000000000000 2.10402783255208 -3.95059997647569
0.30000000000000 1.73506268505788 -3.43236151975128
0.40000000000000 1.41653369346863 -2.94411599507803
0.50000000000000 1.14488509380768 -2.49601256867580
1.00000000000000 0.33324302192576 -0.93498293635178
2.00000000000000 -0.00620684405292 -0.04516717443284
3.00000000000000 -0.00701079126808 0.01051787885985
4.00000000000000 -0.00091163015844 0.00236540065916
5.00000000000000 -0.00000492598244 0.00015330540923

Aunque no era necesario también hemos mostrado y,=x', en este caso no era necesario
modificar el método de Runge-Kutta ya que hemos transformado la ecuacion diferencial de orden
superior en un sistema de ecuaciones de primer orden de esa manera si lo podemos resolver.
Teniendo en cuenta que como resultado obtenemos un vector es la primera coordenada la que nos
interesa, aunque en este caso hemos mostrado todo el vector.
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Codigo
{fuente.

PRACTICA N=1: RESOLUClON DE ECUAC|ONES
Método de biseccion:

function sol=bisec(a,b, TOL,Nmaxf),

format long %Para obtener mas numeros decimales.
flops(0); %Inicializa el contador de n® de operaciones por segundo
tiempo._| mucnal:clock %Necesario para saber eI tiempo transcurrido.

’

-if (b<=a)
error(‘El extremo superior no puede ser menor o igual que extremo inferior. )'A

end
%Comprobacién de que los extremos no son solucuon
if (feval(f,a)==0)
sol=a; .
break;
end
if (feval(f, b)__O)
sol=b;
break;
-end
%Comprobacién de si se satisface la condicion f(a)'f(b)<0
if (feval(f,a)*feval(f,b) > 0)
error('El intervalo podria no tener soluclon‘).
end
%Buscamos la solucién.
for n=1:Nmax
p(n)=(a+b)/2;
it (feval(f, a)*feval(f p(n)) < 0)
b-p(n)l
else
~ a=p(n);
-end
" err=abs(b-a);
if (err<TOL) %Criterios de paro
break;
end
end

- sol=(a+b)/2;

%I|mprimir resultados,
disp('Para biseccién’)
if (n>Nmax) -
disp(‘El método no converge para ')
,Nmax
dISp( iteraciones con la condicion inicial y TOL dada, )
else
disp('La raiz mas aproxmada es')
,sol .
" disp('lteraciones')
’n oo
disp('Ndmero de operaciones realizadas')
fops
t=etime(clock.tiempo_inicial);
disp('Tiempo transcurrido’)
‘er;d o
plot(p);
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Método de regula:
function sol=regula(a,b, TOL,Nmax,T);
format long %Para obtener mas numeros decimales.
flops(0); %lnicializa el contador de n2 de operaciones por segundo.
tiempo_inicial=clock; %Necesario para saber el tiempo transcurrido.
if (b<=a)
error('El extremo superior no puede ser menor o igual que extremo inferior.);
end
%Comprobacion de que los extremos no son solucién.
if (feval(f,a) == 0)
disp('Se ha encontrado la raiz, siendo esta’)
a
break;
end
if (feval(f,b) ==0)
disp(‘Se ha encontrado la raiz, siendo esta’)
b
break;
end
%Comprobacion de si se satisface la condicion f(a)*f(b)<O0.
if (feval(f,a)*feval(f,b) > 0)
error('El intervalo podria no tener solucion’);
end
%Buscamos la solucién.
n=1;
while (n<Nmax)
p(n)=(a*feval(f,b)-b*feval(i,a))/(feval(f,b)-feval{f,a));
if (feval(f,a)*feval(f,p(n))<0)
b=p(n);
else
a=p(n);
end
n=n+1;
p(n):(a*feval(f,b)-b*feva1(f,a))/(feval(f,b)-feval(f,a));
err=abs(p(n-1)-p(n));
if (err<TOL)
break;
end
end
sol=p(n);
%|mprimir resultados.
disp('Para regula falsi')
if (n>=Nmax)
disp('El método no converge para )
,Nmax
disp(‘iteraciones con la condicion inicial y TOL dada.")
else
disp('La raiz mas aproximada es')
,sol
disp('lteraciones’)
n
disp('Nimero de operaciones realizadas’)
flops
t=etime(clock tiempo_inicial);
disp('Tiempo transcurrido’)

end

plot(p);

Método de aproximacion a las raices:

function sol=aprox(a,b,tol1,tol2 f)

format long %Para obtener mas numeros decimales.

flops(0); %lnicializa el contador de n? de operaciones por segundo.
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tiempo. inicial=clock; %Necesario para saber el tiempo transcurrido.
x=a:toli:b; ‘ »
y=feval(f,x);
rangoy=max(y)-min(y);
tol=rangoy*tol2;
n=length(x);
m=0;
x(n+1)=x(n),
y(n+1)=y(n);
for k=2:n, '
if (y(k-1)ylk)<=0)
m=m+1;
pO(m)=(x(k-1)+x(k))/2;
end .
s=(y(k)-y(k-1))"(y(k+1)-y(K));
it (abs(y(k))<tol) & (s<=0)
m=m+1;
pO(m)=x(k);
end
end
sol=pO(m); -
%Imprimir resultados.
disp(‘Para localizaci6n de aproximacién de raices')
disp('La raiz mas aproximada es')
,sol : o : o
disp(‘Numero de operaciones realizadas’),flops 3
t=etime(clock tiempo_inicial);
disp(‘Tiempo transcurrido’) N

t

plot(p0);

Método del punto fijo: :

function sol=pfijo(p0, TOL,;Nmax,g,9p)

%PUNTO FIJO: Algoritmo para calcular la raiz de f(x) necesita una g(x).

. format long %Para obtener mas numeros decimales.

_flops(0); “%]nicializa el contador de n? de operaciones por segundo.
tiempo_inicial=clock; %Necesario para saber el tiempo transcurrido.
%Comprobacién de la calidad de g(x).

%La funcién gp(x) es la derivada de g(x).
it (abs(feval(gp,p0))<1) A
- disp(‘'La tuncién g(x) es buena.’)

" else ,

disp('La funcién g(x) es mala.’)
break; o '
end i
%Buscamos la solucién.
. p(1)=p0;
n=2;
while (n<=Nmax) .
p(n)=feval(g,p(n-1)); - o
err=abs(p(n)-p(n-1)); %Error relativo relerr=2"err/(abs(p)+TOL);
if (err<TOL) ) -
break -
end
n=n+1;
end )
%|mprimir resultados.
disp(*Para punto fijo')’
if (n>Nmax) , ‘
disp(‘El método no converge para ')
JNmax
Idisp('iteraci'ones con la condicién inicial y TOL dada.’)
else ) . »
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- disp('La raiz més aproximada es’)
@ sol=p(n)
@ disp(‘lteraciones:')
& noo '

disp('Ntimero de operaciones realizadas’)
W fops
) t=etime(clock tiempo_inicial);
@ disp('Tiempo transcurrido')

t ' o
W end
@ plot(p);
@ Método del Newton:
® function sol=newton(p0,TOL,Nmaxf fp)
@ format long; %Para obtener mas nimeros declmales
G flops(0); %lnicializa el contador de n® de operaciones por segundo
@

tiempo_inicial=clock; %Necesano para saber el tismpo transcumdo

. %Buscamos la solucién.
. %La funcion fp(x) es la derivada de f(x)
n=1;
p(n)=p0;
while (n<Nmax)

n=n+1;
p(n)=p(n-1)-feval(f,p(n-1))feval(fp,p(n-1));
, err=abs(p(n)-p(n-1));
””” . if (err<TOL) g
- break;
end : : ‘ : S
end ‘ ‘
%Imprimir resultados.
disp('Para Newton- Raphson')
if (n>=Nmax)
disp('El método no. converge para’)
,Nmax
dlsp( iteraciones con la condlclon inicial y TOL dada )

else - o ‘
" disp(’ La raiz mas aprox1mada es') - : . r
- sol=p(n) o
. disp('lteraciones:")
N o
disp(‘Nimero de operaciones realizadas’)
flops
t=etime(clock tiempo_inicial);
disp('Tiempo transcurrido’)

@
@
@
@
@
@
W
@
&
@
W
@
W
@
@
W
@
@
& ‘ 1
@
W
W
W
@
W
W
@
@
&
W
@
@
@
@
@
@
W
@

'

[

end
plot(p);

& . Método de la secante: ,

function sol=secante(p0,p1,TOL,Nmax,f) '

format long %Para obtener més niimeros decimalss. .
flops(0); %lnicializa el contador de n® de operaciones por segundo. °
tiempo_inicial=clock; %Necesario para saber el tiempo transcurrido.
%Buscamos la solucién.
n=1;
p(n)=p1 -(feval(f,p1)*(p1 -pO))/(fevaI(f p1)-feval(f pO));
while (n<Nmax)

pO=p1,

p1=p(n);

err=abs(p(n)-p1);

it (err<TOL)

break;

end

n=n+i;
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p(n)=p1-(feval(i,p1)*(p1-pO)Y/(feval(f,p1)-fevalli,p0));
end . - .

%Imprimir resultados.

disp('Para el método secante')

if (n>=Nmax)

~ disp('El método no converge para ‘)

,Nmax

disp(‘iteraciones con la condicion inicial y TOL dada.’)
else ’

disp('La raiz mas aproximada es)

,sol=p(n) ‘ ‘

disp('lteraciones:’)

] .
disp('Numero de operaciones realizadas') -
flops - o
t=etime(clock tiempo_inicial);
disp(‘Tiempo transcurrido’)
lt ’ =
end
plot(p) :
Método de Aitken: )
function. sol=aitken(p0, TOL,Nmax{,g) -
format long; %Para obtener mas numeros decimales. :

flops(0); %lnicializa el contador de n2 de operaciones por segundo.
tiempo_inicial=clock; %Necesario para saber el tiempqtranscurrido.

%Buscamos la solucion.
n=1; ) ‘
p1=feval(g,p0);%Aplico punto fijo.
while (n<=Nmax) :
p2=feval(g,p1),%Aplico punto fijo.
%Prevencion de las divisiones entre cero.
if (abs(p2-2.*p1+p0)<TOL)
disp('El denominador es casi nulo.')
p(n)=p0-((p1-p0)."2/(p2-2."p1+p0));
break; o o
end ' ‘ _
p(n)=p0-((p1-p0)."2/(p2-2."p1+p0));
if (abs(feval(f,p(n)))<TOL)
~ break;
end .
pO=p1;
pl=p2;
n=n+1,;
.end, o
%Imprimir resultados.
disp(‘Para Aitken')
" if (n>Nmax)
disp(‘El método no converge para )
JNmax : : )
lgisp('iterau:iones con la condicién inicial y TOL dada.’) B
else
disp('La raiz mas aproximada es')
,sol=p(n)
disp('lteraciones:')

n : » '
disp('Ntmero de operaciones realizadas’)
flops : '
t=etime(clock tiempo_inicial);
disp(‘Tiempo transcurrido’)
A HE .
end
plot(p);
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Método de Steffensen:
function sol=steffens(p0, TOL,Nmax,f;g)
format long; %HPara obtener mas numeros decimales.
flops(0); %]nicializa el contador de n® de operaciones por segundo.
tiempo_inicial=clock; %Necesario para saber el tiempo transcurrido.
%Buscamos la solucion. . ‘ .
n=1; .
while (n<=Nmax) .
pi=teval(g,p0);%Aplico punto fijo.
p2=feval(g,p1);%Aplico punto fijo.
%Prevencion de las divisiones entre cero.
if (abs(p2-2°p1+p0)<TOL) ‘
disp(‘El denominador es casi nulo.)
p(n)=p0-(p1-p0)2/(p2-2'p1+p0);
break; - S
end ‘ - .
p(n)=p0-(p1-p0)*2/(p2-2°p1+p0);%Aplico Aitken. -
if (abs(p(n)-p0)<TOL & abs(feval(f,p(n)))<TOL)
%Solucién encontrada.
break;
end
pO=p(n);
n=n+1;
end _
% Imprimir resultados.
disp('Para Steffensen’)
if (n>Nmax)
disp('E! método no.converge para ')
,Nmax A
disp(‘iteraciones con la'condicién inicial y TOL dada.")
else : o
disp('La raiz més aproximada es')
,s0l=p(n)
disp(lteraciones:’)
N .
disp('Numero de operaciones realizadas’)
flops o } ‘
t=etime(clock tiempo_inicial);
disp(‘Tiempo transcurrido’)
b ‘
. end

plot(p); :

PRACTICA N22:RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES.

Método de triangularizacién superior seguido de sustitucién regresiva:
function X=trisusureg(A,B) ; - : i ’
format long; - %Para obtener mas nimeros decimales.

flops(0); %Inicializa el contador de n® de operaciones por segundo.

tiempo_inicial=clock; %Necesario para saber el tiempo transcurrido.
%lnicializamos X y una matriz C que sirve de almacén temporal
[N N]=size(A); - :
X=zeros(N,1);
C=zeros(1,N+1), .
%Calculo de la matriz ampliada Aug=[AlB]
Aug=[AB];,
for q=1:N-1 ‘
%Pivoteo parcial en la columna g-ésima
[Y,l=max(abs(Aug(a:N,q))); .
-%lntercambiamos las filas g-ésima y (j+q-1)-ésima
-C=Aug(q,));
Aug(q,:)=Aug(j+q-1.:);
Augf{j+a-1,:)=C; :
if Aug(q,q)==0
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dlSp('A es smgular No hay solucién o no es tnica.')
break; .
end
%Proceso de eliminacién en la columna g-ésima
for k=q+1:N
m=Aug(k,q)/Aug(q,q);
Aug(k,q: N+1) Aug(k,q N+1)- m'Aug(q q:N+1);
end
end

- %Sustitucién regresiva

Y=Aug(1:N,1:N);
Z=Aug(1:N,N+1);
n=length(Z);
X=zeros(n,1);
X(m=Z(n)/Y¥(n,n);
for k=n-1:-1:1.
X(k) (Z(K)-Y(k k+1:n)*X(k+1:n))/Y (k, k)
end
disp(‘Numero de operamones realizadas')
Slops
t=etime(clock,tiempo_inicial);
disp(‘Tiempo transcurrido’)
it . c
disp('La raiz mas aproximada es')
Método de factorizacion LU:
function X=lufatc(A,B)
format long; %Para obtener mas nimeros decimales.

flops(0); %Inicializa el contador de n® de operaciones por segundo.

tiempo_inicial=clock; %Necesario para saber el tiempo transcurrido.
[N,N]=size(A);
X=zeros(N,1);
Y=zeros(N,1);
C=zeros(1,N);
R=1:N;
for q=1 N-1
%Determinacién de la fila pivote para la columna g-ésima
[max1,jl=max(abs(A(q:N,q)));
%Intercambio de las filas g-ésima y j-eSlma
-A(ql )0
A(g,))=A(+a-1,:);
d=R(q);

" R(q)=R(j+a-1);

R(j+g-1)=d;
it A(q,q)==

disp{'A es singular, no hay solucién o no es lnica');

break; '
end
%Calculo del muItlphcador que se guarda en la parte subdlagonal de A
for k=g+1:N ,
- mult=A(k,q)/A(q,q);

A(k,q)=mult;

A(k,g+1:N)=A(k,q+1:N)-mult*A(q,q+1:N); .
end -
end’ ,
%Resolucion para hallar Y
Y(1)=B(R(1));
for k=2:N

Y(k)=B(R(k))-A(k,1:k-1)*Y(1: k-1)
end
%Resolucién para hallar X
X{N)=Y(N)/A(N,N);
for k=N-1:-1:1
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;((k)—(Y(k)—A(k,kﬂ -Nj'X(k+1 -N))/A(k, K):
en

. disp(" Namero de operacnones realizadas)

JHops
t-etlma(clock tiempo_inicial);
disp(‘Tiempo transcurrido)

't -
dlsp('La raiz mas aproximada es')
Método de jacobi:

- function X=jacobi(A,B,P,TOL Nmax)

format long; %Para obtener mas nimeros decimales.
flops(0); . %Inicializa el contador de n de operaciones por segundo.
tiempo_inicial=clock; %Necesario para saber el tiempo transcurrido.

N=length(B);

' for k=1:Nmax

for j=1:N
L((J)'(B(J)'A(J 11041 N])’P([1 -1+ :NDVAG),
en
err=abs(norm(X'-P));
relerr_err/(norm(X)+eps),
P=X,
if (err<TOL)I(relerr<TOL)
"break;
end;
end '
dlsp('Ndmero de operaciones reallzadas)
fops .
t=etime(clock,tiempo_inicjal);
disp(‘Tiempo transcurrido)
it o
disp('La raiz mas aproximada es')
X=X,

" Método de gauss-seidel:

function X=gseid(A,B,P,TOL,Nmax)
formatlong; - %Para obtener més numeros decnmales

flops(0); %Inicializa el contador de n2 de operaciones por segundo.

tiempo_inicial=clock; %Necesario para saber el tiempo transcurrido.
‘N=length(B);
for k=1:Nmax
for j=1:N
s i ==
X(1)=(B(1)-A(1,2:N)*P(2:N)V/A(1,1);
elseif =N .
l;((N):(B(N) -A(N,1: N-1)"(X(1 N—1)) YA(N,N);
else -
>‘(j(|)=(B(J)-A(J,1 1) X(1-1)-AGj+1:N) PG+ N))/A(l.l).
en
end
err=abs(norm(X-P));
relerr=err/(norm(X)+eps);
P=X};
if (err<TOL)I(rel¢rr<TOL)
break
end;
- end;
disp('Numero de operaclones realdas')
flops _
t=etime(clock,tiempo_inicial);
dlsp(‘Tlempo transcurrido')

dlsp( La raiz mas aproximada es)
X=X
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Metodo de punto fijo para slstemas
function pfijosis(p0, TOL,Nmax ,gsis) : :
format long %Para obtener mas numeros decimales.
flops(0); 9%lInicializa el contador de n de operaciones por segundo.
tiempo_inicial=clock; %Necesario para saber el tismpo transcurrido.
soI-féval(gsis,pO),
n=1;
whlle (norm(po-sol 2)>-.TOL) %norm(po-sol inf)>=TOL)
pO=sol;
sol=feval(gsis, pO)
n=n+1;
if n>=Nmax
break
end ‘

- end

%Imprimir resultados
disp('Para punto fijo')
if (n>Nmax) :
disp('El método no converge para’)
,Nmax
dlsp('lteracmnes conla condtmon inicial y TOL dada.’ )
else
. disp('La'raiz mas aproxumada es)
,sol ;
dlsp( Iteracuones ) .
N
dlsp( Numero de operamones realizadas')
Jlops
t=etime(clock tiempo_inicial);
disp(‘Tiempo transcurrido')
¢
end
Método de newton para sistemas:
function newsis(p0, TOL,Nmax fsns,jacfsss)
format long %Para obtener mas nimeros decimales.
flops(0); %lnicializa el contador de n2 de operaciones por segundo
tiempo_ mwtal:clock %Necesario para saber el tiempo transcurrido.
n=1; .
z—-(feval(;acfsus,pO))\(feval(fsus p0o));
whlle (norm(z,2)>=TOL) %(norm(z,inf)>=TOL)
- pO=p0+2";
z=-(feval(jacfsis, pO))\(fevaI(fS|s p0));
n=n+1;
if n>_Nmax
. break
end
end
sol=p0+2'; .
%Imprimir resultados:
disp(‘Para newton sistemas’)
if (n>Nmax)
disp('El método no converge para )
Nmax
else
d|s§>( La raiz mas aprommada es')
sol'
‘ dlsp('lteraclones: )

N ‘ -

disp('Numero de operaciones realizadas'’) -
flops

t=etime(clock tiempo_| mlcnal)
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. disp(Tiempo trénéc‘urrido‘)

t
end
Método de seadel
function seidel(p0,TOL,Nmax, gseldel)
format long ‘9%Para obtener mas nimeros decimales.

. flops(0); %|nicializa el contador de n de operaciones por segundo.

tiempo_inicial=clock; %Necesario para saber el tiempo transcurrido.

sol=feval(gseidel,p0);
n=1;
while (norm(p0-sol, 2)>—TOL) %norm(po-sol lnf)>-TOL)
pO=sol;
: sol=feval(gse|del,p0),
n=n+1;
if n>=Nmax
break o
end
end

* %Imprimir resultados.

disp('Para seidel') : , '
if (n>Nmax). - T
disp('El método no converge para’)
,Nmax o
dlsp('lteramones con la condicién inicial y TOL dada.)
else ‘
dlsp( La raiz mas aproxmada es')
sol .
dlsp( Rteraciones:')

d:sp( Nimero de operaclones real:zadas')
Hops
t=atime(clock tiempo_inicial);
disp(‘Tiempo transcurrido')
t
end -
" Método de broyden
function broyden(p0, TOL,Nmax fsus,jacfs1s)
format long %Para obtener mas numeros decimales.
{lops(0); %Inicializa el contador ds n? de operaciones por segundo.
tiempo_inicial=clock; %Necesano para saber el tlempo transcurrido.
B=feval(jactsis,p0);
z=-B\(fevaI(fs1s p0))';
n=1,
while (norm(z,2)>—TOL) %(norm(z,mf)>—TOL)
p1=p0;
pO=p0+z';
‘B=B+1/norm(p0-p1 2)"((feval(f51s pO))' (feval(fsns,p1)) -B"(po p1))*(p0-p1 ),
z—~B\(feval(fsns,p0)) ; .
n=n+1;
if n>-Nmax
break
end
end
sol=p0+z';
%Imprimir resultados.
disp(‘*Para broyden’)
if (n>=Nmax)
disp(‘El método no converge para ) .
,Nmax :
lglsp('lteracmnes con la condicion inicial y TOL dada.’)
else
disp('La raiz mas aproxumada es')
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,sof

' -disp(‘lteraciones:’)

,n o 4
disp('Numero de operaciones realizadas')
flops .
t=stime(clock,tiempo_inicial);
disp(‘Tiempo transcurrido’) -
it ‘

end

" Método de méaximo descenso: - , ,
~ function sol=maxdes(p0, TOL,Nmaxhsis,{sis jactsis);

tormat long '9%Para obtener mas numeros decimales.

" flops(0); %lnicializa el contador de n¢ de operaciones por segundo.

tiempo_inicial=clock; %Necesario para saber el tiempo transcurrido.
m=feval(hsis, fsis',p0);
n=0; .
while (m>TOL & n<=Nmax)
landa=1/(2.Mi);
mi=m; ' ' _
% ahora se busca la direccion de maximo descenso
while m1>=m & landa>=TOL | ' :
aux=landa*gradh(fsis,jacfsis,p0);
m1=teval(hsis,{sis',p0-aux);
i=i+1; .
landa=1/(2.Mi);
end, .
%el nuevo po es el que hizo h(p0-lambda*gradh(p0)) menor que m .
p0=p0-|anda'gradh(fsis,jacfsis,p()); . :
m=feval(hsis,fsis',p0); i
n=n+1; % cuenta el numero de veces que intenta busca el p0
end; o
sol=p0;

" %|mprimir resultados.

disp(*Para maximo descenso')
if (n>=Nmax) .

disp('El método no converge para ‘)

,Nmax }

disp(‘iteraciones con la condicion inicial y TOL dada.)
else . . } '

disp('La raiz més aproximada es')

,sol=sol' ‘

disp(‘lteraciones:)

N - .
disp('Nimero de operaciones realizadas')
flops o

. t=etime(clock tiempo_inicial);
disp(‘Tiempo transcurrido')

¢
end o
Método de newton global: ' .
function nglobal(p0, TOL,Nmaxhsis fsis,jacfsis)
format long %Para obtener mas nimeros decimales.
flops(0); %Inicializa el contador de n® de operaciones por segundo.

tiempo_inicial=clock; %Necesario para saber el tiempo transcurrido.
m=feval(hsis,1sis',p0); :
n=0; ‘
while m>TOL & n<=Nmax
i=0; -
landa=1/(2Mi);
mi=m;
z=-(feval(jacfsis,p0))\(feval(fsis,p0))’;
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while m1>=m & landa>=TOL
m1=feval(hsis, 'fsis',p0-+landa*z’);
i=i+1;
landa=1/(2.7);
end;
9% El nuevo X0 es el que hizo h(p0-lambda*gradh(p0)) menor que m
pO=p0+landa’z’
m=feval(hsis, fsis',p0);
n=n+1;
end;
sol=p0;
% |mprimir resuitados.
disp('Para newton sistemas’)
it (n>Nmax)
disp(‘'El método no converge para )
,Nmax
disp(‘iteraciones con la condicion inicial y TOL dada.)
else
disp('La raiz mas aproximada es’)
sol'
disp('lteraciones:')
,n
disp(‘Ntmero de operaciones realizadas’)
flops
t=etime(clock tiempo_inicial);
disp('Tiempo transcurrido’)
it
end

PRACTICA N23:INTERPOLACION POLINOMIAL.DERIVACION E INTEGRACION NUMERICA.

Método de lagrange:
function C=lagrange(Xf)
w=length(X);
%0btengo el vector de ordenadas, el de los valores.
for i=1:w
Y (i)=teval(f, X(i));
end
n=w-1;
L=zeros(w,w);
%Formacion de los polinomios coeficientes de Lagrange.
for k=1:n+1
V=1;
for j=1:n+1
if k~=]
V=conv(V,poly(X(j)))/(X(k)-X(1));
end
end
Lik,:)=V,;
end

%Calculo de los coeficientes del polinomio interpolador de Lagrange.

GG
Método de diferencias divididas:
function C=difdiv(Xf)
%DIFERENCIA DIVIDIDA DE NEWTON.
format long;
w=length(X); ;
%Obtengo el vector de ordenadas.
for i=1:w

Y (i)=feval(f,X(i));
end
D=zeros(w,w);
D(:,1)=Y5
%Calculo de las diferencias divididas
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for 1v_2kw
for k=j
3(k.D=(D(k.l'1) D(k-1 1-1))/(X(k%X(k-1+1))
en
end

‘9Calculo del vector que contiene Ios coeficientes del po!momlo lnterpolado

C=D(w,w),
for k=(w-1):-1:1

C=conv(C,poly(X(k)));

m=length(C),

C(m):C(m)+D(k k); ,
end ‘ ‘ ' o

Método de diferencias progresivas:
function C=difpro(X,f) .
w=length(X);
%Obtengo el vector de ordenadas
fori=1:w
Y(i)=teval(f; X(i));
end
v=Y(1); '
% Calculo de las drferenclas progresivas
fori=tw
coeficientes(i)=V(i);
+ for k=(14i):w
V(K)=Y(k)- Y(k-1).
end -
Y=V,
end . -
%Parte combinatoria del pollnomlo interpolador mediante NEWTON
polinom=zeros(1,w);
auxpolin=[1 -1};-% equwale a S—(x-x1 Yh
fori=tw -
if (i==1)
polmom(w):coeﬂmentes(n)
else
for j=1:w-i
auxpolin=conv(auxpolin,[1 (-j+1 )])
~ end
for k=1:length(auxpolin)
if (Iength(pollnom)dength(auxpolm) & k-—-length(auxpolm))
polmom(k)—auxpolm(k)
~else’ -
polinom(k)= (auxpolm(k)+polmom(k)),
end
end
end
end.
C=polinom;
Método de chebyshev
~ function C=chebyshev(n,a,b,f)
C=zeros(1,n+1);
%Estimacion de X.

-~ fori=1:n+1

X(i)=cos((2"i-1 )*pl/(2*n+2)),

end

. X=(b-a)*X/2+{a+b)/2,

Y=feval(f,X); ‘

for k=1:n+1 ,
Zz=(2'k-1)"pi/(2°n+2);
forj=1:n+1

C(j)=C(i)+Y(k)*cos((j-1)"2);
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end
end
C=2"C/(n+1);
C(1)=C(1)/2;

Método de diferenciacién numérica basado en Taylor:

function sol=der1{pol,x,TOL)
format long;
flops(0);
A=0;
for i=1:2
h=1/(2/\(i-1));
A(i, 1)=(feval(pol,x+h)-feval(pol,x-h))/(2*h});
end
A(2,2)=(4*A(2,1)-A(1,1))/3;
=2,
while abs(A(f-1,f-1)-A(f,f))>TOL
f=f+1;
h=1/(27(f-1));
A(f,1)=(feval(pol x+h)-feval(pol,x-h))/(2*h);
for i=2:f
Al D)=(400-1) A, i-1)-Af-1,i-1))/(47(-1)-1);
end
end
sol=A(f,f);
Método del trapecio:
function sol=trapecio(a,b, TOL )
fori=1:2
h=1/(27(i-1));
A(i, 1)=(h/2)*(feval(f,a)+feval(f,b));
end
A(2,2)=(4"A(2,1)-A(1,1))/3;

=2,
while abs({A(j-1,j-1)-A(},j))>TOL
j=j+1;
h=1/(27(j-1));
A(j,1)=(h/2)*(feval(f,a)+eval(f,b));
for i=2:j
Al )=(47(-1) A, 1-1)-A(-1,1-1))/(4N01)-1);
end
end
sol=A(j});
Método del trapecio compuesto:
function sol=trapeciocomp(a,b,n,f)
h=(b-a)/n;
sol=0;
for k=1:(n-1)
x=a+h"k;
sol=sol+feval(f,x);
end
sol=h*(feval(f,a)+fevall(f,b)y/2+h*sol;

Método del trapecio compuesto utilizando Richardson para su optimizacion:

tunction S=trcpri(a,b,n, TOLf)
h=(b-a)/n;
k=n;
A=0;
fori=1:2
S=0;
h=h/(27(i-1));
k=(2(i-1))°k;
for j=1:k
if (feval(f,a+(j-1)"h)+ feval(f,a+j"h))<0
S=S-(h/2)*(feval(f,a+(j-1)*h)+eval(f,a+*h));
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elsé
Sd-S+(h/2)'(feval(f a+(j— )"h)+feval(f a+*h));
en
end -
A(l 1)=S;

A(2 2)=(4"A(2, 1) A(1, 1))/(3)
c=2;
while abs(A(c-1,c-1)- A(c c))>..TOL
c=c+1;
h=h/2,
k=2"k;
S=0;
for j=1:k ’
lf (feval(f,a+(j-1)"h)+feval(f,a+j*h))<0
S=5-(h/2)*(feval(f,a+(j-1)*h)+eval(f,a+"h));
- else
Sd-S+(h/2)'(fevaI(f ,a+(j-1 )*h)+feval(f a+*h));
en
end
A(c,1)=S;
-for i=2:c
: A(c i)=(4\(i- 1)'A(C| 1) A(c 1 |—1))I(4/‘(|-1) 1);

end

-~ end

A
. S=A(c,c);

Método de Simpson:

function sol-snmpson(a b,f)

j=(b-a)/2;

sol=(j/3)’(feval(f a)+4*feval(f,j)+feval(f,b));

Método de Simpson compuesto:

function soLsnmpsoncomp(a b n f)
h=(b-a)/(2"n);

sol1=0;

. sol2=0;
© fork=1:n

x=a+h*(2"k-1);
sol1=sol1+feval(f,x);
end
for k=1:(n-1)
x=a+h*2*k;
sol2=sol2+feval(f,x);
end

- sol=(h/3)*(feval(f,a)+feval(f,b)+4"sol1+2"s0l2); »

. Método de Romberg:
functlon sol_romberg(a b,n, TOL f)
m=1;
h=b-a;
err=1;
i=0;
A=zeros(4,4); :
“A(1,1)=(h/2)*(feval(f,a)+eval(f,b)); -
whule((err>TOL)&(|<n))|(|<4)
i=i+1;
h=h/2
s=0;
for p=1:m
x=a+h*(2°p-1);
s=s+feval(f,x);
end :
A(i+1,1)=A(i,1)/2+h"s;
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m=2"m,
for k=1:i

Ali+1 k+1)=A(i+1,k)+(A(i+1,K)-A(i k) )/ (47k-1);

end
err=abs(A(i,i)-A(i+1,k+1));
end
sol=A(i+1,i+1);

PRACTICA N°4:ECUACIONES DIFERENCIALES.

Método de Euler:
function R=euler(a,b,ya,n,f);
format long;
flops(0);
h=(b-a)/n;
X=zeros(1,n+1});
Y=zeros(1,n+1);
X=a:h:b;
Y(1)=ya;
fori=1:n

Y (i+1)=Y (i)+h*feval(f, X(i), Y (i));
end
R=[X' Y';
E=abs(-2"exp(-b)+b"2-2"b+3-ya)
flops
Método del punto medio:
function R=puntomedio(a,b,ya,n,f)
format long;
flops(0);
h=(b-a)/n;
X=zeros(1,n+1);
Y=zeros(1,n+1);
X=a:h:b;
Y(1)=ya;
fori=1:n

Y(i+1)=Y(i)+h*feval(f, X(i), Y (i) +h/2*teval(f, X(i), Y(I);

end

=]
E=abs(-2*exp(-b)+b"2-2"b+3-ya)
flops

Método de Heun:

function R=heun(a,b,ya,n,f);
format long;

flops(0);

h=(b-a)/n;

X=zeros(1,n+1);
Y=zeros(1,n+1);

X=a:h:b;

Y(1)=ya;

fori=1:n

Y(i1)=Y (i) +(h/4)* (feval(f, X(i), Y(i))+3*feval(f, X(i)}+(2/3)*h, Y (i)+(2/3)*h*feval(f, X(i), Y(i))));

end
R=[X' Y';
E=abs(-2*exp(-b)+b"2-2"b+3-ya);
flops
Método de Gragg:
function A=gragg(a,b,w0,n,f);
format long
flops(0);
for i=1:4
h=(b-a)/((2(i-1))"n);
wi=w0+h*feval(f,a,w0);
for j=1:(27(i-1))"n
w2=w0+2*h*feval(f,a,wl);
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a=a+h;

wO=w1;

wiz=w2;
end .
Ali,1)=w2;
end ©

. fori=2:4

- forj=i:4
A(] i)=(4N(i- 1)"A(| i-1)-A(j-1,i- 1))/(4"(1-1) 1);

Método de Taylor:

function R=taylor(a, b,ya,n )
format long;

flops(0);

 h=(b-a)/n;

X=zeros(1,n+1);

Y=zeros(1,n+1});

X=a:h:b;

Y(1)=ya; -

fori=t1:n ‘

D=feval(f, X(i), Y(i)); '
Y(|+1)_Y(|)+h'(D(1)+h'(D(2)/2+h'(D(3)/6+h*D(4)/24)))

end

 R[X Y,

E_abs(-2'exp(-b)+b’\2-2'b+3-ya)
flops .
Método de Runge :
function R=runge(a, b,ya nf);
format long;
flops(0);
h=(b-a)/n;
X=zeros(1,n+1);
Y=zeros(1,n+1);
X=a:h:b;
Y(1)=ya;
fori=1:n
k1=h*feval(f, X(|) Y@y,
k2=h*teval(f,X(i)+h/2,Y(i)+k1/2);
k3=h*fevall(f, X?)+h/2 Y(i)+k2/2);
ka=h*feval(f,X(i)+h, Y(i)}+k3);
CY(i+1)=Y(i)+(1/6)" (k1 +2*k2+2"l(.5+k4)
end
R=[X"Y"; :
E=abs(-2"exp(-b)+b"2-2*b+3-ya)
flops
Método de Runge-Kutta-Fehlberg
function R=rkf(a,b,ya,n, TOLf)
format long;
flops(0);
a2=1/4;b2=1/4,
a3=3/8;b3=3/32,c3=9/32;
a4=12/13;b4=1932/2197,c4=-7200/2197,d4=7296/2197;
a5=1 b5_439/21 6;c5=-8;d5=3680/513; e5=-845/41 04;

- ab=1 /2 b6=-8/27:c6=2;d6=-3544/2565;e6=1859/4104;{6=-11/40;

r1=1/360;r3=-128/4275;r4=-2197/75240;r5=1/50;r6=2/55;
n1=25/216;n3=1408/2565,n4=2197/4104;n5= 1/5;
big=1e15;

‘h=(b-a)/n;

hmin=h/64;
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hmax=64"h;.

"~ max1=200;
- Y(1)=ya;

X(1)=a;
=1
br=b-0.00001*abs(b); -
while (X(j)<b)
if ((X(j)+h)>br)
h=b-X(j);
end
Ki=h*feval(f,X(j),Y (i));
y2=Y(j)+b2"k1;
if big<abs(y2)
break
end A
k2=h*feval(f,X(j)+a2"h,y2);
y3=Y(j)+b3*'k1+c3"k2;
if big<abs(y3) :
break
end '
k3=h*feval(f,X(j)+a3"h,y3);
y4=Y(j)+bd*k1+c4"k2+d4"k3;
if big<abs(y4)
-break
~end 2

" kd=h*feval(f,X(j)+a4*h,y4);

y5=Y(jj+b5*k1 +c5*k2+d5*k3+e5'k4
if big<abs(y5)
" break
.end
ks=h*feval(f, X(j)+a5'h,y5),
y6=Y(j)+b6*k1 +c6‘k2+d6*k3+es'k4+f6"k5
- if big<abs(ys) ‘
break
end
ké=h*feval(f,X(j)+a6*h, 6) '
‘err=abs(r1*k1+r3* k3+r4*k4+r5’k5+r6"k6)
ynew=Y(j)+n1*k1+n3*k3+n4"k4+n5"k5;
if ((err<TOL)I(h<2*hmin))
Y(j+1)=ynew;
it ((X(j)+h)>br)
X(j+1)=b;
else '
X(j+1)=X(j)+h;
end
o R
end ‘
if (err==0). T
s=0; ‘
else '
s=0. 84"(TOL'h/err)"(0 25);, .
end »
if ((s<0. 75)&(h>2"hm|n))
h=h/2;
end :
if ((s>1 50)&(2*h<hmax))
h=2*h;
~end
if ((big<abs(Y())(max1==)
break
end
n=j;
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it (b>X(}))
n=j+1;
else
n=j;
end
end
R=[X' Y';
flops
Método de Adams-Bashforth-Moulton:
function R=adbamo(f,X,Y);
format long;
flops(0);
n=length(X);
if n<5
break
end;
F=zeros(1,4);
F=teval(f, T(1:4),Y(1:4));
h=T(2)-T(1);
for k=4:n-1
p=Y (k)+(h/24)*(F[-9 37 -59 55]);
T(k+1)=T(1)+h*k;
F=[F(2) F(3) F(4) feval(f, T(k+1),p)];
Y(k+1)=Y(k)+(h/24)*(F*[1 -5 19 9]');
F(4)=feval(f, T(k+1),Y(k+1));
end
R=[X"Y'];
flops
Método de Runge para sistemas:
function R=rungesis(a,b,YAn fsis);
format long;
lops(0);
h=(b-a)/n;
K=zeros(1,n+1);
Y=zeros(n+1,length(YA));
X=a:h:b;
Y(1,)=YA;
fori=1:n
k1=hfevall(fsis, X(i), Y(i,:));
k2=h*feval(fsis,X(i)+h/2,Y(i,:)+k1/2);
k3=h"feval(fsis, X(i)+h/2,Y(i,:)+k2/2);
kd=h*feval(fsis, X(i)+h, Y(i,:)+k3);

Y(i+1,:)=Y(i,))+(1/6)* (k1+2*k2+2*k3+kd):

end
R=[X'Y];
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' Apéndice (Comandos de
Matlab.

Introduccioén.

Desde el principio de la practica los algoritmos que hemos implementado y los ejercicios
que hemos resueltos han sidos realizado en Matlab, un programa con un gran potencial
matematico entre otras cualidades, por este motivo creemos que es importante repasar de manera
breve los comandos mas importantes de este programa.

Operaciones aritméticas.

Sumar +
Restar -
Multiplicar 3
Dividir /
Elevar a una potencia | *

Operaciones con matrices.
- Definicion de matrices desde el teclado: >>A=[123;456;7 8 9]

"A" es un nombre de variable que sirve para almacenar una matriz , ;' separa las filas de la
matriz. Los elementos de cada fila se separan con espacios en blanco.

-Matriz trapues{a:>> A'

-Para acceder a los elementos de un vector se anade al nombre de variable que almacena el
vector un paréntesis con el valor de un indice. Para acceder a los elementos de una matriz hay que
proporcionar en principio dos indices. Las matrices se introducen por filas pero se almacenan por
columnas permitiéndose el acceso a un elemento utilizando un solo indice.

"\ : "X = A\b", calcula un vector X, tal que, X = inv(A)*b. Si A no tiene inversa calcula la solucién
minimos cuadrados de A*X=b.Estos operadores son mixtos, en el sentido que pueden admitir en
determinades casos, que un operando sea una matriz y otro operando sea un escalar. En estos
casos, el escalar se aplica segtn el comando, a cada elemento de la matriz.

Tipos de datos.
-Numeros reales de doble precision:
Constantes: "inf"=infinito

"NaN"=valor no numerico.

" on

Funciones: "eps", "realmin”, "realmax”.

-Numeros complejos:Los complejos se representan "a + b-i" con "i" 0 "j" la unidad imaginaria.
Funcion "complex".

-Cadenas de caracteres.VVan encerradas entre '.

Variables y expresiones matriciales.

Una variable es un nombre gue denota el almacenamiento de una matriz, un vector o un
escalar.Operador de asignacion: "=".Expresion: conjunto de comandos y argumentos.En una linea
pueden ir varias expresiones, separadas por "," 0 ";", una expresion, o bien, una expresion puede
ocupar mas de una linea, para lo cual se deben especificar "..." en la parte del comando que
cambia de linea.";" al final de una expresion, hace que el resultado no se displaye.
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En los nombres de variables se distinguen las mayulsculas de las minusculas. El nombre de
una variable debe comenzar por una letra y puede tener hasta 31 caracteres entre letras, nimeros
y algunos caracteres especiales (".", "-").

Las variables se aimacenan en el "Workspace" y se pueden consultar con los comandos
"who" y "whos".

Caracteristicas generales de las funciones Matlab.

Funcion Matlab: nombre, valor de retorno y argumentos.Las funciones pueden ser
llamadas desde expresiones o introducidas como comandos. Las funciones usuario se escriben en
ficheros de texto del tipo .m.Las funciones pueden tener valores de retorno matriciales mudltiples.
Puede haber funciones sin argumentos.

Tipos de funciones segtin su finalidad:

1.- Funciones matematicas elementales.

2.- Funciones especiales.

3.- Funciones matriciales elementales.
4 - Funciones matriciales especificas.

5.- Funciones para la descomposicion y/o factorizacion de matrices.

6.- Funciones para el analisis estadistico de datos.

7 .- Funciones para el analisis de polinomios.

8.- Funciones para la integracion de ecuac. diferenciales ordinarias.
9.- Resolucion de ecuac. no lineales y optimizacion.

10.- Integraciéon numeérica.

11.- Funciones para procesamiento de sefal.

Caracteristicas generales de las funciones Matlab;
- Los argumentos pueden ser expresiones o llamadas a otra funcion.
- Nunca se modifican las variables que se usan como argumentos.
- Se admiten valores d retorno matriciales multiples; >> [v, d] = eig(A)
- "Help nombre de funcion": ofrece informacion sobre la funcion con ese nombre.
"Help Desk" contiene los enlaces "matlab function by subject" y "matlab function by index"
donde aparece la relacion completa de las funciones Matlab.

Bifurcaciones y Bucles.

- Sentencia IF.
if condicion sentencias end
if condicion-1 blogue-1
elseif cndicion-2 blogue-2

else blogque end
- Sentencia SWITCH.
switch switch_expresion
case case_exp-1 bhoque-1
case {case_exp-2, case_exp-3,...} bloque-2

otherwise blogue
end
- Sentencia FOR.
for valor-inicial : incremento : valor-final
sentencias
end
- Sentencia WHILE.
While condicion
sentencias
end
- Sentencia Break.
Termina la ejecucién del bucle mas interno de los que contiene a la instruccidn.
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Ficheros *.m

Un fichero *.m, es un fichero de texto (creado por un editor de texto) que contiene un
conjunto de comandos Matlab. Hay dos tipos de ficheros *.m, los ficheros de comandos y las
funciones.

Ficheros de comandos (Scripts).

Se ejecutan, escribiendo su nombre en la ventana de comandos. Pueden hacer llamadas a
otros ficheros*.m o incluso a si mismos de forma recursiva. Las variables de trabajo creadas por
estos ficheros estan en el Workspace.

El comando ‘echo’ hace que se escriban los nombres de cada comando que es
ejecutado.Un ejemplo de fichero *.m creado por el propio Matlab es el fichero ‘starup.m’ eal que se
le pueden anadir comandos que modifiquen el path.

Definicion de Funciones.

Las funciones se escriben con editores (archivos de texto). La primera linea (excluyendo
lineas de comentario) es de la forma:

Function [valores de retorno,...] = nombre-de-funcién (argumentos,...)

Una funcién no modifica nunca los argumentos que recibe. Las variables definidas dentro
de una funcién son variables locales y pertenecen al espacio de trabajo de la funcion. Para que
una funcion tenga acceso a variables que no han sido declaradas como argumentos, éstas han de
ser variables globales.

Existen dos variables que se definen de modo automatico cada vez que se defne una
funcion, las variables ‘nargin’, ‘nargout’ que representan el nimero de argumentos y el numero de
valores de retorno. Estas variables se pueden utilzar dentro de Ia funcion.

La sentencia ‘return’, abandona la ejecucion de la funcion, antes de llegar al tltmo comando que la
define.

Subfunciones.

Las subfunciones son funciones adicionales definidas en el mismo fichero *.m que Ia
funcion principal con la que estan relacionadas. Tienen sus propios nombres y solo pueden ser
llamadas desde funciones del fichero *. m donde estan escritas.

Funciones graficos 2D elementales.

Estas funciones se diferencian en el tipo de escala que utilizan en los ejes de abscisas y
ordenadas.
"plot()" crea un grafico a partir de vectores y/o columnas de matrices, con escalas lineales en
ambos ejes. En los casos mas sencillos, la funcion plot toma como argumentos vectores. Si el
argumento es una matriz, se considerara como un conjunto de vectores columna (en algunos
casos tambien de vectores fila).
"loglog()": idem con escala logaritmica en ambos ejes.
"semilogx()": idem con escala lineal en el eje de ordenadas y logaritmica en el de abscisa.
"semilogy()": idem escala lineal en abscisa y logaritmica en ordenadas.

Existen también otras funciones auxiliares:

"title('titulo’)"; afiade titulo a un grafico.

"xlabel('tal')": anade una etiqueta al eje de abscisas. Se desactiva con "xlabel off'. Analogamente
"ylabel('cual'’), ylabel off".

"text(x,y, texto’)": afiade 'texto' a las coordenadas especificadas por x, y. Si x e y son vectores, ¢l
texto se afade a todo par de elementos.

"gtext('texto")".

"legen()".

"grid".

Funcion Plot.
El elemento basico de los graficos es el vector. Se puede decir que la funcion plot dibuja vectores.
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" Ejemplo:

>>x=[132453]
X=

132453
>>p|ot(x)

En este.caso, se dlija las componentes de xen el eje de ordenadas para valores de abscisa 1, 2
3,4,5,6. -

Ejemplo:.
>>x=[16521];y=[10431],
>> plot(x,y) «

Dibuja las entre las componentes de y para valores de abscisa de x. De forrna més general
Ejemplo: .

>> x = 0:pif25:6+pi; - |

>>y =sin(x); z = cos(x);

>> plot(x,y,x,2)

Si los argumentos son varios vectores complejos, se lgnoran las partes imaginarias. Si el
argumento es un solo vector complejo se representa ia parte i |mag|nana (ordenadas) sobre la parte
real (abscisas).
Ejemplo: , .

>> plot (eig (rand(zo 20)),'+) . ' . ‘ o

'+' hace que no se escriba con finea continua.

El comando "plot" puede tambhién tomar matnces como angumentos
Plot(A), plot(x,A), plot(A.x) plot(A,B)

Estilos de linea y marcadores en la funcién plot. Estos aspectos se especzﬁcan en la funcion plot
como una cadena de 1, 2, 3 0 4 caracteres al final de los vectores y/o matrices. que toma ‘como
argumento.

Simbolo K Color L - | Simbolo Marcadores
Y Amairillo ‘ . puntos -
M Magenta ° Circulos
c Cyan X Marcas en x
R Rojo -+ Marcas en +
G Verde * Marcas en ™
B Azul , S Marcas cuadradas
W Blanco ‘ D ‘Marcas diamante " -
K ‘Negro A Triangulo A
v v Triangulo V
Simbolo Estilo de linea > Tridngulo >
- o Linea continua < Triangulo <
: Linea a puntos P _| Estrella 5 puntas
- Linea barra-punto H ‘| Estrella 6 puntas
- _ . Linea a trazos .
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Apéndice |Distribucion de

C los ficheros.

 Practica 1:Resoluciéon de ecuaciones.

Auxiliares:

1-f.m: Donde esta implementada la ecuacion.

2-fp.m: Donde esta implementada la derivada de la ecuacion.

3-g.m: Donde esta implementada la ecuacion x=g(x).

4-gp.m: Donde esta implementada la derivada de la ecuacion x=g(x).
5-dibujafx.m: Dibuja graficamente la funcion implementada en f.m.
6-dibujagp.m: Dibuja graficamente la funcion implementada en gp.m.
Algoritmos:

1-bisec.m:Biseccion.

2-aprox.m:Aproximacion a las raices.

3-regula.m:Regula falsi.

4-pfijo.m: Punto fijo.

5-newton.m:Newton-Rapshon.

6-secante.m: Secante.

7-aitken.m:Aitken.

8-steffensen.m:Steffensen.

7~ Practica 2:Resolucion de sist. de ecuaciones.
SisLin:

Algoritmos:

1-trisusureg.m:Triangularizacién sup. y sust.
2-lufact.m:Factorizacion LU.

3-jacobi.m:Jacobiano.

4-gseid.m:Gauss-Seidel.

SisNolLin:

Auxiliares:

1-fsis.m: Donde esta implementado el sist. de ecuaciones.
2-gsis.m: Donde esta implementado el sist. de ecuaciones x=g(x).
3-gseidel.m: Donde esta implementado el sist. de ecuaciones para Seidel.
4-jacfsis.m:Jacobiano de f sistema.

5-hsis.m: Se guarda la altura.

6-gradh.m: Se guarda el gradiente.

Algoritmos:

1-pfijosis.m:Punto fijo para sistemas.

2-newsis.m:Newton para sistemas.

3-seidel.m:Seidel.

4-broyden.m:Broyden.

5-maxdes.m:Maximo descenso.

6-nglobal.m:Newton global.
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=~ Practica 3:Interpolacion polinomial.Derivacién e integracion numeérica.
Interpolacion polinomial:

Auxiliares:

1-f.m: Donde esta implementado la funcion a interpolar.

2-nodche.m: Devuelve los nodos de chebyshev para un determinado intervalo.
3-fact.m: Devuelve el factorial de un nimero.

4-comparar.m:Compara entre nodos igualmente espaciado y de Chebyshev.
Algoritmos:

1-Interpolacion de Lagrange.

2-Diferencias divididas.

3-Diferencias progresivas.

4-Polinomios de Chebyshev.

Derivacion e integracion numeérica:

Auxiliares:

1-f.m:Donde esta la funcién a integral o derivar.
2-der2.m:Derivada segunda.
3-der3.m:Derivada tercera.

Algoritmos:
1-Der1.m:Diferencial por Taylor.
2-Difftext.m:Diferencial con extrapolacion.
3-Diflim.m:Diferencial por limites.

4-Trapecio.m:Integracion.Regla del trapecno
5-Trapeciocomp.m:integracion.Regla del trapecio compuesta.
6-Trcpri.m:Integracion.Regla del trapecio compuesta optimizado por Richardson.
7-Simpson.m:Integracion.Regla de Simpson.
8-Simpsoncomp.m:Integracion.Regla de Simpson compuesta.
9-Romberg.m:Integracion.Método de Romberg.

7~ Practica 4:Ecuaciones diferenciales.
Auxiliares:

1-f.m:Donde esta la ecuacion diferencial.
2-fsis.m:Sistema de ecuaciones diferenciales.
3-df.m:Ecuaciones diferenciales de grado superior.

Algoritmos:

1-euler.m:Método de Euler.

2-puntomedio.m:Método del punto medio.

3-heun.m:Método de Heun.

4-gragg.m:Método de Gragg.

5-taylor.m:Método de la serie de Taylor.

8-runge.m:Método de Runge-Kutta clasico.

7-rkf.m:Método de Runge-Kutta-Fehlberg.

8-adbamo.m:Método de Adams-Bashforth-Moulton.
9-rungesis.m:Método de Runge-Kutta clasico para sistemas de ec. dif.
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