ISABEL MARIA RAMOS CORONADO
3° LT. INFORMATICA DE GESTION
CURSO 2002/2003







Método del disparo simple (utilizando secante)

El problema que nos encontramos es el siguiente:

y” =1lty.y’)
ya)=a
y(b)=8

Dado lo que vale la funcion y en dos puntos (extremos) y su ecuacion diferencial
de segundo orden, queremos saber lo que vale y en un punto determinado (T) que se
enconirara entre a y b. Graficamente es lo siguiente:
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Inconvenientes:

1.- No lo sabemos resolver.
2.- No sabemos si tiene solucion.
3.- En caso de que si tenga no sabemos cudntas soluciones tiene.

El inconveniente 1 no existiria si en vez del problema que tenemos tuviésemos
es siguiente:

yi =RtyLy2)
y2' = gltyLy2)
yi(a)=A
y2a)=B

Este sistema lo podemos resolver facilmente, porque es un problema de valor
inicial, el cual se podria resolver usando Euler, Heun, Grag, Runge kutta ... De tal
forma que si podemos pasar el problema de contorno a problema de valor inicial hemos
resuelto el primer inconveniente.

Para pasar ¢l problema de contomno a problema de valor inicial lo primero que
hay que hacer es pasar la ecuacién de segundo orden a sistema de primer orden.

yi=Yy Y=Yz
y” =1f{ty.y’) - L
y: =Y y2 =ftyry2) P F
y@)=a yi(@)=a
y'(a)=x yAa)=x




Ahora se debe calcular un valor para x tal que y;(b) = B, que es lo mismo que
decir :

w(x) = Psi(x)

Por lo tanto lo que hay que hacer es definir esa ecuacién en una funcion. Para
definir esta ecuacion es necesario recurrir a un método que resuelva problemas de valor
inicial, por ¢jemplo Runge_kutta para calcular el valor de y;:

function w0=runge kutta (f,a,alfa,T,n)

h=(T-a)/n;

=a;

wl=alfa;

for i=l:n
fil=feval (f, t,w0);
f2=feval (f, t+h/2,w0+f1*h/2);
f3=feval {f, t+h/2,w0+f2*h/2);
fd=feval (f, t+h, wO+h*F3);
wWl=w0+ (h* (£142*f242*£f3+F4)/6) ;
=t+h;
wi=wl;

end

function z=psi(x)
y=runge_kutta(‘F’ a,[o,x],b,n)
z=y(1)-B

Una vez definida la funcion, se debe calcular un valor de x que haga cero la
funcién psi, eso es lo mismo que calcularle las raices a la funcién psi, lo cual se puede
hacer usando el método de biseccion, secante, Newton..., en este caso se va a usar el
método de la secante, pero antes habra que hacer un analisis grifico para obtener las
aproximaciones iniciales que hay que pasarle.

El nuevo codigo del método de la secante es el que se muestra a continuacion.
Tiene algunos cambios para que no haga calculos redundantes y para que diga si el
método converge o no, para saber asi si el problema va a tener solucion. La salida del
método serd el punto x en el que se encuentra una raiz y el nimero de iteraciones (si el
método no converge el mimero de iteraciones sera cero).
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function pO=secante(f,p0,pl, tol, nmax)
converge=0;
fpO=feval (£f,p0); %Para evitar hacer cilculos
fpl=feval (f,pl); G&repetitivos
p2=pl- ((pl-p0) *fpl) / (fpl-fp0);
if (abs(p2-pl)<tol)
n=1;
converge=1;
break;
end
p0=pl;
pl=p2;
fpO=£fpi;
for n=2:nmax
fpl=feval (f,pl);
p2=pl-{{pl-p0) *fpl) / (fpl-fpl);
if (abs(p2-pl)<tol}
converge=1;
salir=1;
pO=pl;
pl=p2;
break;
end
pO=pl;
pl=p2;
fp0=£fpl;
end
if (converge==0) %no converge
n= ;
end
so0l (1)=p0;
if (n==nmax) so0l(2)=0;
else
sol(2)=n;
end

Una vez se ha aplicado secante, ya se sabe el valor de x que se debe tomar para
que se cumpla el problema de contorno, y con ese valor de x ya se puede resolver el
problema de valor inicial ficilmente usando cualquier método. Lo que al final se
obtenga serd yi(T) = y(T), que es lo que se buscaba.

Volviendo a los inconvenientes que teniamos al principio decir que el tercer
inconveniente (numero de soluciones) dependera del nimero de raices que tenga la
funcién psi. Si tiene mas de una raiz habra que resolver el problema para cada una de
ellas. El nimero de soluciones se veré en el anilisis grifico que se le haga al principio a

psi.
Finalmente, el c6digo del método del disparo es el siguiente:

function z=disparo_sec(F,psi,x0,x1,t)
%x0,x1 son las dos aproximaciones para secante
sec=secante (psi, x0,x1,107-10,20);
if (sec(2)==0) z=0; %no tiene solucién
else
x=sec(l);
y=runge kutta(F,-1,[-2 x],t,20);
=y(1);
end




EJERCICIOS:
1.- Resolver el siguiente sistema:

Y 68+ -1=2y +y+6t
y-1)=-2
y(1)=0

a) Calcular y(3)
b) Obtener una tabla con lo que vale y(t) siendo t = (-1,1).

NOTA: Para probar los resultados tener en cuenta que y(t) =1t — 1

Solucién:
a)
1.- Definir el problema como un problema de valores iniciales:

Ayselellamay, -+ vy =y
Ay selellamay, » y,=y
Y+ +E-1=2y +y+6t -+ y =2y +y+6t—6-1 +1

Y’ =Yz s
vy =2ys +y +6t—6F - £ +1
yi(-1)=-2

yA-1)=x

function z=F(t,y)

z{1l)=y(2);
Z{2)=2*y(2)+y(1)+6*t-6*t."2-t . 3+1;

2.- Definir la funcion psi

function z=psi (x)
y=runge kutta('F’,-1,[-2 x],1,10);
z=y(1)-0;

3.- Realizar un analisis grafico de la funcion psi

Para realizar el anilisis grafico creo una funcién que dibuje entre los puntos que
se le pasen como parametro, la funcién que se le indique.

function dibujazr(xl,x2,f)
paso=x2-x1;
paso=paso/1000;
for i=1:1000
a(i)=x1;
b(i)=feval (f,x1};
zl=rl+paso;
end
plot(a,b);




Como puede verse la ecuacion sélo tiene una raiz, de tal forma que el problema sélo

va a tener una solucion.

4.- Ejecutar disparo para obtener el resultado, diandole como aproximaciones 3 y 3.2

disparo_sec('F','psi',3,3.23) —»

b)

25.9756

1.- Defino una funcién que ayudandose del disparo proporcione la tabla

function tabla=disparc_tabla(F,psi,a,b,x0,x1)
tabla=zeros(10,2);

n=(b-a) /10;
i=1;

t=a;

while (t<b+n)

tabla(i,1)=t;
tabla(i,2)=disparq_sec(F,psi,xO,xl,t);

=t+n;
i=i+1;
end

2.- Ejecuto el método y obtengo el resultado.

t y(¢)
-1.0000 | -2.0000
-0.8000 | -15119
06000 | -1.2158
0.4000 | -1.0636
02000 | -1.0074
-0.0000 | -0.9990
0.2000 -0.9904
0.4000 -0.9337
0.6000 0.7811
0.8000 -0.4853
1.0000 0.0000

NOTA: El problema era lineal, asi que se podria haber usado un método para resolver

problemas de contorno lineales.




2.- Teniendo el siguiente sistema no lineal:

= 18*(32+20-y*y)
y)=17
y(3)=43/3

que tiene como solucién exacta y(x) = x>+ 16/x

a) Calcular y(2)
b) Obtener una tabla con lo que vale y(t) siendo t = (1,3).

Solucion:
a)
1.- Definir el problema como un problema de valores iniciales:

Ayselellamay; > yr—*y
Ay selellamay, » wy,=Yy
= /8*(32+20 -y *y)

y'=y2
y2’=1/8* (32 + 28— -vi*y
yi(1)=17
yA1)=x
function z=F(t,vy)

z(1)=y(2);
z(2)=1/8* (32+2*t . ~3~-y (1) *y(2));

2.- Definir la funcion psi

function z=psi(x)
y=runge kutta('F’,1,[17 x]},3,50);
z=y(1)-43/3;

3.- Realizar un analisis grafico de la funcion psi. Para ello utiliza la funcion dibujar
que cre€ en el gjercicio anterior.

dibujar(-20,-10, psi’)




Al igual que en el gjercicio anterior, el problema solo tiene una solucion, que
esta aproximadamente entre —14 y —13.

4.- Ejecutar disparo para obtener y(2), dindole como aproximaciones -14 y -13
disparo_sec(F', psi' -14,-13,2) > 12.0000
b)

Ejecuto el método disparo_tabla, teniendo cuidado de que el método use
disparo_sec y no disparo_bis.

disparo_tabla('F', 'psi',1,3,-14,-13)

t y(t)
1.0000 17.0000
1.2000 14.7733
1.4000 13.3886
1.6000 12.5600
1.8000 12.1289
2.0000 12.0000
2.2000 12.1127
2.4000 12.4267
2.6000 12.9138
2.8000 13.5543
3.0000 14.3333




3.- Use el algoritmo de disparo no lineal usando secante para aproximar el siguiente
problema de contorno
yw =2%* y3

y(1)=1/4
y2)=1/5

definido en 1 < t < 2. Obtener lo que vale el sistema para todos los t que lo definen y
comparar el resultado con la solucidn real, que la proporciona y(t) = 1/ (t+ 3).

Solucidn:

1.- Definir el problema como un problema de valores iniciales:

Ayselellamay, + y =y
Ay selellamay, -» y,=y
y” =72% y3
Y=Yz
yy =2*y’
= | yW(1)=1/4
yAl)=x

function z=F(t,y)
z(1)=y(2);
z(2)=2*y (1) ."3;

2.- Definir la funcién psi

function z=psi (x)

y=runge kutta('F’',1,[1/4 x]1,2,100);
z=y(1)-1/5;

3.- Realizar un anélisis grafico de la funcion psi. Para ello utiliza la funcién dibujar
que cree en el ejercicio anterior.

dibujar(-1,1,'psi’)

Como puede verse la solucién estd muy cerca de 0.




4 .- Adaptar disparo para este problema.

function z=disparo_sec(F,psi,x0,x1,t)
¥x0,x1 son las dos aproximaciones para secante
sec=secante (psi, ®0,xz1,107-10,20};
if (sec{(2)==0) z=0; %no tiene soluciédén
else
x=sec(l);
y=runge kutta(F,1,[{1/4 x],t,100);
z=y(1);
end

5.- Hacer que el método que proporciona la tabla llame a secante.

function tabla=disparc_tabla(F,psi,a,b,x0,x1)
tabla=zeros(10,2);
n={b-a)/10;
i=1;
t=a;
while (t<b+n)
tabla (i, l)=t;
tabla(i, 2)=disparo_sec(F,psi,x0,x1,t);
t=t+n;
i=i+1;
end

6.- Ejecutar el método para obtener el resultado.
Como x0 voy a pasarle -0.2 y como x1 voy a pasarle 0.

disparo_tabla('F','psi',1,2,-0.2,0)

t y(t)
1.0000 0.2500
1.1000 0.2439
1.2000 0.2381
1.3000 0.2326
1.4000 0.2273
1.5000 0.2222
1.6000 02174
1.7000 0.2128
1.8000 0.2083
1.9000 0.2041
2.0000 0.2000




&

Método del disparo simple (utilizando biseccién)

El problema que se tiene es el mismo, y se resuelve de la misma forma, la tnica
diferencia esta en que en vez de usar secante se usa biseccion. Ahora el anlisis grafico
sélo hay que realizarlo para saber por qué zona puede haber una raiz.

El cédigo del método de biseccion, adaptado para que indique si el método
converge (devuelve en la segunda componente cero si no converge) es el siguiente:

function sol=bisecc(f, tol,a,b,nmax)
converge=0;
ya=feval (f,a):
yb=feval (f,b):
if ya*yb>0 break; end
n=1;
while n<nmax
p=(atb)/2;
yp=feval (f,p):
if yp==
a=p;
b=p;
elseif ya*yp<0
yb=yp;
else
a=p;
ya=yp:;
end
if abs ((b-a)/2)<tol
p=l(at+b)/2;
converge=1;
break;
else n=n+l;
end
end
p={(atbh)/2;
yp=feval (f,p);
if (converge==0)
n=nmax;
end
sol(1l)=p;
if (n==nmax) sol(2)=0;
else
s0l{2)=n;
end

Abhora el codigo del método del disparo es distinto porque en vez de llamar a
secante llama a biseccion. El nuevo método es el siguiente:

function z=disparo bis(F,psi,x0,x1,t)
%x0,x1 son las dos aproximaciones para secante
bis=bisecc('psi',10"-6,x0,x1,40);
if (bis(2)==0) z=0; %no tiene solucién
else
=bis(1);
y=runge kutta(F,-1, [-2 x],t,20);
z=y(1):
end




EJERCICIOS:
1.- Resolver el siguiente sistema:

Y’ +68+0-1=2y +y+6t
y(-1)=-2
y(1)=0

c) Calcular y(3)
d) Obtener una tabla con lo que vale y(t) siendo t = (-1,1).

NOTA: Para probar los resultados tener en cuenta que y(t) =1* — 1
Solucién:
a)
1.- Definir el problema como un problema de valores iniciales:

Ayselellamay, -+ vy =y
Ay selellamay, » y,=y
y”+612+t3—1=2y’+y+6t -»> y”=2y’+y+6t-6f—€+]

YW=y

y2 =2yzty +6t—6t - £ +1
yi(-1)=-2

yA-1)=x

function z=F(t,y)

z(1)=y(2);
z(2)=2*y(2)+y (1) +6*t~6*L."2-t."3+1;

2.- Definir la funcién psi

function z=psi (%)
y=runge kutta('F’',-1, (-2 x],1,10);
z=y(1)-0;

3.- Realizar un analisis grafico de la funcién psi

Para realizar el analisis grifico creo una funcién que dibuje entre los puntos que
se le pasen como pardmetro, la funcién que se le indique.

function dibujsr(xl,x2,f)

paso=x2-x1;

paso=paso/1000;

for i=1:1000
a(i)=x1;
b(i)=feval(f,x1);
xl=x1l+paso;

end

plot{a,b);




Segin la grifica la raiz estd bien acotada entre 0 y 6, asi que esos serdn los
valores que le pase al método del disparo.

4.- Ejecutar disparo para obtener el resultado, d4ndole como extremos del intervalo
Oyé6

disparo_bis(F','psi',0,6,3) ——»  25.9781
b)

1.- Solo hay que hacer una pequefia modificacion al método que mostraba la tabla
antes. El cambio es que en vez de usar el método de disparo usando secante llame al
método de disparo usando biseccion.

function tabla=disparo_tabla(F,psi,a,b, x0,x1)
tabla=zeros (10,2} ;
n={b-a)/10;
i=1;
t=a;
while (t<b+n)
tabla(i,1)=t;
tabla(i,2)=disparo_bis (F,psi,x0,x1,t);
t=t+n;
i=i+1;
end

2.- Ejecuto el método y obtengo el resultado.

t y(®)
-1.0000 | -2.0000
-0.8000 | -1.5119
06000 | -1.2158
04000 | -1.0636
02000 | -1.0074
-0.0000 | -0.9990
02000 | -0.9904
04000 | -0.9337
0.6000 | -0.7811
0.8000 | -0.4853
1.0000 0.0000




2.- Teniendo el siguiente sistema no lineal:

Y = 18*(32+280-y*y)

y()=17
y(3)=43/3

que tiene como solucién exacta y(x) = x* + 16/x

e) Calcular y(2)
f) Obtener una tabla con lo que vale y(t) siendo t = (1,3).

Solucion:

a)
1.- Definir el problema como un problema de valores iniciales:

Ayselellamay, -+ y;=y
Ay selellamay, » y,=y’
Yy’ = 1/8*(32+28—y*y)

y'=y2
Y =1/8* (32428 -y, *y,
yi(1)=17
yA(1)=x
function z=F(t,y)

z(1)=y(2);
z(2)=1/8*(32+2*t."3-y (1) *y(2));

2.- Definir la funcion psi
function z=psi (®)

y=runge kutta('F',1, (17 x],3,50);
z=y(1)-43/3;

3.- Realizar un analisis grafico de la funcion psi. Para ello utiliza la funcién dibujar
que cre€ en el ejercicio anterior.

dibujar(-20,-10,'psi’)




Segin la gréfica, sélo hay una raiz, de tal forma que el problema sélo tendra una
solucién.

4 .- Ejecutar disparo para obtener y(2), dandole como aproximaciones extremos del
intervalo los mismos que aparecen como extremos en el grafico, -20, -10.

disparo_bis(F", psi’,-20,-10,2) > 12.0000
b)

Ejecuto el método disparo_tabla, teniendo cuidado de que el método use
disparo_bis y no disparo_sec.

disparo_tabla('F", psi',1,3,-20,-10)

t y(®)
1.0000 17.0000
1.2000 14.7733
1.4000 13.3886
1.6000 12.5600
1.8000 12.1289
2.0000 12.0000
2.2000 12.1127
2.4000 12.4267
2.6000 12.9138
2.8000 13.5543
3.0000 14.3333




3.- Aplique el método del disparo no lineal usando biseccion para aproximar la solucion
al siguiente problema de contorno:

Yy =y -y*y
y1)=172
y2)=1/3

definido en 1 < t < 2. Obtener lo que vale el sistema para todos los t que lo definen y
comparar el resultado con la solucion real, que la proporciona y(t) = 1/ (t + 1).

Solucion:

1.- Definir el problema como un problema de valores iniciales:

Ayselellamay;, -+ y =y
Ay se}le llamay, -+ y,=y’
Y=y -y*y

W= Y2,

Y =y-n*y

Lol )’](1) =1/2
yAl)=x

function z=F(t,y)
z(1l)=y(2);
z(2)=y (1) ."3-y(1)*y(2);

2.- Definir Ia funcion psi

function z=psi (x)

y=runge kutta('F',1,[1/2 x],2,100);
z=y(1)-1/3;

3.- Realizar un anélisis grafico de la funcion psi. Para ello utiliza la funcién dibujar

que cre€ en el ejercicio anterior.

dibujar(-1,1,"psi")

En este caso la solucion estd muy cerca de 0.




4.- Adaptar disparo para este problema.

function z=disparo_bis(F,psi,x0,xzl,t)
¢x0,x1 son las dos aproximaciones para secante
bis=bisecc{'psi',107-6,x0,x1,40);
if (bis(2)==0) 2z=0; %no tiene solucién
else
x=bis (1)
y=runge kutta(F,1,[1/2 x],t,100);
=y(1);
end

5.- Hacer que el método que proporciona la tabla llame a secante.

function tabla=disparo_tabla(F,psi,a,b,x0,x1)
tabla=zeros(10,2);
n=(b-a)/10;
i=1;
t=a;
while (t<b+n)
tabla(i,1l)=t;
tabla(i,2)= disparo bis(F,psi,x0,x1,t);
t=t+n;
i=i+l;
end

6.- Ejecutar el método para obtener el resultado.
Como x0 voy a pasarle -1 y como x1 voy a pasarle 0.

disparo_tabla('F', psi',1,2,-1,0)

t y(®)
1.0000 0.5000
1.1000 0.4762
1.2000 0.4545
1.3000 0.4348
1.4000 0.4167
1.5000 0.4000
1.6000 0.3846
1.7000 0.3704
1.8000 0.3571
1.9000 0.3448
2.0000 0.3333




Interpolacion por Spline

Se trata de obtener una funcién que ajuste los puntos de una tabla dada. Realiza
lo mismo que la interpolacion polinomial, pero de una forma mucho mas exacta.

¢Cuando es mejor la interpolacion por Spline que la interpolacién polinomial?
Cuando la tabla de entrada es muy grande. Si se tienen muchos puntos, el polinomio
interpolado tendra un grado muy elevado, de tal forma que distard mucho de la funcién
original.

x| y=fm ¢
X1 yi
X3 y2 real
interpolada
XM b 471
l ! b
Muchos puntos

La solucion a esto es construir una funcion polinomial a trozos, lo cual se hace
uniendo los puntos dos a dos con polinomios cubicos.

/

/

' El problema es que en los puntos
/ \ (que son las uniones de los polinomios)

hay “esquinas”, es decir, se crea una
funcién en la que hay puntos que no son
derivables. Para evitarlo hay que hacer

coincidir en esos puntos las primeras y
/ las segundas derivadas de los polinomios

/\ que se cruzan. A eso se le llama Spline.

Spline es una funcion definida en matlab, a la cual hay que pasarle la tabla
(vector x, vector y) y el punto x en que se quiere saber lo que vale la funcién
interpolada.

Ejemplo: Se tiene la siguiente tabla de la ecuacién y = x2

X1y

319

-1 1 Si se hace la llama:

0 0 spline ([-3-1013],]91019],2)
1 1 El resultadoes: 4

3 3




EJERCICIOS:

1.- Se tienen las siguientes tablas de puntos (x,y), obtenidos de la funcién:

y=e"+ 2x * sen(x)

X y X y X y
0.0000 (0) 1.0000 0.0000 (0) 1.0000 0.0000 (0) 1.0000
1.5708 (1/2x) 7.9521 0.6283 (1/5w) | 2.6131 0.3142 (1/10m) 1.5633
3.1416 (w) 23.1407 1.2566 (2/sm) | 5.9039 0.6283 (2/10m) 2.6131
4.7124 (3/27) | 101.8930 1.8850 (3/57) | 10.1715 0.9425 (3/107) 4.0913
6.2832 (2n) 535.4917 2.5133 (4/57) | 15.2998 1.2566 (4/107) 5.9039
3.1416 (%) 23.1407 1.5708 (5/10m) 7.9521
3.7699 (6/5n) | 38.9444 1.8850 (6/10m) | 10.1715
4.3982 (7/57) | 72.9409 2.1991 (7/10%) | 12.5753
5.0265 (8/5) |142.8450 25133 (8/10m) | 15.2998
5.6549 (9/5m) (279.0307 28274 (9/10m) | 18.6495
6.2832 (2m) | 5354917 3.1416 (m) 23.1407
3.4558 (11/10m) | 29.5463
3.7699 (12/10m) | 38.9444
4.0841 (13/10m) | 52.7785
4.3982 (14/10m) | 72.9409
4.7124 (15/10m) | 101.8930
5.0265 (16/10%) | 142.8450
5.3407 (17/10m) | 200.0188
5.6549 (18/10m) | 279.0307
5.9690 (19/10m) | 387.4355
6.2832 (2n) 535.4917

Para cada tabla mostrar un grifico con la funci6n original (verde), el polinomio
interpolado de forma normal (azul), y el polinomio interpolado usando Spline (rojo).
Calcular también la bondad de los polinomios obtenidos para obtener la exactitud de los

ajustes.

a) Interpolar usando puntos igualmente espaciados.

b) Interpolar usando los nodos de chebyshev.




a)
1.- Definir la funcién original para poder dibujarla en verde

function y=func(x)
y=exp (X)+2.*x.*sin(x);

2- Crear una funcion que dibuje las tres funciones.

NOTA: Para la interpolacion polinomial normal voy a usar Lagrange.

function bondad=nueveo dibujo(x,y)
=length (x);
bondad (1)=0;
bondad (2)=0;
parte=abs ((x(1)-x(n))/50);
for i=1:51
if i==
z{i)=x(1);
zzz(i)=x(1);
else
z(i)=parte+z(i-1);
zzz (i)=parte+zzz (i-1);
end

w(i)=lagrange(x,y,z(i));

dif=abs (feval ("func',z(i))-w(i));

if (dif>bondad (1)) bondad del polinomo de lagrange
bondad(1)=dif;

end

www(i)=spline(x,y,zzz(i));
dif=abs (feval("func®',zzz(i))-www({i));
if (dif>bondad(2))
bondad {2)=dif; bondad usando spline
end

end

zz=0:0.03:7;
ww=func(zz);

plot (zz,ww,'*g',z,wW,'b',zzz,www,'.T');

%zz y ww son para la funcién original

%z y w son para la funcién interpolada con lagrange
%zzz y www son para la funcién interpolada con spline
%¥bondad (1) devuelve la bondad entre la funcién ...
%...interpolada con lagrange y la funcién original
%bondad (2) devuelve la bondad entre la funcién ...
%...interpeolada con spline y la funcién original




TABLA 1 (5 puntos)
a.- Definir los vectores x e y

x={0 1/2*pi pi 3/2%pi 2*pi]; y—func(x)

b.- Crear la grifica y obtener la bondad

nueveo_dibujo(x,y); axis ([0,7,-10,500]);

lagrange spline

Viendo los valores de bondad es evidente que lagrange ajusta mejor que spline,
aunque en el grafico no se aprecie demasiado bien.




TABLA 2 (11 puntos)
a.- Definir los vectores x e y
x=[0 1/5%pi 2/5*pi 3/5%pi 4/5*pi pi 6/5*pi 7/5*pi 8/5*pi 9/5*pi 2*pi]
y=func(x)
b.- Crear la grifica y obtener la bondad

nuevo_dibujo(x,y); axis ([0,7,-10,5001);

Ll

AR

lagrange spline

Aunque ahora la diferencia es més pequefia, de nuevo lagrange ajusta mejor que
spline.




TABLA 3 (21 puntos)
a.- Definir los vectores x e y
x=[0 1/10*pi 2/10*pi 3/10%pi 4/10*pi 5/10*pi 6/10*pi 7/10%pi 8/10*pi
9/10*pi pi 11/10*pi 12/10*pi 13/10*pi 14/10*pi 15/10*pi 16/10*pi
17/10*pi 18/10*pi 19/10*pi 2*pi]
y—fune(x)
b.- Crear la grafica y obtener la bondad

nuevo_dibujo(x,y); axis ([0,7,-10,500]);

lagrange  spline

De nuevo lagrange proporciona mejor bondad, sin embargo ahora spline tiene
también una bondad muy pequeiia.

De los resultados de las tres graficas anteriores se puede deducir que spline se va
haciendo m4s eficiente a medida que se van teniendo mas puntos en la tabla.




b)

Como ya esta definida la funcion original, la funcién que dibuja los polinomios
y la funcién que calcula los nodos de chebyshev, solo habria que utilizarlas.

El codigo del método de chebyshev es el siguiente:

function [x]=cheb(n,a,b) %n es n° de nodos
format long;
const=pi/ (2*(n-1)+2);
for k=1:n
d=(2*k-1) *const;
X (n+l-k)=cos (d);
end
x={((b-a)*x/2)+({(b+a)/2));

5 NODOS
a.- Definir los vectores x e y

x=cheb(5,0,7)
y=fune(x)

b.- Crear la grafica y obtener la bondad

nuevo_dibujo(x,y); axis ([0,7,-10,500]);

0.00000000003172  G,1028779697389%

lagrange spline




11 NODOS
a.- Definir los vectores xe y

x=cheb(11,0,7)
y=fune(x)

b.- Crear la grafica y obtener la bondad

nuevo_dibujo(x,y); axis ([0,7,-10,500]);

Q.10287796973893>

spline

El resultado es el mismo que en el caso anterior.




21 NODOS
a.- Definir los vectores x e y

x=cheb(21,0,7)
y=fune(x)

b.- Crear la grafica y obtener la bondad

nuevo_dibujo(x,y); axis ([0,7,-10,500]);

Como puede verse, en este ejemplo no se ve la eficacia de spline, asi que voy a
realizar otro ejemplo con una funcién mas compleja.




2.- Tomando la siguiente funcion:
y = sen(x) * cos(x) + 2x * sen(x) — cos(x) x € [0, 6x]

a) Interpolar usando puntos igualmente espaciados.
b) Interpolar usando los nodos de chebyshev.

En los dos apartados usar interpolacion polinomial e interpolacién con spline.
Mostrar en cada caso graficas con la funcion original en verde, la interpolacién normal
en azul y la interpolacion con spline en rojo. Calcular la bondad en cada caso.

Solucién:

1.- Definir la funcion:

function y=func(x)
y=sin (x) *cos (X) +2*x*sin (x) -cos (%) ;

a)
7 PUNTOS
2.- Definir los vectores x e y

x= [0 pi 2*pi 3*pi 4*pi 5*pi 6*pi]
y=func(x)

3.- Crear la grafica y obtener la bondad

nuevo_dibujo(x,y)

B>
v
lagrange spline

Aunque las dos interpolaciones son muy malas es mejor la hecha con spline.




13 PUNTOS

2.- Definir los vectores x e y

x=[0 1/2*pi pi 3/2*pi 2*pi 5/2*pi 3*pi 7/2*pi 4*pi 9/2*pi 5*pi 11/2*pi 6*pi]
y=fune(x)

3.- Crear la grafica y obtener la bondad

nuevo_dibujo(x,y)

lagrange spline

En el grifico se puede ver que se ha mejorado, mucho y que ambas aproximan
mejor, pero mirando la bondad se ve claramente que spline aproxima mucho mejor.




25 PUNTOS
2.- Definir los vectores x e y
e x={0 1/4*pi 2/4*pi 3/4*pi pi 5/4*pi 6/4*pi 7/4*pi 2*pi 9/4*pi 10/4*pi 11/4*pi
3*pi 13/4*pi 14/4%pi 15/4*pi 4*pi 17/4*pi 18/4*pi 19/4*pi 5*pi 21/4*pi
22/2*pi 23/4*pi 6*pi]
y=func(x)
3.- Crear la gréfica y obtener la bondad

nuevo_dibujo(x,y)

lagrange spline

En este caso el error con spline es bastante pequefio, sin embargo la
interpolacién polinomial sigue dando un error muy elevado.
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Con este ejemplo si se puede ver claramente que si se dispone de una tabla con
muchos puntos de una funcién compleja, la interpolacion con splain es mas eficiente
que la interpolacion polinomial.




b)
7 NODOS
2.- Definir los vectores x e y
x=cheb(7,0,6*pi)
y=fane(x)
3.- Crear la grafica y obtener la bondad

nuevo_dibujo(x,y)

v

lagrange spline

La aproximacion en ambos casos es muy mala.




13 NODOS

2.- Definir los vectores x e y

x=cheb(13,0,6*pi)
y=fune(x)

3.- Crear la grafica y obtener la bondad

nuevo_dibujo(x,y)

1.6982 '
\4
lagrange spline

Ambos polinomios interpolan bastante bien, sin embargo lagrange hace una
aproximacion mas exacta.




25 NODOS
2.- Definir los vectores xe y

x=cheb(25,0,6%pi)
y=func(x)

3.- Crear la grafica y obtener la bondad

nuevo_dibujo(x,y)

v -
lagrange spline

La aproximacion es muy buena en este caso, pero parece que spline lo hace un
poco peor.
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Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en este apartado parece ser que
usando los nodos de chebyshev, a medida que se calculan mas nodos va siendo mas
eficiente la interpolacion polinomial que la interpolacién con spline.



3.- Usando la funcién y = x* * cos(x), comprobar la eficacia de la interpolacion por
Spline resolviendo los siguientes apartados:

a) Dibwar la funcién original frente a la funcién interpolada y obtener la
bondad del ajuste utilizando para ello tablas de 6 puntos, 11 puntos, 21
puntos y 41 puntos. '

b) Realizar lo mismo con la derivada de la funcién.

¢) Lo mismo con la segunda derivada de la funcién original.

Solucion:

a)

1.- Definir la funcion.

function y=func(x)
y=x."2.*cos (x);

2.- Definir una nueva funcién que dibuje la funcion original frente a la interpolada y
que calcule la bondad.

function bondad=dibujo_bondad spline(x,y)
n=length (x) ;

bondad=0;
parte=abs ((x(1)-x(n))/50);
for i=1:51
if i==1
zzz (i)=x(1);
else
zzz (i)=parte+zzz (i-1);
end

www (i)=spline(x,y,zzz(i));
dif=abs(feval('func',zzz(i))-www(i));
if (dif>bondad)

bondad=dif;
end

end

2z=0:0.01:2%pi;
ww=func(zz);

plot (zz,ww, '*g',zzz,www, '.r'};

%zz y ww son para la funcién original

$zzz y www son para la funcidn interpolada con spline
%bondad devuelve la bondad entre la funcién ...
%...interpolada con spline y la funcién original




3.- Obtener el resultado.
. Con 6 puntos
< Obtener el vector x y el vector y.

x=[0 2/5*pi 4/5*pi 6/5*pi 8/5*pi 2*pil;
y=func(x);

< Visualizar la grafica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline(x.y)

Con 11 puntos

% Obtener el vector x y el vector y.

x=[0 1/5*pi 2/5*pi 3/5*pi 4/5*pi pi 6/5*pi 7/5*pi 8/5*pi 9/5*pi 2*pil;
y=func(x),

% Visualizar la grifica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline(x,y)

0.0503




Con 21 puntos:
% Obtener el vector x y el vectory.

x=[0 1/10*pi 2/10*pi 3/10%pi 4/10*pi 5/10*pi 6/10*pi 7/10*pi 8/10*pi 9/10*pi pi
11/10*pi 12/10*pi 13/10*pi 14/10*pi 15/10*pi 16/10*pi 17/10*pi 18/10*pi
19/10*pi 2*pi]

y=func(x);

< Visualizar la grifica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline(x.y)

0.0028

Con 41 puntos:
< Obtener el vector x y el vectory.

x=[0 1/20*pi 2/20*pi 3/20*pi 4/20*pi 5/20*pi 6/20*pi 7/20*pi 8/20*pi 9/20*pi
10/20*pi 11/20%pi 12/20*pi 13/20*pi 14/20*pi 15/20*pi 16/20*pi 17/20*pi
18/20*pi 19/20*pi pi 21/20%pi 22/20*pi 23/20*pi 24/20*pi 25/20*pi 26/20%pi
27/20*pi 28/20*pi 29/20%pi 30/20*pi 31/20*pi 32/20*pi 33/20*pi 34/20*pi
35/20*pi 36/20*pi 37/20*pi 38/20*pi 39/20*pi 2*pi;

y=func(x);

< Visualizar la grafica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline(x.y)

0.0001




b)
1.- Definir la derivada de 1a funcion.

function y=func_der (x)
y=2.*x.*cos (x)~x."2.*sin(x);

2.- Definir una funcién que calcule el spline en un punto dada una tabla.

function z=funae spline(x,y,p0)
z=spline(x,y,p0)};

3.- Definir una nueva funcién que dibuje la derivada de la funcion original frente a
la interpolada de es la funcién y que calcule la bondad.

function bondad=dibujo_bondad spline_der(x,y)
n=length(x);
bondad=0;
parte=abs ((x(1)-x(n))/50);
for i=1:51
if i==
zzz(i)=x(1);
else
zzz (i)=parte+zzz (i-1);
end
www (i)=derivada nueva(’func spline’,X,y,0.01,10%-6,10,zzz(i));
#www (i) almacena la derivada de una funcién spline
dif=abs(feval('funq_der',zzz(i))~www(i));
if (dif>bondad)
bondad=dif;
end
end
2z=0:0.01:2*%pi;
ww=func _der(zz);
plot (zz,ww,'*qg',zzz,www,'.r');

NOTA: Como puede verse, el método utiliza otro método que es derivada_nueva, que lo
que hace es calcular la derivada de la funcién spline. Su cédigo es el siguiente:

function sol=derivada nueva (f,x,y,h, tol, max, x0)
r=zeros (max,max) ;
r(l,1)=(feval (£, x,y, (x0+h))-feval (f,x,y, (x0-h)))/(2*h);
sol=r(1,1);
for i=l:max
h=h/2;
r(i+l,1)=(feval (f,x,y, (x0+h))-feval (f,x,y, (x0-h)) )/ (2*h);
sol=r(i+l,1):;
for k=1:i
r{i+l, k+)=r(i+l, k) +(((x(i+1,k))-(x(i,k)))/({(4°k)-1));
sol=r(i+l,k+1);
end
err=abs(r(i,i)-r(i+l,i+1));
if (err<=tol)
break;
end
end




3.- Obtener el resultado.

Con 6 puntos:
<+ Obtener el vector x y el vector y.

x=[0 2/5*pi 4/5*pi 6/5*pi 8/5*pi 2*pil;
y=func(x);

% Visualizar la grafica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline_der(x,y)

10.8302

Con 11 puntos:
< Obtener el vector x y el vectory.

x=[0 1/5*pi 2/5*pi 3/5*pi 4/5*pi pi 6/5*pi 7/5*pi 8/5*pi 9/5*pi 2*pil;
y=fune(x);
Visualizar la grafica y obtener la bondad.

2
0'0

dibujo_bondad_spline_der(x.y)

0.4056




Con 21 puntos:
Obtener el vector x y el vector y.

*,
id

x=[0 1/10*pi 2/10*pi 3/10*pi 4/10*pi 5/10*pi 6/10*pi 7/10*pi 8/10%pi 9/10*pi pi
11/10*pi 12/10*pi 13/10*pi 14/10*pi 15/10*pi 16/10*pi 17/10*pi 18/10*pi
19/10*pi 2*pi];

y=fune(x);

Visualizar la grafica y obtener la bondad.

o,
0‘.

dibujo_bondad_spline_der(x,y)

0.0587

Con 41 puntos:
< Obtener el vector x y el vector y.

x={0 1/20*pi 2/20*pi 3/20*pi 4/20*pi 5/20*pi 6/20*pi 7/20*pi 8/20*pi 9/20*pi
10/20*pi 11/20*pi 12/20*pi 13/20*pi 14/20*pi 15/20*pi 16/20*pi 17/20*pi
18/20*pi 19/20*pi pi 21/20*pi 22/20*pi 23/20*pi 24/20*pi 25/20*pi 26/20*pi
27/20*pi 28/20*pi 29/20*pi 30/20*pi 31/20*pi 32/20*pi 33/20*pi 34/20*pi
35/20*pi 36/20*pi 37/20*pi 38/20*pi 39/20*pi 2*pi];

y=func(x);

< Visualizar la grafica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline_der(x.y)

0.0124




c)
1.- Definir la derivada segunda de la funcién.

function y=func_der2 (x)
y=2.*cos{x)-4.*x.*sin(x)~-x."2.*cos (X);

2.- Definir una nueva funcion que dibuje la derivada segunda de la funcién original
frente a la interpolada de la funcién y que calcule la bondad.

function bondad=dibujo_bondad_spline der2(x,y)
n=length(x);
bondad=0;
parte=abs((x(1)-x(n))/50);
for i=1:51
if i==
zzz(i)=x(1):;
else
zzz (i)=parte+zzz (i-1);
end
www (i) =cerivads? mueva (Cfunc spline’,X,y,0.01,10%-6,10,2zzz(i));
$www (i) almacena la derlvada de una funcidén spline
dif=abs (feval (' func der2',zzz(i))-www(i));
if (dif>bondad)
bondad=dif;
end
end
zz=0:0.01:2*pi;
ww=func der2(zz);
plot (zz,ww,'*g',zzz,www,'.r');

NOTA: Como puede verse, el método utiliza otro método que es derivada2_nueva, que
lo que hace es calcular la derivada segunda de la funcién spline. Su codigo es el
siguiente:

function sol=darivadsz’ nusva(f,x,y,h,tol,max,x0)
r=zeros (max,max) ;
r(l,1)=(feval (f,x,y, (x0+h))-2*feval (£, x,y,x0) +feval (£, x,y, (x0-h)))
/(h~2);
sol=r(1,1);
for i=1l:max
h=h/2;
r(i+l,1)=(feval (f,x,y, (x0+h))-2*feval (f, %, y,x0) +feval (f, x, Yy,
(x0-h)))/ (h~2);
sol=xr(i+l1,1);
for k=1:1i
r(i+l,k+1)=r(i+l,k)+(((r(i+l,k))~-(xr(i,k)))/((4°k)-1));
sol=r (i+1,k+1);
end
err=abs(r(i,i)-r(i+1,i+1));
if (err<=tol)
break;
end
end




3.- Obtener el resultado.
Con 6 puntos:
<+ Obtener el vector x y el vector y.

x=[0 2/5*pi 4/5*pi 6/5*pi 8/5*pi 2*pil;
y=func(x);

< Visualizar la grafica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline_der2(x,y)

29.2512

Con 11 puntos:

< Obtener el vector x y el vector y.

x={0 1/5*pi 2/5*pi 3/5*pi 4/5*pi pi 6/5*pi 7/5*pi 8/5*pi 9/5*pi 2*pi];
y=func (x);

< Visualizar la grafica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline_der2(x,y)

1.9842




Con 21 puntos:
Obtener el vector x y el vector y.

%,
"0

x=[0 1/10*pi 2/10*pi 3/10*pi 4/10*pi 5/10*pi 6/10*pi 7/10*pi 8/10*pi 9/10*pi pi
11/10*pi 12/10*pi 13/10*pi 14/10*pi 15/10*pi 16/10*pi 17/10*pi 18/10*pi
19/10*pi 2*pil;

y=fune(x);

Visualizar la grafica y obtener la bondad.

o,
..0

dibujo_bondad_spline_der2(x,y)

0.7466

Con 41 puntos:

< Obtener el vector x y el vector y.

x=[0 1/20*pi 2/20*pi 3/20*pi 4/20*pi 5/20*pi 6/20*pi 7/20*pi 8/20*pi 9/20*pi
10/20*pi 11/20*pi 12/20*pi 13/20*pi 14/20*pi 15/20*pi 16/20*pi 17/20*pi
18/20*pi 19/20%pi pi 21/20*pi 22/20*pi 23/20*pi 24/20*pi 25/20*pi 26/20*pi
27/20*pi 28/20*pi 29/20*pi 30/20*pi 31/20*pi 32/20*pi 33/20*pi 34/20*pi
35/20*pi 36/20*pi 37/20*pi 38/20*pi 39/20*pi 2*pil;

y=func(x),

< Visualizar la grafica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline_der2(x,y)

0.3258




4.- Usando la funcion y = sen(x) * cos(x) + 2cos(x) con 0 < x < 9:

a) Dibujar la funcién original frente a la funcién interpolada y obtener la
bondad del ajuste utilizando para ello tablas de 10 puntos, 19 puntos y 37

puntos.

b) Usando las mismas cantidades de puntos dibujar una grafica que muestre la
derivada de la funcién original frente a una derivada aproximada usando

Spline.
¢) Realizar lo mismo con la segunda derivada de la funcién original.

Solucion:

a)
1.- Definir la funcion.

function y=func(x)

y=sin(x) .*cos(x)+2.*cos (x);

2.- Obtener el resultado.
Con 10 puntos:
< Obtener el vector x y el vector y.

x=[0123456789];
y=func(x);

< Visualizar la grafica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline(x.y)

0.1999




Con 19 puntos:

< Obtener el vector x y el vector y.

x=[00511522533544555566.577.58859];
y=fune(x);

< Visualizar la grafica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline(x,y)

Con 37 puntos:

< Obtener el vector x y el vectory.

x=[00250507511251.51.752225252.7533.253.53.75442545
47555.25555.7566.256.56.7577.257.57.7588258.58.759]

y=fune(x);
< Visualizar la grafica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline(x,y)

0.0005




b)
1.- Definir la derivada de la funcion funcion.

function y=func_der (x)
y=cos (X} .*cos (X} -sin(x) . *sin(X) -2*sin(x);

2.- Obtener el resultado.

Con 10 puntos:

<+ Obtener el vector x y el vectory.

x=[0123456789];
y=func(x);

< Visualizar la grafica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline_der(x,y)




Con 19 puntos:

< Obtener el vector x y el vectory.

x=[00511522533544555566.577.588.59];
y=fune(x);

+ Visualizar la grifica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline_der(x.y)

0.1955

Con 37 puntos:

<+ Obtener el vector x y el vector y.

x=[0025050751125151.752225252.7533.253.53.7544254.5
4755525555.7566.256.56.7577.257.57.75 8 8.258.58.75 9]

y=fune(x);
% Visualizar la grafica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline_der(x.y)

0.0261




1.- Crear una nueva funcién que defina la derivada segunda de la funcion
original.
function y=func_der2 (x)

y=-2.*sin(x).*cos(x)-2.*cos (x) .*sin(x)-2.*cos (%) ;

2.- Obtener el resultado.

Con 10 puntos:

< Obtener el vector x y el vectory.

x=[0123456789];
y=func(x);

< Visualizar la grafica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline_der2(x,y)




Con 19 puntos:

< Obtener el vector x y el vector y.

x=[00511522533544555566577588.59];
y=func(x);

+ Visualizar la grafica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline_der2(x.y)

1.5482

Con 37 puntos:

< Obtener el vector x y el vector y.

x=[00250507511251.51.7522252527533.2535375442545
47555255557566.25656.757725757.7588.258.58.759]

y=fune(x);
% Visualizar la grafica y obtener la bondad.

dibujo_bondad_spline_der2(x,y)

0.4052

Como ha podido verse con todos los ejemplos, los Spline ajustan muy bien las
funciones, pero ajustan un poco peor las derivadas y las segundas derivadas, sin
embargo, al aumentar el niimero de puntos de la tabla de entrada se ha podido ver que se
consigue un ajuste bastante bueno en todos los casos.




Meétodo de Qnaisi Newton

El problema que se tiene es el mismo que en los dos métodos anteriores:

y’=Rftyy’)
y@)=a
y(b)=p

Dado lo que vale la funcion y en dos puntos (extremos) y su ecuacion diferencial
de segundo orden, queremos saber lo que vale y en un punto determinado (T) que se
encontrara entre a y b. Graficamente es lo siguiente:

(]
]
]
]
'
]
i
t
]

a T b
Para poder resolverlo, lo primero que hay que hacer es pasar el problema de

contorno a problema de valores iniciales, para lo cual se pasa la ecuacién de segundo
orden a sistema de primer orden.

Nn=y Y=Yz
y’ =1fty.y’) - {

y2=Yy’ y2’ = f{t,yy2) PF
y@)=a yi(a)= o
y'(a)=x y2(a) =x

Ahora se debe calcular un valor para x tal que y;(b) = B, que es lo mismo que

decir :
yib;x)-p=0

w(x) = Psi(x)

Pero ahora x no se va a calcular por secante o biseccion, como se ha hecho en
los casos anteriores, sino que se va a aproximar con un po (el cual se obtendra de una
grafica hecha de Psi (x)) y el p siguiente (p;) se obtendra siguiendo la siguiente formula:

w(po)
pi=p- ——
derivada (y(po))




donde derivada es el siguiente método:

function sol=derivada(f,h, tol,max,x0)
r=zeros (max,max) ;
r(l,1)=(feval (f, (x0+h))-feval (£, (x0-h))})/(2*h);
sol=r(1,1);
for i=l:max
h=h/2;
r{i+l,1)=(feval(f, (x0+h))-feval(f, (x0-h)))/ (2*h);
sol=r(i+1,1);
for k=1:i
r(i+l,k+l)=r(i+l, k) +({((r{i+l,k))-(r(i,k)))/({(4°k)-1));
sol=r(i+l,k+1);
end
err=abs(r(i,i)-r{i+l1,i+1));
if (err<=tol)
break;
end
end

La funcioén que calcula el valor de x es la siguiente:

function pO=quasi (psi,p0, tol, nmax)
for n=1:nmax
pl=p0-(feval (psi,p0)/derivada (psi, 0.01,10"-6,nmax,p0));
if (abs(pl-p0)<tol)
break;
end
pO=pl;
end

Por ultimo, el cédigo del método Quasi-Newton es el siguiente:

function z=wums: nevton (F,psi,a,alfal,p0,t, tol, nmax)
x=quasi (psi, p0, tol,nmax) ;

y=runge kutta(F,a, [alfal x],t,nmax);

z=y(1);
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El problema es que usando la férmula

W(po)
p=p- —
derivada (y(po))

se necesita hacer muchas llamadas a Runge kutta, porque derivada hace extrapolacién,
y se ralentiza mucho el problema, ademas de que se pierde exactitud con tantos
célculos.

Una forma de solucionarlo es crear una tabla alrededor de py e interpolarla, de
forma que se trabaje con la interpolacion en vez de con la funcién. Ahora, cada vez que
se necesite un valor de la funcion se recurrird al polinomio interpolado, de tal forma que
solo habra que ejecutar Runge_kutta una vez, para realizar la interpolacion.




Esto se realiza creando una nueva funcién, que sustituir a Quasi y su codigo es
el siguiente:

function pO=quasi2(p0, tol,nmax,x,y)
for n=1:nmax
pl=p0-
(feval ("psi_spline’,x,y,p0)/derivada . nueva ({'psi spline’,
x,y,O 01,10"-6,nmax,p0));
if (abs(pl-p0)<tol)
break;
end
pO=pl;
end

Como puede verse, el método utiliza una funcién, que es la que crea el
polinomio interpolado por Spline. La funcién tiene el siguiente codigo:

function z=psi spline(x,y,p0)
z=spline(x,y,p0);

Y se utiliza también un nuevo método, que en realidad es el método de la
derivada pero modificado para que trabaje con psi_spline.

function sol=derivada nueva(f,x,y, h, tol, max, x0)
r=zeros (max,max) ;
r(l,1l)=(feval(f,x,y, (x0+h))-feval (f,x,y, (x0-h)))/ (2*h);
sol=r(1,1);
for i=1:max
h=h/2;
r(i+l,1)=(feval(f,x,y, (x0+h))-feval (f,x,y, (x0-h)))/(2*h) ;
sol=r(i+l1,1):
for k=1:1
r{i+l, k+l)=r(i+l, k) +(((x(i+1,k))-(x (i, k)})/((4”k)-1)):
sol=r(i+1,k+1);
end
err=abs(r(i,i)-r(i+l,i+1));
if (err<=tol)
break;
end
end

Ahora, Quasi-Newton utiliza Quasi2 en vez de Quasi y hay que pasarle la tabla
para que realice la interpolacion. Queda de la siguiente forma:

function z=quasi _newton2(F,a,alfal,p0,t, tol, nmax, x, y)
x=quasiZ (p0, tol, nmax, x,y):

y=runge kutta(F,a, [alfal x],t,nmax);

z=y(1l);




EJERCICIOS:
1.- Resolver el siguiente sistema:

y 60+t -1=2y +y+6t
y(-)=-2
y(1)=0

Calcular y(2), y(3), y(5) € /(7).
NOTA: Para probar los resultados tener en cuenta que y(t)=t* — 1
Solucioén:
1.- Definir el problema como un problema de valores iniciales:

Ayselellamay, -+ vy =y
Ay selellamay, -+ y,=y’
Y A6+ -1=2y +y+6t > y =2y +y+6t—66 -1+

Yy =Y2

y2 =2y, +y) +6t—6t* - +1
yi(-1)=-2

yA-1)=x

function z=F(t,y)

z(1)=y(2);

z(2)=2*y (2)+y (1) +6*t-6*t . ~2-t . 3+1;
2.- Definir la funcién psi

function z=psi (x)

y=runge kutta('F’',-1,[-2 x],1,100);
z=y(1)-0;

3.~ Realizar un analisis grafico de la funcion Psi. Para ello utilizo la funcion dibujar.

dibujar(0,6,'psi'’)




'Forma 1:
4.- Ejecutar el método para obtener los resultados. (El método utiliza Quasi.)

function z=guns oo w(F,psi,a,alfal,p0,t,tol, nmax}
x=quasi (psi, p0, tol,nmax),

y=runge kutta(F,a, [alfal x],t,nmax);

=y(1);

Como puede verse en la gréfica, la raiz estd aproximadamente en x = 3, por lo
que voy a dar 3 como p0.

(P, psi' -1,-2,3,2,100-4,1000) ™ 6.9999
(F,'psi’-1,-2,3,3,10"4,1000) —» 25.9999
(F,'psi',-1,-2,3,5,10°4,1000) __, 123.9998

on(F,'psi'-1,-2,3,7,1004,1000) ., 341.9108

Forma 2:
4.- Obtener una tabla alrededor de la raiz de psi (3).

x=[1.522.533.5445];
y(1)=psi(x(1));
Y(2)=psi(x(2));
y(3)=psi(x(3));
y(4)=psi(x(4));
y(5)=psi(x(5));
y(6)=psi(x(6)),
Y(7)=psi(x(7));

5.- Ejecutar el método para obtener los resultados. (El método utiliza Quasi2.)

function z=quasi newton2(F,a,alfal,pl,t,tol,nnax,x,y)
X=quasiZ2 (p0, tol,nmax, x,Vy);

y=runge kutta(F,a, [alfal x],t,nmax);

z=y(1);

p0=3

quasi_newton2('F'-1,-2,3,2,1004,1000x,y) " 7.0000

quasi_newton2('F',-1,-2,3,3,10°4,1000,x,y) —» 26.0000
quasi_newton2(F,-1,-2,3,5,10"4,1000,x,y) __, 123.9998
quasi_newton2('F',-1,-2,3,7,1004,1000,x,y) ., 341.9108




2.- Teniendo el siguiente sistema no lineal:

Y’ = 1/8*(32+20 -y *y’)
y(1)=17
y(3)=43/3

que tiene como solucién exacta y(x) = x> + 16/x

Calcular y(1), y(2), y(3).
Solucion:

1.- Definir el problema como un problema de valores iniciales:

Ayselellamay, -+ y; =y
Ay selellamay, » y,=y’
Yy = 1/8*(32+20-y*y)

yiI' =Yz
v =18%¥(32+20 -y 1 *y,

yi(1)=17
yA1)=x
function z=F(t,y)

z(l)=y(2);
z(2)=1/8*%(32+2*t."3-y (1) *y(2));

2.- Definir la funcion psi

function z=psi (x)
y=runge kutta('F’,1, (17 x],3,100);
z=y(1)-43/3;

3.- Realizar un analisis grafico de la funcién psi. Para ello utiliza la funcién dibujar
que cre€ en el ejercicio anterior.

dibujar(-20,-10, psi")

Segin la grifica, sélo hay una raiz, la cual se encuentra aproximadamente en
—14, luego voy a darle al método un p0 de —14.




Forma 1:

4.- Ejecutar el método para obtener los resultados. (E1 método utiliza Quasi.)

function z=:ussl nevron(F,psi,a,alfal,p0,t, tol, nmax)
X=quasi (psi, p0, tol, nmax) ;

y=runge_ kutta(F,a, [alfal x],t,nmax);

=y(1);

(T psit 1,17,-14,1,1004,1000) ™ 17.0000
- ((F, psi',1,17,-14,2,1074,1000) —»> 12.0000
sl e ton(F psity1,17,214,3,1004,1000) _, 143333

Forma 2:
4.- Obtener una tabla alrededor de —14, que es la raiz de psi.

x={-15.6-15.2-14.8-14.4 -14 -13.6 -13.2 -12.8 -12.4];
y(1=psi(x(1));
y(2)y=psi(x(2));
y3)=psi(x(3));
y(4)=psi(x(4)),
y(5)=psi(x(5));
y(6)=psi(x(6));
Y(@y=psi(x(7));
y(8)=psi(x(8));
y(O)=psi(x(9));

5.- Ejecutar el método para obtener los resultados. (El método utiliza Quasi2.)

function z=quasi newton2(F,a,alfal,p0,t, tol, nmax, x, y)
x=quasi2 (p0, tol, nmax, x,y) ;

y=runge kutta(F,a, [alfal x],t,nmax);

z=y(1);

quasi_newton2('F,1,17,-14,1,10-4,1000,x,y) — 17.0000
quasi_newton2('F,1,17,-14,2,10°4,1000,x,y) —» 12.0000
quasi_newton2('F,1,17,-14,3,10°-4,1000,x,y) __, 14.3333




3.- Teniendo el siguiente sistema no lineal:

y(1)=2
¥(2)=52

que tiene como solucion exacta y(t) =t + t !

Calcular y(1.3), y(1.6), y(1.9).

Solucidn:

1.- Definir el problema como un problema de valores iniciales:

Ayselellamay, -+ y/ =y
Ay selellamay, » y,=y
¥y’ =2y —6y-2t

yI'=Yy2

y;g’ = 2y13 - 6y] - 2t3
yi(1)=2

yA1)=x

function z=F(t,y)
z(1)=y(2);
2(2)=2*%y (1) .”3-6*y(1)-2*t."3;

2.- Definir la funcién psi

function z=psi (x)
y=runge kutta('F',1,[2 x],2,100);
z=y(1)-5/2;




3.- Realizar un analisis grafico de la funcion psi. Para ello utiliza la funcién dibujar
que cre€ en el gjercicio anterior.

dibujar(-0.5,0.2,'psi")

Segun la grafica, solo hay una raiz, la cual se encuentra aproximadamente en 0

Forma 1:

4 - Ejecutar el método para obtener los resultados. (El método utiliza Quasi.)

function z=u: n(F,psi,a,alfal,p0,t, tol, nmax)

X=quasi (psi, p0, tol nmax),
y=runge kutta(F,a, [alfal x],t,nmax);
z=y(1);

2n(F,'psi',1,2,0,1.3,1004,1000) — ™ 2.0692
(F,'psi’,1,2,0,1.6,10-4,1000) —» 2.2250
) ('F,'psi’,1,2,0,1.9,1004,1000) __, 2.4263




Forma 2:
4.- Obtener una tabla alrededor de —14, que es la raiz de psi.

x={-0.2-0.15-0.1-0.0500.050.10.150.2];

y(1)=psi(x(1)),

y(2)y=psi(x(2));

y3)¥=psi(x(3));

y(4)=psi(x(4));

y(5)=psi(x(5));

y(6)=psi(x(6));

Y(T)=psi(x(7));

Y(8)=psi(x(8));

y(9)=psi(x(9));

5.- Ejecutar el método para obtener los resultados. (El método utiliza Quasi2.)

function z=guasi newton2(F,a,alfal,p0,t,tol, max,x,y)

x=quasiz (p0, tol, nmax, x,y);
y=runge kutta(F,a, [alfal ], t,nmax);

z=y(1l):

quasi_newton2('F,1,2,0,1.3,10°4,1000,x,y) —> 2.0692
guasi_newton2('F',1,2,0,1.6,10°4,1000,x,y) —» 2.2250
quasi_newton2('F,1,2,0,1.9,10°4,1000,x,y) __, 2.4263




Método de Newton

De nuevo se tiene un problema del tipo:

y’ =ftyy’)
y@)=a
yb)=p

En el cual se sabe lo que vale una funcién en dos extremos y se quiere saber lo
que valdré en un punto intermedio. Grificamente es lo siguiente:

Y =2

T b

Para resolverlo, como siempre, hay que pasar el problema de contorno a
problema de valores iniciales, para lo cual se pasa la ecuacién de segundo orden a
sistema de primer orden.

R
|
E

(R EE T T

=y ' =y2
y” =fltyy’) - { L
2=y’ 2 =fityLys) P F
y@=a yi(d=a
y@=x y2(a)=x
Abhora se plantea la ecuacion:
w(x) = Psi(x)

Aplicando ahora el método Newton-Raphson, se toma un X, inicial (baséndonos
en ¢l grifico que previamente se debe haber hecho de Psi) con el cual se calcula x
resolviendo la siguiente ecuacion:

W(xo)

X1 =Xp -

Vi) | !

‘El problema est4 en la forma de calcular Ia derivada de Psi en xo.




> Cilculo de y’(xq)

V’(Xo) =0y/Ox (b;x) _, Vamos a llamar a esto z(b), de tal forma que si en
vez de evaluarlo en un instante concreto (b) lo evaluamos en cualquier t obtenemos:

Z(t) = dy/ox (tx)
La funcién inicial es:
y(6x) = fREy(6x)sy’ (£x))
Derivando esta ecuacion respecto de x se obtiene:
(Oylox (6x))” =15 (ty.y’) * dy/lox (tx) + £ (Ly.y’)* (By/ox (X))’

donde f, y f- son la “ derivada de f respecto de y  y la “ derivada de f respecto de y’ ”
respectivamente.

Como puede verse, (Oy/0x (X))’ es z”(f). Si ahora llamamos a(t) a f(ty.y)y
b(t) a fy-(t,y,y’) se obtiene la siguiente ecuacion:

z”’()=a(t) * z(t) + () * 2’(Y)
Si ahora se deriva y(a;x) e y’(a;x) se obtiene lo siguiente:

y(@x)=a > ONOx@x)=0 _ za)
y'@x)=x ©ylox (@x)y =1  z'(a

Con todo lo que se acaba de hacer se obtiene un problema de valores iniciales,

z”’(t) = a(t) * z(t) + b(t) *z’(t)
z(a)=0
z@=1

el cual se puede resolver ficilmente con Runge_kutta, que dari como resultado z(t) y
z’(t). Si tomamos t =b obtendremos z(b) que es y’(xo).




EJERCICIOS:
1.- Resolver el siguiente sistema:

y’+62+6-1 =2y’ +y+6t
y(-1)=-2
y(1)=0

Calcular y(2), y(3), y(5) e y(7).
Solucién:

1.- Definir el problema como un problema de valores iniciales:

Ayselellamay, » y =y
Ay selellamay, » y,=y

Y H6CHEC-1=2y’ +y+6t > y =2y +y+6t—62-F+1

y'=y2
¥2' =2y2+y1 + 6t— 6t - £ +1
yi(-1)=-2
y2-1)=x
function z=F(t,y)
z(1)=y(2):
z(2)=2*y(2)+y (1) +6*t-6*t . 2-t.~3+1;

2.- Definir la funcién psi

function z=psi (x)
y=runge kutta('F',-1,[-2 x],1,100);
z=y(1)-0;

3.- Realizar un anilisis grifico de la funcion Psi. Para ello utilizo la funcién dibujar.

dibujar(0,6,psi')




4.- Crear una tabla cuyos valores estén pr6ximos a la raiz de Psi(x), en este caso a 3.

x=[1.5225335445];
y(1)=psi(x(1));
y(2)y=psi(x(2));
yO)=psi(x(3));
y@=psi(x(4));
y)=psi(x(5));
y(6)=psi(x(6));
y(Ty=psi(x(7);

5.- Crear una funci6n que realice una interpolacién por Spline de la tabla obtenida
anteriormente.

function z=psi spline(x,y,p0)
z=spline(x,y,p0):;

6.- Definir el segundo problema de valores iniciales que se debe resolver.

z)(t) = a(t) * zi(t) + b(®) *2z(t)
Z](-l) =0

z(-1)=1

function w=G(t, z)
w=func_a(t) -*z(1)+func b(t).*z(2);

7.- Definir las funciones func_a(t) y func_b(t).

func_a(t) es la derivada de la funci6n respecto de y _, func a(®=1.
func_b(t) es la derivada de la funci6n respecto de y’ func_b(t)=2.

function w=func_a(t)
w=1;

function w=func b(t)
w=2;

8.- Crear el método y ejecutarlo para obtener el resultado.

El cédigo final del método es el siguiente:

function y=newton contorne(G,F,a,b,alfal,p0,t,x,y,tol, nmax)
for n=1:nmax
r=runge kutta(G,a, [0 1],b,nmax);

p1=p0—(2éval(“psimspline‘,x,y,pO)/r(l)); <-———1 Calcula x
if (abs(pl-p0)<tol)

break;
end Resuelve el primer
pO=pl;
end problema de valm:es
y=runge kutta(F,a, [alfal p0],t,nmax); iniciales, es decir,
y=y(1); obtiene el resultado.




Llamadas:

newton_contorno(G'F',-1,1,-2,3,2,x,y,100-4,1000—>  7.0000
newton_contorno('GL'F',-1,1,-2,3,3,x,y,10°-4,1000)—>  26.0000
newton_contorne('G','F',-1,1,-2,3,5,x,y,10-4,1000—> 123.9998
newton_contorno('GL'F',-1,1,-2,3,7,x,y,100-4,1000—>  341.9108




2.- Teniendo el siguiente sistema no lineal:

y’=1/8*%*(32+20 -y *y’)
y)=17
y(3)=43/3

que tiene como solucién exacta y(x) = x> + 16/x
Calcular y(1), y(2), y(3).
Solucién:

NOTA: Al ser el problema no lineal se van a necesitar ciertos cambios a las funciones
del ejercicio anterior para que sea eficiente, asi que voy a hacer el ejercicio
completo con todas las funciones y todos los cambios.

1.- Definir el problema como un problema de valores iniciales:

Ayselellamay, +» y; =y
Ay selellamay, » y,=y’
y’=18*(32+20 -y *y)

yi' =y2
Y’ =1/8*(32+28 -y, *y,
yi(1)=17
y2A(l)=x
function z=F(t,y)

z(1)=y(2);
z(2)=1/8*(3242*t."3-y (1) *y(2));

Porque a Runge-Kutta hay que
2.- Definir la funcion psi afiadirle una entrada (una tabla).

/' Se le pasa cualquier valor porque
function z=psi (x)

F no lo va a utilizar.
y=runge kutta('F',1, [17 x],3,10&::);
z=y(1)-43/3;

3.- Realizar un anilisis grifico de la funcién psi para ver dénde se encuentra la raiz.
Para ello hay que utilizar la funcién dibujar que se ha creado en ejercicios anteriores.

dibujar(-20,-10, psi’)




4.- Crear una funcién que haga que psi pero con la segunda componente de Runge-

o). Porque a Runge-Kutta hay que
N afiadirie una entrada (una tabla).
function z=psi d?r(x) @ Se le pasa cualquier valor porque
y=runge kutta('F',1,[17 x],3,100,48Y; F no lo va a utilizar.
z=y({2)-43/3;

5.- Obtener una tabla alrededor de —14, que es la raiz. Para ello es necesario crear
una funcidn que la calcule, ya que se va a hacer uso de esta tabla en varias ocasiones.

function tab=crear_tabla . RK(x0)
$Crea una tabla de 9 eltos.
tab=zeros (9,3);
i=4;
x=x0-0.5;
while i>0
tab{i,1)=x;
tab(i,2)=p=si (x);
tab (i, 3)=psi_der(x);
i=i-1;
x=x%-0.5;
end
tab (5, 1)=x0;
tab (5, 2)=psi (x0);
tab (5, 3)=psi_der (x0);
i=6;
x=x0+0.5;
while i<10
tab(i,1)=x;
tab({i,2)=psi(x);
tab(i, 3)=psi_der(x);
i=i+1;
x=x+0.5;
end

6.- Crear una funcioén que realice una interpolacién por Spline de la tabla obtenida
anteriormente.

function z=psi spline(x,y,p0)
z—spllne(x,y,pO).

7.- Construir el segundo problema de valores iniciales y crear una funcién que lo
defina.

(1) = a(t) * zy(t) + b(t) *z(t)
z(1)=0
Zz(l) =]

function w=G(t,z tab)

yl=feval (': =", tab(:,1),tab(:,2),t);
y2=feval ( ‘s =", tab(:,1},tab(:,3),t);
w=-1/8*y2.*z(1)-1/8*y%.*z(2);




8.- Modificar Runge-Kutta para que pase a G la tabla.

function wO=runge kutta (f,a,alfa,T,n,tabla)

h=(T-a}/n;

=a;

wl=alfa;

for i=1l:n
fl=feval (£, t,w0, tabla);
f2=feval (f,t+h/2,w0+f1%*h/2, tabla};
f3=feval (f, t+h/2,w0+£2*h/2, tabla);
fa=feval (f, t+h,wO+h*£3, tabla);
Wi=w0+ (h* (£14+2*f2+2*£3+€4) /6) ;
t=t+h;
wi=wl;

end

9.- Crear el método y ejecutarlo para obtener el resultado.

function y=newton contorno (G, F,a,b,alfal,pl, t, tol, nmax)
for n=1:10

tablazcrea:_tabla_BK(pO);

x=tabla(:,1);

y=tabla{:,2):

r=runge kutta(G,a, [0 1],b,nmax,tabla);

pl=p0-(feval (*psi spline’,X,y,p0)/x(1));

if (abs({pl-p0)<tol)

break;

egf 1: Porque a Runge-Kutta hay que
pU=plL; afiadirle una entrada (una tabla).

end :
y=runge kutta(F,a, [alfal p0],t, nma }Sf nielopa:acu?]gmer valor porque
y=y({1):;  a utilizar.

newton_contorno('GY'¥,1,3,17,-14,1,10°4,100) —>
newton_contorno('GLF,1,3,17,-14,2,1074,100) —  12.0000
newton_contorno('G','F,1,3,17,-14,3,1074,100) e




3.- Aplique el método del disparo no lineal usando biseccién para aproximar la solucién
al siguiente problema de contorno:

Y =y -y*y
y(1)=1/2
y@)=1/3

definido en 1 <t < 2. Obtener lo que vale el sistema para todos los t que lo definen y
comparar el resultado con la solucién real, que la proporciona y(t) =1/ (t+ 1).

Calcular y(1.1), y(1.4), y(1.7).

Solucién:
1.- Definir el problema como un problema de valores iniciales:

Ayselellamay;, +» y=y
Ay selellamay, » y,=y’
Y= y-yty

yi'= Y2,

Y2 =Y —-1*y2
yi(1)=1/2
y2(1)=x

function z=F(t,y)
z(1)=y(2);
z(2)=y(1l) .*3-y(1)*y(2):

2.- Definir la funci6n psi

function z=psi (x)
y=runge kutta('F',1,[1/2 x],2,100,18);
=y(1)-1/3;

3.- Definir la funci6n psi_der

function z=psi_der (x)
y=runge kutta('F',1,[1/2 x],2,100,18);
z=y(2)-1/3;




4.- Realizar un anélisis grifico de la funcion psi para ver donde se encuentra la raiz.
Para ello hay que utilizar la funcién dibujar que se ha creado en ejercicios anteriores.

dibujar(-1,1,"psi")

5.- Construir el segundo problema de valores iniciales y crear una funcion que lo
defina.

z(t) = a(t) * z,(1) + b(1) *zx(t)
Zl( ]) =0
(=1

functlon w-—G(t,z, tab)
yl=feval (" : ‘ytab(:,1),tab{:,2),t);
y2=feval ( "p=s: ', tab{:,1),tab(:,3),t);
w={3%yl. “?—y.‘z) *z(l) -yl.*z(2);

6.- No es necesario crear psi_spline, crear_tabla, Runge Kutta ni Newton |_contorno
porque tienen el mismo codigo.

7.- Ejecutar el método para obtener el resultado.

=
3
N~

newton_contorno('GLF,1,2,1/2,-0.2,1.1,1004,100)
newton_contorno(GF,1,2,1/2,-0.2,1.4,1074,100)
newton_centorno(G\F,1,2,1/2,-0.2,1.7,10"4,100)

b

g
2







Dada una nube de puntos (tabla), obtener la funcién que mejor se ajuste a ellos.

y=ax+b

El criterio que se sigue para obtener la funcién que mejor se ajusta es que el
error (la suma de los cuadrados de la distancia que hay entre la funcién y los puntos) sea
minimo, es decir:

Error = E(f(x)) = (f(x0) — y0)’ + (f(x1) — y1)? + ... + (f(xm) — ym)* donde
E(f{x)) debe ser minimo, siendo f{x) la funcién obtenida.

Si la funcién a obtener es la siguiente:
y=Fa(X)=ap+ a;x + ax’ + ... + a,x"
(siendo n el grado del polinomio), el error sera:
E=3 -y
=0
Para conseguir que el error sea minimo hay que hacer que la derivada sea 0.

OE/ow=3 2% [Fa)-%]*¥=0 j=0,..,n
Esto es:
(Fa(X0) — yo) * X¢' + (Fa(x1) — 1) * X7 + ... + (Fa(Xm) — Yim) * Xai' =0

S TS ) TOW SR PPN T TR S vy o T TR Yoryrt...+¥m
B0(XoHXr+ AR 1 (X0 + Xy e X P (X0 Xy e A W .. (KoK AX") = YoV F AT
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]
-
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En forma matricial seria:

A b b
R
j=0 a9 Yotyrt...tym
j=1 a Yo*Xo+ty1* xi . tym ¥ Xn
* =
j=i A(i,j) Yo¥ Xo' + y1* XP +...ym * Xy
Sl
x=A\b
Siendo A:
6—1+,..+1 Xotx1H... F X x02+ )(12+...+x,,,,2 \
Xo+Xrt... X X0+ X .. X

Xo2 X2+ A% 2

- _/

Los elementos interiores de la matriz A se repiten. Para que el algoritmo sea
mas rapido es suficiente con calcular los elementos de la primera fila y de la ltima
columna, ya que con ellos se puede rellenar toda la matriz.




El cédigo del método es el siguiente:

function x=min cuadrados (x,y, grado)
grado=grado+1;
nx=length (x) ;

matrizA=zeros (grado, grado) ;
filal=zeros(1,grado);
filal (1)=nx;
for i=2:grado
for j=l:nx
filal(i)=filal(i)+x(j).~(i-1);
end
end
n=grado-1;
column=zeros (grado, 1) ;
for i=l:grado
for j=1l:nx
column (i)=column (i) +x(j)."n;
end
n=n+l;
end
matrizA (1, :)=Ffilal;
matrizA(:,grado)=column;
fila=filal;
for i=2:grado
for j=1l:grado-1
matrizA(i,j)=fila(j+1);
end
fila=matrizA(i,:);
end

matrizB=zeros (grado,1);

for j=l:nx
matrizB(1l)=matrizB(1)+y(j):;

end

for i=2:grado
for j=1l:nx

matrizB(i)=matrizB(i)+y(j)*x(j).~(i-1);

end

end

x=matrizA\matrizB;




EJERCICIOS:

1.- Con los puntos (0,0), (1,2), (2,-1) calcular la recta de regresién que mejor se ajusta.
Comprobar el resultado sabiendo que debe coincidir con los coeficientes que

proporciona polyfit(x,y,1)
Solucién:
1.- Obtener el resultado
min_cuadrados([0 1 2],[0 2 -1],1)

0.8333
205000

El resultado indica que la recta es:

y=-0.5x +0.83

2.- Comprobar con polyfit:
polyfit([012L,[02-1],2) —»  -0.5000 0.8333

3.- Comprobar con grafica:

function y=P(x)
y = -0.5*x + 0.83

x1=-5:0.1:5; y1=P(x1); x2=[0 1 2]; y2=[0 2 -1]; plot(x1,y1,x2,y2,'*r')




2.- Con los puntos (-2,1), (-1,2), (0,0), (1,2), (2,-1) calcular la paridbola que mejor se
ajusta. Comprobar el resultado sabiendo que debe coincidir con los coeficientes que

proporciona polyfit(x,y,2)
Solucién:
1.- Obtener el resultado
min_cuadrados([-2-1012],[]1202-1],2)

1.3714
-0.4000
-0.2857

Segn esto la parabola es:
y=-0.2857x* - 0.4x + 1.3714

2.- Comprobar con polyfit:
polyfit([-2-101 2],[]1202-1],2) -0.2857 -0.4000 1.3714

3.- Comprobar con grafica:

function y=P(x)
y=-0.2857*x.72-0.4*x+1.3714;

x1=-5:0.1:4; y1=P(x1); x2=[-2-1 01 2]; y2=[1202-1};
plot(x1,y1,x2,y2,'*r")




3.- Con la siguiente tabla de puntos:

y
13

35
42
5
7
88
10.1
12.5
130
156

- IEN - WV R O R

calcular la »redéa que mejor se ajusta. Comprobar el resultado sabiendo que debe
coincidir con los coeficientes que proporciona polyfit(x,y,1)

Solucién:

1.- Obtener el resultado
min_cuadrados([12345678910],[1.33.54.2578810.112513.015.6],1)

03600
1.5382

Segin esto la recta es:

y=1.5382x-0.36

2.- Comprobar con polyfit:
polyfit([12345678910],[]1.33.542578810.112.513.015.6].1)

1.5382 -0.3600




Ajuste de minimos cuadrados de forma no lineal usando Newton
(Ajustando con funcién exponencial)

Se trata de ajustar una serie de puntos sabiendo el tipo de funcién que se debe
obtener como resultado. Para estudiar este método vamos a ajustar los puntos con una
curva exponencial (se puede usar cualquier tipo de funcién).

Se debe calcular el valor de a y b (inicialmente se calcularan a, y by de forma
aproximada usando una maya) para que la curva que se obtenga sea la que mejor se
ajuste a los puntos dados segiin el método de minimos cuadrados. Esto es que el error
(la suma de los cuadrados de la distancia de la funcion a los puntos) sea minimo.

Eror(ab)=) (ae"-y) *~  minimo
Para que el error sea minimo la derivada del error debe ser cero, luego:

OE/0a = 2(2*(ae -y *e ) 0=X ((ae™ -y)*e oy = t(a,b)
FE/Bb =3 (2 * (ae™ - y;)*ax:*e™) = 0 =X ((ac™ — y;)*ax;*¢"™) = g(a,b)

Ahora hay que calcular las derivadas parciales de f'y g para obtener la siguiente

matriz:
of/oa ofiob
DF(ab) =
Og/0a dg/db
Siendo las derivadas parciales:

Mlda= X (™) =0
6ﬂ61)=2(2xi*a*em‘i-x; y l“"‘) 0
dgoa=YT (2x;*a*e™ ™) =0
dg/ob=Y (2a’*x2*¢ i —a* y x2* ™) =0

Una vez se tiene la matriz hay que aplicar el método de Newton para obtener un
resultado definitivo.




El codigo del método es el siguiente:

function z=min_ cuadrados sxp(X,y,tol,nmax)
inic=obt =in(X,y);
z=newton_raphson([inic(1);inic(2)],tol,nmax,x,y);

Que como puede verse utiliza dos funciones que son:

function z=cit min(punto,h)
n=length(x);
E=100000;
a=0; b=0;
for j=1:200
for h=1:200
for i=1:n
En=(a*exp(l) .~ (b*x(i})-y(i))."2;
end
if En<E
E=En;
an=a; bn=b;
end
a=a+0.25;
end
a=0;
b=b+0.25;
end
z=[an bnl;

para obtener una aproximacion inicial paraay b y:

function punto=newton_raphson (punto, tol, nmax, x, y)
p=punto;
for i=1:mmax
if (i>1)

while (norm(p-punto)>tol)

punto=p; También podria haberse puesto:
v=(-DF(p,x, y)\fun(p,x,y)*); bmnniﬁnxpmnonbé;)
o bien

p=punto+v;

end ((@orm{x-punto)/norm(x))>tol)

else

v=—(DF(p,%x,y) \fun(p,x,y) ") ;
p=punto+v;
end
end
punto=p;

que utiliza a su vez las funciones:

function g=DF (punto,x,y)
z=zeros(2,2);
z(1,1)=fa(punto,x,y);
z(1,2)=f(punto, x,y) ;
z(2,1)=g= (punto, x,¥y) ;
z{(2,2)=gb(punto,x,vy);

function z=fun (punto,x,Vy)
z=zeros(1,2);

z(1)=f (punto, x, V) ;
z(2)=g(punto, x,Vy);




function z=f (punto, X, y)

n=length(x) ;

a=punto(l};

b=punto (2);

z=0;

for i=1l:n
z=z+a*exp({1l).” (2*b*x (1)) -y (i) *exp (1) .~ (b*x(i)):;

end

function z=g(punto,x,y)
n=length(x};
a=punto(l};
b=punto{2);
z=0;
for i=l:n
z=z+a."2*x (i) *exp (1) .~ (2*b*x (i) ) ~a*y (i) *x (i) *exp (1) .~ (b*x (i));
end

function z=fa (punto,x,y)

n=length(x) ;

a=punto(l);

b=punto (2);

z=0;

for i=1:n
z=z+exp (1) .~ (2*b*x (1)) ;

end

function z=¢% (punto, x,y)
n=length(x);
a=punto (1) ;
b=punto(2);
z=0;
for i=1l:n
z=z+2*x (i) *a*exp (1) .~ (2*b*x (1)) -x (i) *y (i) *exp (1) .~ (b*x (i));
end

function z=ga (punto, x,y)
n=length(x);
a=punto(l);
b=punto (2) ;
z=0;
for i=1:n
z=z+2*a*x (i) *exp (1) .~ (2*b*x (1) ) -y (i) *x (i) *exp (1) .~ (b*x (i)) ;
end

function z=gb(punto,x,y)
n=length(x) ;
a=punto{l);
b=punto (2);
z=0;
for i=1:n
z= z+2*a."2*x (i) ."2*exp (1) .~ (2*b*x (i) ) -
a*y(i)*x (i) ."2%exp (1) .~ (b*x(i));
end




EJERCICIOS:

1.- Con la siguiente tabla de puntos:
x |y
1 5.10
125 | 5.79
150 | 6.53

calcular la funcién exponencial que mejor se ajusta.
Solucién:
1.- Obtener el resultado
min_cuadrados_exp([1 1.25 1.50],[5.10 5.79 6.53],10"-3,20).

3.1186
0.4932

Luego la curva obtenida es: y=3.1186 * 49
2.- Comprobacion gréfica

function y=grafica(x)
y=3.1186%exp (1) .~ (0.4932*x);

x1=0:0.1:2; yl=grafica(x1); x2=[1 1.25 1.50]; y2=[5.10 5.79 6.53];
plot(x1,y1,x2,y2 "*r'),

3.- Calculo del error.

function E=calc srror(x,y, f)
n=length(x);
for i=1:n
func=feval (f,x(i));
E=(func-y(i})) ."~2;
end

cale_error([1 1.25 1.501,[5.10 5.79 6.53],'grafica’) —»  0.000025




2.- Con la siguiente tabla de puntos:

X y

0 1
025 | 1.284
05 |1.6487
0.75 | 2.117
1 127183

calcular la funcién exponencial que mejor se ajusta.
Solucién:
1.- Obtener el resultado
min_cuadrados_exp ([0 0.25 0.5 0.75 1],[1 1.2840 1.6487 2.1170 2.7183],107-3,20)
1.0000

1.0000

La curva obtenida es: y

Il
)

2.- Comprobacién grafica

function y=grafica(x)
y=exp(l)."x;

x1=0:0.1:1; yl=grafica(x1), x2=[0 0.25 0.5 0.75 1];
y2={1 1.2840 1.6487 2.1170 2.7183]; plot(x1,y1,x2,y2,"*r);

3.- Calculo del error.

cale_error([00.25 0.5 0.75 11,[1 1.2840 1.6487 2.1170 2.7183],'grafica’)

0.00000000033




Ajuste de minimos cuadrados de forma no lineal usando Newton
(Ajustando con funcién exponencial) [Aproximacién 1]

Vamos a tratar de hacer lo mismo pero sin disponer de las derivadas parciales.
Esto implicard que el resultado sea menos exacto.

Como en el caso anterior vamos a intentar obtener una funcion que se ajuste a
los puntos dados y que tenga la forma:

y=ae™

Para que la funciéon se ajuste bien a los puntos el error debe ser minimo
(siguiendo la regla de los minimos cuadrados). Esto es:

Error(a,b) = z (ac” -y’ «—  minimo
Para que el error sea minimo la derivada del error debe ser cero, luego:

OE/0a =2 (2* (ae™ - y) * ™) =0 =f{ab)
FE/b=2 (2* (ae™ —y) *ax;* ™) =0=g(ab)

El método va a manejar los puntos que se le pasan como entrada y las funciones
f'y g Con estos datos el método debe obtener una aproximacion inicial para a y b, la
cual utilizard para poner en marcha el nuevo método de Newton, el cual creara una
aproximacion a las derivadas parciales de 'y g sin tener control del error.

Las derivadas las calculara de la siguiente forma:

Of/da = (f{ao + h, bo) — f{ap— h, by)) / (2 * h)
of/db = (f{ag, bo + h) — f{ag, bo—h)) / (2 * h)
Og/oa = (g(aop + h, bo) — g(ao—h, by)) / (2 * h)
0g/0b = (g(ao, bo + h) — g(ag, by—h)) /(2 * h)

ofioa  Aficb
AF(@ab)=

dg/oa dgldb




Los codigos del método y de las funciones auxiliares son:

- Para obtener las aproximaciones iniciales:

function z=cbkt min{punto,h)
n=length (x);
E=100000;
a=0;
b=0;
for j=1:200
for h=1:200
i=1;
while (i<n)
En=(a*exp(l) ."(b*x{(i}))-y(i))."2;
i=i+l;
end
if En<E
E=En;
-
bn=b;
end
=a+0.25;
end
a=0;
b=b+0.25;
end
z=[an bn];

- Para obtener un valor final paraa y b.

function punto=newton_ raphson_ quasi (punto, tol, nmax, h, x,y)

p=punto;
for i=1:nmax
if (i>1)
while (norm(p-punto)>tol)
punto=p; et
v=(-var_F(p,h,x,y)\fun(p,x,y) ') ; | También podria haberse puesto:
p=punto+v; (norm(fun(punto))>tol)
end o bien
else ((norm(x-
v=-(var_F(p,h,x,y)\fun(p,x,y)'); punto)/norm(x))>tol)
p=punto+tv;
end
end
punto=p;
- Auxiliares para Newton

function g=var_ F(punto,h,x,y)

z=zeros{2,2);

a=punto(1);

b=punto(2);

z(1,1)=(£([a+th b],x,y)-£([a-h b],x,y))/(2*h);
z(1,2)=(f([a b+h]l,x,y)-f([a b-h],x,y))/(2*h);
z(2,1)=(g([a+h b],x,y)-g([a-h b],x,y))/(2*h);
z(2,2)=(g(la b+h],x,y)-g([a b-h],x,y))/(2*h);




function z=fun {punto)
z=zeros(1i,2};
z {1}=f {(punto) ;
z (2)=g{punto);

function z=f (punto,x,y)
=length({x);
a=punto(l);
b=punto(2};
z=0;
for i=1:n
z=z+a¥*exp (1) .~ (2*b*x (1) ) -y (i) *exp(l) .~ (b*x(i)):
end

function z=g(punto,x,vy)
n=length(x);
a=punto(l};
b=punto(2};
z=0;
for i=1:n
= z+a."2*x (i) *exp(l) .~ (2*b*x (i) ) -
a*y(i)*x(i)*exp(l) .~ (b*x(i));
end

- Cédigo del método

function z=min cuadrados_exp quasi (X,y,tol,nmax,h)
inic=obt min(x,y)s
=newton_ raphson quasi ({inic(1);inic(2)],tol,nmax, h,x,y);




EJERCICIOS:
1.- Con la siguiente tabla de puntos:

x |y

1 |5.10
125 | 5.79
150 | 6.53

calcular la funcién exponencial que mejor se ajusta.

Solucién:
1.- Obtener el resultado
min_cuadrados_exp_quasi([1 1.25 1.50],[5.10 5.79 6.53],10"-3,20,10"-5)

3.1186
0.4932

Luego la curva obtenida es:
y=3.1186 * ™

2.- Comprobacion grafica

function y=grafica(x)
y=3.1186%exp (1) .~ (0.4932*x) ;

x1=0:0.1:2; yl=grafica(x1); x2=[1 1.25 1.50]; y2=[5.10 5.79 6.53];
plot(x1,y1,x2,y2 "*r'),

3.- Caélculo del error.
cale_error([1 1.25 1.501,[5.10 5.79 6.53],'grafica’) —»  0.000025




2.- Con la siguiente tabla de puntos:

y
3.7
4
47
6.5

Wb W N

obtener la funcién exponencial que mejor se ajuste a ellos.

Solucién:
1.- Obtener el resultado
min_cuadrados_exp_quasi([2 3 4 51,[3.7 4 4.7 6.5],10"-3,20,10"-5)

2.2428

0.2051
Luego la curva obtenida es:
y=2.2428 * 20

2.- Comprobacién grafica

function y=grafica (x)
y=2.2428%exp (1) .7 (0.2051*x) ;

x1=1:0.1:6; yl=grafica(x1); x2=[2 3 4 5]; y2=[3.7 4 4.7 6.5];
plot(x1,y1,x2,y2,"r),

3.- Célculo del error.

cale_error([23451,[3.744.76.5], crafica’) —> 0.0605




- Para obtener un valor final paraayb.

function punto=newton_ raphson_quasiZ2 (punto, tol, nmax,h, x, y)

p=punto;
for i=l:nmax
if (i>1)
while (norm(p-punto)>ts17 Lol
punto=p; También podria haberse puesto:
v={-vaz Z(p,h,x,y)\fun{p,x,y)’ (norm(fun{punto))>tol)
p=punto+v; o bien
X end ((norm(x-~
else
punto)/norm(x))>tol)
v=-(ver Fi(p,h,x,y)\fun(p,x,y)");
p=punto+v;
end
end
punto=p;
- Auxiliares para Newton
function g=var ©Z (punto,h,x,y)

z=zeros{2,2);

z(1l,1)=derivada a('f',h,10"-6,30,punto, x,y);
z(1,2)=derivada b('f*,h,10%-6,30,punto, x,y) ;
z(2,1)=derivada_a('g’',h,10%-6,30,punto,x,y);
z{2,2)=derivada b('g',h,10"-6,30,punto, x,y);

function z=fun(punto,x,y)
z=zeros (1,2);

z (1)=f (punto, x,y)

z (2)=g(punto,x,y):

function z=f (punto,x,y)
n=length(x);
a=punto (1) ;
b=punto(2);

z=0;
for i=1:n

z=z+a*exp (1) .~ (2*b*x (1)) -y (i) *exp (1) ." (b*x (1))
end

function z=g(punto,x,y)

n=length(x) ;

a=punto(1);

b=punto(2);

z=0;

for i=1l:n
z=z+a.”2*x (1) *exp (1) .* (2*b*x (i) ) -

a*y(i)*x(i)*exp(l) .~ (b*x(1i));
end



EJERCICIOS:
1.- Con la siguiente tabla de puntos:

x |y

1 510
125 | 579
150 | 6.53

calcular la funcién exponencial que mejor se ajusta.

Solucién:

1.~ Obtener el resultado
min_cuadrados_exp_quasi2([1 1.25 1.50],[5.10 5.79 6.53],10"-3,20,10"-5)

3.1186
0.4932

Luego la curva obtenida es:
y=3.1186 * 9=

2.- Comprobacion grafica

function y=grafica (x)
y=3.1186*exp (1) .~ (0.4932*%x);

x1=0:0.1:2; yl=grafica(x1); x2=[1 1.25 1.50]; y2=[5.10 5.79 6.53];
plot(x1,y1.x2.y2,*r');

3.- Calculo del error.
cale_error([1 1.25 1.50],[5.10 5.79 6.53],'grafica’) —»  0.000025




2.- Ajustar la siguiente tabla de puntos con una funcién exponencial.

X y

0 0.5

2 3.69
4 (2725
6 |201.7
8 (14704

Solucién:
1.- Obtener el resultado

min_cuadrados_exp_quasi2([0 2 4 6 8,[0.5 3.69 27.25 201.7 1470.4],10"-3 20,10°-5)

0.5158
0.9944

La curva obtenida es:
y=0.5158 * 94
2.- Comprobacion grafica

function y=grafica(x)
y=0.5158%exp (1) .~ (0.9944*x) ;

x1=0:0.1:8; yl=grafica(x1); x2=[0 2 4 6 8];
v2={0.5 3.69 27.25 201.7 1470.4]; plot(x1,y1,x2,y2,"*r),

3.- Cilculo del error.
cale_error([0 2 4 6 8],[0.5 3.69 27.25 201.7 1470.4],'grafica’)

0.0343




Linealizaciéon

Se trata de transformar un problema de ajuste no lineal en un problema de ajuste
lineal.

La situacion es la siguiente:

Ahora se trata de transformar la funcién y = ae™ en una funcién lineal.

tomando logaritmo neperiano
y =ae™ > In(y) = In(ae™) ————— In(y) = In(a) + In(c™)

————— In(y) =In(a) + bx \ > @+ bx
Y A

1

La nueva funcién es: 'Y = A + bx, cuya tabla de valores es la siguiente:

Y=A+bx
x |y | Iny)
x0 | y0 | In(y0) X
x1 | yl |In(yl) x/x
X
xm | ym |In(ym)

Ahora hay que calcular A y b de forma lineal para que la recta se ajuste a los
nuevos puntos con un error minimo. Una vez se sabe lo que valen A y b se deshacen los
cambios para obtener los coeficientes de la curva que ajusta los puntos iniciales.

a=¢”
b=b

El problema es que la solucion que se obtenga para a y b no es exacta, es una
aproximacioén, asi que lo que se puede hacer es usar este método para que Newton
obtenga su solucién inicial (esto es cambiar la funcién obt min por la funcién de
linealizacién).




El cddigo del método para transformar un problema de ajuste no lineal en uno
lineal es el siguiente:

function z=linealizar(x,y,grado)
=length(y):

Iny=zeros(1,n);

for i=1:n

Iny{i)=log(y(i))}; 3%log es logaritmo neperiano

end
lineal=min_cuadrados (%, lny, grado) ;
A=lineal(l);

=lineal(2):

=exp (1) .”A;

z(1l)=a;

z(2)=b;

que como puede verse hace uso del método que calcula la recta que mejor se ajusta a -
una serie de puntos usando minimos cuadrados de forma lineal.




EJERCICIOS:

1.- Con la siguiente tabla de valores:
x |y
1 5.10
125 | 5.79
150 | 6.53

calcular la funcién exponencial que mejor se ajuste a ellos usando ¢l método de
Newton_Raphson, pero ahora tomando como aproximacion inicial la solucion
proporcionada por el método de linealizacion.

Solucidn:

1.- Definir las funciones fy g

function z=f (punto,x,y)
n=length(x) ;
a=punto (1) ;
b=puntoc(2);

z=0;
for i=1:n

z=z+a¥*exp(l) . (2*b*x (i) )~y (i) *exp (1) .~ (b*x{i));
end

function z=g(punto,x,y)
n=length (x) ;
a=punto(l);
b=punto(2);
z=0;
for i=1l:n
z= z+a.”2*x (i) *exp(1l) .~ (2*b*x (i) )~
a*y(i)*x(i)*exp(1l).”(b*x(i));
end

2.- Definir las derivadas parciales de fy g.

function z=fa (punto, x,y)
n=length(x) ;
a=punto(1l);
b=punto(2);

z=0;

for i=1:n
z=z+exp{l) .~ (2*b*x (i) );

end

function z=£fL (punto, x, V)
n=length(x) ;
a=punto (1) ;
b=punto (2);
z=0;
for i=1:n
z=z2+2%x (i) *a*exp(l) .~ (2*b*x (1) )-x (1) *y (i) *exp(l) .~ (b*x (1))
end




function z=ga (punto,x,y)
n=length(x);
a=punto(l);
b=punto(2);
z=0;
for i=1:n
z=z+2*a*x (i) *exp (1) .~ (2*b*x (i) ) -y (i) *x (i) *exp (1) .~ (b*x (i) };
end

function z=gb(punto,x,y)
n=length(x) ;
a=punto{l);
b=punto (2} ;
z=0;
for i=1l:n
z= z+2*%a."2*x (i) .~ 2*%exp(l) .~ (2*b*x (i) ) -
a*y (i) *x (i) ."2*exp(l) .~ (b*x(i)):
end

3.- Obtener la aproximacion inicial:

linealizar([1 1.25 1.501,[5.10 5.79 6.53,1) —> 3.1143 0.4943

4.- Obtener el resultado:

newton_raphson([3.1143;0.4943],10-3,20,[1 1.25 1.50],[5.10 5.79 6.53])

3.1186
0.4932

Luego la curva obtenida es:

y=13.1186 * ™4




2.- Con la siguiente tabla de valores:

y
0.003
0.06
03
1.3
27
121
542

AN

N ode U o O

obtener la funcién exponencial que mejor se ajuste a ellos usando el método de
Newton_Raphson, tomando como aproximacion inicial la solucion proporcionada por el
método de linealizacion.
Solucién:
1.- Obtener la aproximacion inicial:
linealizar({-3 -1 0 13 4 5],[0.003 0.06 0.3 1.3 27 121 542],1)

0.2842 1.5143

2.- Obtener el resultado:

newton_raphson([0.2842;1.5143],10°-3,20,[-3 -1 0 1 3 4 5],[0.003 0.06
0.3 1.3 27 121 542))

0.3005
1.4995

La funcion resultante es:

y =0.3005 * 49

3.- Comprobar con grafica

function y=grafica(x)
y=0.3005%exp (1) .~ (1.4995*x) ;

x1=-3:0.1:5; yl=grafica(x1); x2=[-3-10 13 4 5];
y2={0.003 0.06 0.3 1.3 27 121 542]; plot(x1,y1,x2,y2,'*r');




4.- Calculo del error.
cale_errvor([-3-1013 4 5]1,[0.003 0.06 0.3 1.3 27 121 542],'grafica’)

0.0016




3.- Con la siguiente tabla de valores:

x y
3 9
37 | 75
4 7
5 7
65 | 53
8 | 47
9 | 35
12 | 3
125 | 3

obtener la funcion exponencial que mejor se ajuste a ellos usando el método de
Newton_Raphson, tomando como aproximacion inicial la solucion proporcionada por el
método de linealizacién.

Solucién:
1.- Obtener la aproximacion inicial:
linealizar([33.7456.5891212.5),[9775753473.533],1)
11.6480 -0.1150

2.- Obtener el resultado:

newton_raphson([11.6480;-0.1150],10"-3,20,[3 3.7 4 5§ 6.5 8 9 12
125]1977.575.3473.533))

12.2066
-0.1224

La funcidn resultante es:

y =12.2066 * ¢ 2%

3.- Comprobar con gréfica

function y=grafica(x)
y=12.2066%*exp (1) .~ (-0.1224*x) ;

x1=2:0.1:14; yl=grafica(x1); x2=[33.74 5 6.5 89 12 12.5];
y2=[977.57534.73.5 3 3]; plot(x1,y1,x2,y2,"*r"),




4.- Calculo del error.
cale_error([33.74565891212.5],[977.575.34.73.53 3],'grafica’)

0.1273







Métodos de colocacion

Dado v € Y queremos encontrar un u € X tal que Lu = v, siendo L un operador
que transforma ciertos elementos del conjunto X en elementos del conjunto Y.
L:X ™ Y

Para resolver este problema necesitamos conocer:

- N elementos independientes del conjunto X, los cuales los vamos a

representar como:
<bLb2 .. .n>€X

Estos elementos nos permitiran obtener u de la siguiente forma:

N
u=y G*é; con ¢; desconocidos
=]
- N nodos o términos, los cuales se van a representar como:
{ tl’ tz, ELTIEY tN }

Con todo esto se obtiene v, el cual estd formado por N ecuaciones, teniendo las
ecuaciones la siguiente forma:

N
Vi)=Y a*$)*(@) Siendoij=12,..,N

Con este método se pueden resolver problemas lineales y problemas no lineales.

- Si el problema es lineal se obtendra: AC=b -+ C=A\b

&
- Si el problema es no lineal el resultado serd: F(C)=0 — C =

Cx

En ambos casos se obtendra un y resultante con la siguiente forma:
N
y= ) ci*é;
&=l
que es la funcién que se esta buscando.

La ventaja de este método es que permite resolver cualquier tipo de problema,
pero su inconveniente es que no se controla el error que hay entre la funcién obtenida y
Ia funcién real. El error depende de los elementos del conjunto X y de los nodos que se
elijan.




Aplicacién del método anterior a problemas de contorno lineales

Se parte de un problema del tipo:
Y =pO*y +q0*y+ry) | / =N
y(0)=0
y(1)=0
o [

el cual siempre se ha resuelto por disparo o por diferencias finitas. Ahora se trata de
transformarlo para resolverlo por colocacion.

Inicialmente se definen:

Ly=y"-pO*y -q®O*y Ly=r
;:H:Cc:[%):]]}: y(©0)=y(1)=0}
Dadar e Y, encontrary € X tal que Ly =r
Ahora se plantean N ecuaciones:
Ly (t)=r(t))
Ly (6) =1 (%)
Ly (tw) =1 (t)
Siendo:

N N N
Ly (t) = ; G* 7 -P@)* D 6 * M) -a) * Y it () =1 (t)
‘ ] =]

De forma matricial es lo siguiente:

C1 bl
i* & & ay * Ci = b;
CN by

3= ¢ (t) — p () * ¢’(4) — q(t)) * &(t)
b =1(t)
El método calcula lo que valen aji y bj en cada momento para rellenar con ellos

las matrices A y b; una vez estan rellenas el método calcula el vector C de la forma
C= A\b. Cuando se tiene C se tiene la funcion que se buscaba:

ye *h+te ¥+ ton*én




El cédigo del método es el siguiente:

function C=colocacion(p,q,r)

t=rellenar nodos;

N=length(t};

A=zeros(N,N);

B=zeros(N,1);

for j=1:N
ecuac=matriz ecuac(t(j)):
der_ecuac=matriz der ecuac(t(j)):
der2_ecuac=matriz der2 ecuac(t(j)):
for i=1:N

A(j,i)=der2_ecuac(i)-feval(p,t(j})*der_ecuac(i)-
feval(q,t(j}) *ecuac(i);

end
b(j,1l)=feval(r,t(j));

end

C=A\b;

Como puede verse, el método hace uso de una serie de funciones, cuyo cédigo
cambiara dependiendo del ejercicio que se esté realizando. Rellenar _nodos contiene los
nodos o términos que se hayan elegido, matriz ecuac es para las ecuaciones
independientes elegidas del conjunto X, matriz der ecuac almacena las primeras
derivadas de las ecuaciones de matriz_ecuac y por ultimo matriz der2_ecuac contiene
las derivadas segundas de las ecuaciones de matriz_ecuac.




EJERCICIOS:

1.- Con el siguiente problema de contorno:

Yy () =¢*y —4x’ *y—2nf * cos(2nt)
y(0)=0
y1)=0

Obtener una funcidén que aproxime y(t) usando el método de colocacion con:
a) tres ecuaciones y tres nodos
b) cuatro ecuaciones y cuatro nodos
c) cinco ecuaciones y cinco nodos

Comprobar el resultado con la solucion real sabiendo que y(t) = sen(2xt)

Solucion:

a)
1.- Elegir los tres nodos:

Los nodos pueden ser cualesquiera, yo los voy a elegir usando el método de
Chebyshev cuyo codigo es el siguiente:

function [x]J=cheb(n,a,b)

const=pi/f (2*(n-1)+2);

for k=1:n
d=(2*k-1)*const;
r({n+l-k)=cos (d);

end

x={((b-a)*x/2)+((b+a)/2)}:

function y=rellenar nodos
c=chaek{3,0,1);
y=c’;

2 - Elegir las tres ecuaciones:

Se puede elegir cualquier ecuacion que se anule en x =0 y en x = 1, como por
ejemplo:
h®)=t*(1-19
BO)=1*(1-1)
(O =(t-t)

function y=matriz ecuac(t)
y(1)=t*(1-t);
y{(2)=t."2*(1-t);
y(3)=(t-t.”2).72;




3.- Definir las derivadas (primera y segunda)

function y=matriz der ecuac(t)
y(1)=1-2*¢;

v(2)=2*t-3*t."2;
y(3)=2*t+4*L."3-6*t."2;

function y=matriz der2 ecuac(t)
y{1)=-2;

y(2)=2-6*t;

y{3)=12*t.~2-6+2; -

4.- Definir las funciones p, q y r sabiendo que:
p=t

q=—4n"
=—2nt* * cos(2nt)

function y=p(t)
y=t."2;

function y=q(t)
=—4*pi. "2;

function y=r(t)
y=-2*pi*t. 2*cos (2*pi*t);
5.- Ejecutar el método:
colocacion('p','q',r'
2.5392

-4.1449
-1.6095

Con este resultado se contruye la funcién y(t) la cual es:
y(t) = 2.5392t * (1 - 1) — 4.1449% * (1 - 1) - 1.6095 * (1 — £*)?

function y=grafica(t)
y=2.5392.% (L. *(1-t))~-4.1449.*(t."2.*(1-£))-1.6095.% ((t-t."2)."2);




6.- Comprobacion grafica:
x=0:0.001:1; yl=grafica(x); y2=sin(2*pi*x); plot(x,yl,.r.x.y2."g)

w———  colocacion

7.- Calculo del error:

Se ve en la grifica que el resultado no es muy bueno, que la aproximacion dista
bastante de la grifica original pero voy a obtener su error para tener un resultado
numérico. Para ello creo una nueva funcién que busque el maximo de diferencia entre
las dos funciones.

function error=error coloc(a,b, £,q)
error=0;
parte=abs { {a-b)/100});
X=a;
for i=1:101
real (i)=feval (f,x);
nueva (i)=feval (g, x);
dif=abs (real (i) -nueva(i));
if (dif>error)
error=dif;
end
x=x+parte;
end

ervor_coloe(0,1,7,'grafica’) ——p  0.8369
Siendo f la funci6n original:

function y=£(t)
y=sin{(2*pi*t);




b)
1.- Elegir los cuatro nodos:

function y=rellenar nodos
c=cheb (4,0,1);
y=c';

2.- Elegir la nueva ecuacion:

o =1 * (1 -1

function y=matriz ecuac(t)
y(l)=t*(1-t);
y(2)=t."2*(1-t);
y{3)=(t-t."2).72;
yl4y=t. 3% (1-t)."2;

3.- Aiiadir las derivadas de la nueva ecuacion

function y=matriz der ecuac(t)
y(1)=1-2*%t;

y(2)=2*t-3*t."2;
y(3)=2*t+4*t . "3-6*t."2;
Y{4)=3%t."2+5%L . " 4-8%E . 3;

function y=matriz der2 ecuac(t)
y(l)=-2;

y(2)=2-6%t;

yv(3)=12*t.*2-6+2;

V{4)=6%t+20*%C . "3-24%t "2;

4 - Ejecutar el método:

colocacion(p','q','r")
0.2297
0.4056
-0.0110
-3.3823

Con este resultado se contruye la nueva funcién y(t) la cual es:
y(t) =0.2297t * (1 — t) + 0.4568" * (1 — ) -0.0110 * (t — *)> - 3.3823¢ * (1 - t)’

function y=grafica/(t)
y=0.2297.* (£t.* (1-t))+0.4056.* (£."2.* (1-t))-0.0110.* { (t-t."2) .~2) -
3.3823.*%(t.”3.%(1-t).”2);




5.- Comprobacion grafica:

x=0:0.001:1; yl=grafica(x); y2=sin(2*pi*x); plot(x,yl, r' x,y2."g")

w—  cOlOCaciOn

6.- Calculo del error:
error_colec(0,1,'7,'grafica’) ——p» 10105

Como puede verse el error es mas grande que en el apartado anterior, quizas se
deba a que la nueva ecuacion incluida no sea muy adecuada.

c)
1.- Elegir los cuatro nodos:

function y=rellenar_ nodos
c=cheb (5,0,1);
y=c';

2.- Elegir la nueva ecuacién:

du(t)=t*(1 -1y’

function y=matriz ecuac(t)
y(l)=t*(1-t);
y(2)=t."2*(1-t);
y(3)=(t-t.”2).72;
y(4)=t.”3*%(1-t)."2;
y{S)=t*{1-t}."3;




3.- Aiiadir las derivadas de la nueva ecuacion

function y=matriz der ecuac(t)
y(1)=1-2%¢t;

Yy (2)=2%t-3%t . "2;

Y (3)=2%t+4%t . 3-6%t . 2;
y(4)=3%t."2+5%t."4-8%t."3;
YiS)=1-e%t+3*%t . "2-4*L " 3;

function y=matriz der2 ecuac(t)
y(1)=-2;

y(2)=2-6*t;

y(3)=12*t."2-6+2;
y{4)=6%t+20%t."3-24*t."2;
y{5)=—6+18%t-12%¢."2;

4.- Ejecutar el método:

colecacion(p','q','r’)
34.4862
-42.9084
-0.2829
-50.9543
-26.2570

Con este resultado se contruye la nueva funcién y(t) la cual es:

y(t) = 34.4562t * (1 — 1) — 42.9084¢” * (1 — 1) — 0.2829 * (1 — *)*— 50.9543¢> * (1 — 1)’ -
26.2570t * (1 —t)’

function y=grafica(t)

¥=34.4562.* (t.* (1-t))-42.9084.* (£.~2.* (1-t))-0.2829.* ( {t-t."2) .~2) -
50.9543.% (£.~3.%(1-t) .#2)-26.2570.* (t.* (1-t) .*3);

5.- Comprobacion grafica:

x=0:0.001:1; yl=grafica(x); y2=sin(2*pi*x); plot(x,y1,.r,x,y2,".g")

= real
smmmssss  colocacion




6.- Calculo del error:
error_colee(0,1,7,'grafica’) ——»  0.2471

Ahora si se obtiene un error mis pequefio, pero ain deberia mejorarse
incluyendo mas ecuaciones y mas nodos porque la grifica no estd todavia bien definida.




2.- Teniendo el siguiente problema de contorno:

V) =2y +y+6t—6t—t+ 1
y(-1)=2
y(1)=0

a) Obtener una funcion que aproxime y(t) usando el método de colocacion con la
cantidad de nodos y ecuaciones que se crean oportunos.
b) Comprobar el resultado con la solucién real sabiendo que y(f) =t - 1

Solucién:
a)

1.- Definir las funciones p, q y r sabiendo que:

oo

p=2
q=1
r=6t—6¢ -t +1

function y=p(t)

y=2;

function y=«(t)

y=1;

function y=r(t)

Yy=6*t-6%t. 2-t . 3+1;
2.- Elegir los nodos:

Igual que en el ejercicio anterior voy a usar el método de chebyshev para elegir
los nodos, puesto que este método proporciona nodos que son mas éptimos que los
nodos equidistantes. Voy a comenzar usando tres nodos.

function y=rellenar nodos
c=cheb(3,-1,1);

y=c'; Se toma -1y 1 porque el problema de contorno indica
que y(-1)=2yquey(1)=0

3.- Elegir ecuaciones:

Como he tomado tres nodos debo elegir tres ecuaciones, las cuales deben valer 2
en—-1[y(-1)=2]yO0enl[y(1)=0].

a)=1-t
G =-t*(1-1)
BO=r*(1-9

function y=matriz ecuac(t)
y{l)=(1-t):

y(2)=-t*(1-t);
y(3)=t."2*(1-t);




4.- Definir las derivadas (primera y segunda)

function y=matriz der ecuac(t)
y(1)=-1;

L y{(2)=-1+2*L;

- v{3)=2*t~-3*t."2;

function y=matriz der2 ecuac(t)
y(1)=0;

yi(2)=2;

y(3)=2-6*t;

5.- Ejecutar el método:

colecacion('p','y',r")
-1.0000
1.0000
-1.0000

Con este resultado se contruye la funcion y(t) 1a cual es:
yO)=-1*(1-)-1t* (1 -t)- 12 * (1 -ty

function y=grafica(t)
y==1l.%(1-t)+1.*(-t.*(1-t))-1.*(L.~2.*(1-t));

b)
1.- Comprobacion grifica:
x=-1:0.001:1; yl=grafica(x); y2=t.~3-1; plot(x,y2,.g' x,y1,.r)

mmemmes  colOCacion




2.- Calculo del ervor:

Es evidente que el resultado es muy bueno pero me voy a asegurar obteniendo el
€ITOr.

error_coloe(-1,1,'1,'grafica’) —p  2.2204 * 107
Siendo ahora f la funcidn:

function y=f(t)
y=t.~3-1;

3.- Conclusion:
Como en el enunciado del problema no se especifica el error que se debe obtener

lo voy a dejar aqui ya que me parece que el resultado es muy bueno y que no es
necesario incluirle mas ecuaciones al método.




3.- Con el problema de contorno:

Y ()=3y+2/C*y-6t+48/¢
y(1)=17
v(2)=12

obtener una funcidn que aproxime y(t) usando el método de colocacion con la cantidad
de nodos y ecuaciones que se crean oportunos y comprobar el resultado con la solucién
real sabiendo que es y(t) =t* + 16/t

Solucion:
1.- Definir las funciones p, q y r sabiendo que:

p=3
q=2/¢
r=-6t+48/¢

function y=p(t)
y=3;

function y=g(t)
y=2/t."2;

function y=r(t)
y=—-6*t+48/t."2;

2.- Elegir los nodos:

De nuevo voy a usar el método de chebyshev para elegir los nodos. En principio
voy a tomar un nico nodo que después iré incrementando.

function y=rellenar nodos
=cheb(1,1,2);

y=c’; Se toma 1 y 2 porque el problema de contorno indica
quey(1)= 17y que y(2) =12

3.- Elegir ecuaciones:

Debo elegir una ecuacion que valga 17 con x = 1 y que valga 12 con x = 2.

O =t+16/¢

function y=matriz ecuac(t)
y{l)=t."3+16/t."2;

4 - Definir las derivadas (primera y segunda)

function y=matriz der ecuac(t)
y(1)=3*t."2-32/t."3;

function y=matriz der2 ecuac(t)
y(1)=6*t+96/t."4;




5.- Ejecutar el método:

colecacion('p,'q'.'r")
0.4596

La funcién y(t):
y(t) = 0.4596 * (£ + 16 / )

function y=grafica(t)
y=0.4596.* (£."~3+16./t."2);

6.- Comprobacion grifica:

x=1:0.001:2; yl=grafica(x); y2=x.~2+16./x; plot(x,y2, g’ x,yl,.r)

s colocacion

7.- Calculo del error:

Es evidente que el resultado es muy bueno pero me voy a asegurar obteniendo el
€1Tor.

error_coloe(1,2,1,'grafica’) ——»  9.1868
Siendo ahora f la funcion:

function y=f(t)
y=t.”2+16/t;

Como el error es muy elevado voy a incluir una nueva ecuacion para ver si
mejora.

8.- Elegir nuevo nodo, nueva ecuacion y definir sus derivadas:

function y=rellenar nodos
=cheb(2,1,2);
y=c';




o) =10/t +7

function y=matriz ecuac(t)
y{1)=t."3+16/t."2;
v{21=10/t+7;

function y=matriz der ecuac(t)
y(1)=3*t.”2-32/t.73;
v{2)=-10/t."2;

function y=matriz der2 ecuac(t)
y(1)=6*t+96/t."4;

y(2}=20/t."3;

9.- Volver a ejecutar el método:

colocacion('p','q’,)r’
0.2189
0.7534
La funcion y(t):

y(t)=0.2189 * (£ + 16 / %) + 0.7534 * (10 / t +7)

function y=grafica(t)
y=0.2189.* (£.”3+16./t.72)+0.7534.%(10./t+7);

10.- Comprobacién grafica:

x=1:0.001:2; yl=grafica(x); y2=x.~2+16./x; plot(x,y2, g’ x,yl,'r)

s colocaciOn

11.- Célculo del error:

error_coloc(1,2,'7,'grafica’) ——p 0.4709

Como puede verse el error ha disminuido notablemente, pero voy a incluir una

nueva ecuacion para ver qué pasa.




12.- Elegir nuevo nodo, nueva ecuacion y definir sus derivadas:

function y=rellenar nodos
c=cheb(3,1,2);
y=c';

P(t)=2t+1+14/t

function y=matriz ecuac(t)
y{1)=t.~3+16/t."2;
¥v{2)=10/t+7;
Vi3i=2%t+1414/78;

function y=matriz der scuac(t)
y(1)=3*t.”2-32/t."3;
y(2)=-10/t."2;

v{3)=2-14/t.72;

function y=matriz derZ ecuac(t)
y(1)=6*t+96/t."4;

y(2)=20/t."3;

vi{31=28/t."3;

13.- Ejecutar el método:
colocacion('p,'q",
-0.6586
-5.8577
7.9244
La funcidn y(t):

y(t) =-0.6586 * (£ + 16/ ) — 5.8577 * (10/t +7) + 7.9244 * (2t + 1 + 14 /1)

function y=grafica(t)
y=0.2189.* (£t.”3+16./t.72)+0.7534.%(10./t+7);

14.- Comprobacion grafica:

x=1:0.001:2; yl=grafica(x); y2=x.~2+16./x; plot(x,y2,".g' x,y1,'r")

——  colocacion




15.- Calculo del error:
ervor_coloe(1,2,','grafica’) ——p 6.5977

El resultado ha empeorado al afiadir esta ecuacion, asi que voy a afiadir una mas.

16.- Elegir nuevo nodo, nueva ecuacion y definir sus derivadas:

function y=rellenar nodos
c=cheb(4,1,2);
y=c';

ba(t)=3t+8/+2/t+4

function y=matriz ecuac(t)
y{l)=t."3+16/t."2;
y{2)=10/t+7;
v(3)=2*%t+1+14/t;
V{4)=3*L4+8/t . "3+2/t+4;

function y=matriz der ecuac(t)
y(1)=3*t.”2-32/t."3;
y(2)=-10/t."2;

yi{3)=2-14/t."2;
y(4)=3-24/t.74-2/t."2;

function y=matriz der2 ecuac(t)
y(1)=6*t+96/t."4;

y(2)=20/t."3;

y(3)=28/t.”3;
y(4)=96/t.75+4/t."3;

17.- Ejecutar el método:
colocacion('p','q',r'
0.2049
-0.0125
0.9058
-0.1247

La funcién y(t):

y(t) =0.2049 * (£ + 16 / ) — 0.0125 * (10 / t +7) + 0.9058 * (2t + 1 + 14 /1)
—0.1247*(3t+ 8/ +2/t+4)

function y=grafica(t)
y=0.2049.* (£."3+16./t.”2)~-0.0125.* (10./t+7)+0.9058 . .* (2. *t+1+14./t) -
0.1247.*(3.*t+8./t."3+2./t+4);




18.- Comprobacién grifica;

x=1:0.001:2; yl=gragica(x), y2=x.~2+16./x; plot(x y2,".g' x,y1,'r}

mmal

—— cOlOCACION

19.- Calculo del error;

Lo(1,2)" 'grafica’)  ——p 0.4505

De nuevo se tiene un error pequefio, incluso un poco mas pequeiio gue el error
obtenido con las dos primeras ecuaciones, lo cual quiere decir que las ecuaciones y los
nodos elegides son adecuados. Si se quisiera obtener un error atin mas pequefio se
deberia seguir afiadiendo ecuaciones y nodos hasta obtener el error deseado.







Hasta ahora se han realizado diversos grificos para resolver los distintos
problemas y estos graficos siempre han sido en dos dimensiones. Pero a partir de ahora
se van a necesitar graficos en tres dimensiones, por lo que es conveniente hacer un
pequefio estudio de las distintas funciones y opciones que ofrece MATLAB para
realizar graficos 3D.

- Funcién meshe
o Codigo de ejemplo:
[X.Y] = meshgrid(-3:.125:3);
Z = peaks(X.Y);
meshe(X,Y,Z);
axis([-33-33-105))

o Grafico resultante:

5.4 -

B W -

- Funcién surfc
o Codigo de ejemplo:

[X.Y.Z] = peaks(30);
surfe(X,Y,Z)
colormap hsv ~=——— | Para elegir el estilo
axis([-3 3 -3 3 -10 5])

o Gréifico resultante:




Funcidn surfl

o Cédigo de ejemplo:

S —

[x.,y] = meshgrid(-3:1/8:3);

B e ey
:u rﬂp(e:l;i()_’y ) e | | sino que sea una superficie lisa. |
shading interp i
colormap(gray);

axis([-3 3 -3 3 -8 §])

e Colormap permite elegir el color del grafico. Ejemplos de colores:

Autumn: Tonos naranjas.
Cool: Tonos morados.
Copper:  Tonos marrones.
Gray: Tonos grises.

Hot: Rojos y amarillos.
Pink: Tonos rosados.
Summer: Tonos verdes.
Winter:  Azules y verdes.

Gréfico resultante:
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Funci6n sphere: Permite dibujar una espera.

o Cddigo de ejemplo:

Funcion contour: Permite dibujar el contorno de una superficie.
o Cddigo de ejemplo:
axis [X,Y] = meshgrid(-2:.2:2,-2:.2:3);
Z =X *exp(-X."2-Y."2);
contour(X,Y,Z,20)

o QGrifico resultante:




EJERCICIOS:
1.- Dibujar la funcién z=sen (x> + y?) siendo:  -1<x<1 y -1<y<l1
Solucién:

[x,y] = meshgrid(-1:.100:1),
z =sin(x."2+y.*2),

2.- Dibujar la funcién z = sen (x> + y?) + cos (x> + y?) siendo: -1 <x < 1 y -1<y<1
Solucién:

[x.y] = meshgrid(-1:.100:1),
z = sin(x./2+y. 2)+cos(x.2+y.~2),







En este apartado vamos a resolver ecuaciones con derivadas parciales, las cuales
seran de los siguientes tipos:

= Ecuaciones Parabélicas: Una ecuacion de este tipo es la ecuacion del calor,

la cual tiene la siguiente forma:
du of9%u  d%u
—=a —2+——-§' +...
ot ox* oy

A esta ecuacién hay que afladirle algunas condiciones iniciales y algunas
condiciones de contorno.

2 Eocuaciones: Hiperbolicas: Una ecuacién de este tipo es, por ejemplo, la
ecuacion de ondas, también llamada ecvacion de
1a cuerda vibrante, cuya forma es la siguiente:

d’u_d%u Lo N
atZ axz ayz

A esta ecuacion hay que afiadirle también algunas condiciones iniciales y
algunas condiciones de contorno.

®* Ecuaciones Elipticas: Son también llamadas ecuaciones de Laplace o de
Poison. Un ejemplo de ecuacion de este tipo es la
ecuacion del potencial. La forma de estas ecuaciones
es la siguiente:

Py, Pu_
62X2 ay2 o

A la ecuacion hay que afiadirie algunas condiciones de contorno. No
tiene condiciones inciales (como ocurre en los casos anteriores) porque la
ecuacion no depende del tiempo.

NOTA:

ou %

5_27+.5y7=_,, —>  Eslomismo que ux + iy




Ecuacién de Laplace (Poison) en un rectingulo

Dado un rectdngulo del tipo R = {a, b] x [c, d] se quiere resolver el signiente
problema (el cual se conoce como problema de Dirichlet):

f es una fuerza externa y cuando es cero se dice que el problema es de |
Laplace, mientras que si es distinta de cero se dice que el problema es de Poison.

i

/

Au = v + u = f{xy) (xy)eR
% =g(x,y) (X,y) € R | 3R esla frontera del rectinaulo

Lo que se debe resolver en este problema es el valor de u en el interior del
rectangulo.

De forma gréfica es lo siguiente:

u4 y A

#._1 Los valores de u son conocidos.

1 Los valores de u son desconocidos.

& Forma de resolver el problema:

Para resolver el problema es necesario realizar una malla al rectangulo para
calcular en cada punto el valor de u.

. h h=(b-a)/n
Y=Y0 - s¥m Y -
i+
_}'k k=(d-c)/m
.+

a b X X=Xg, ... , %




Para resolver este problema hay que hacer uso de la formula de segundo orden
para segundas derivadas.

= D20+ B) o

Teniendo en cuenta esta formula:

u(x; +h, ¥i)-2u(x;, y;)+u(x; -h, ;)
h2

U (X%, ¥3) = +0O(h?)
u(x;, Y; +k)‘2u(xis.Vj.)+u(Xian -k)

x +0(*)

Uy (X5, ¥;) =

Retomando el problema decir que lo que debemos calcular son los puntos
interiores del rectangulo los cuales se definen como:

wx;, y) = U i=0,...,n j=0,...,.m
Se tienen (n — 1) * (m — 1) incOgnitas.
Del problema se conoce:
W(Xo , ¥;) = &(%o, ¥j)
u(Xa , ;) = 80%a, ¥;)

u(x; , Yo} = g(xi, yo)
u(X; , yo) = g(%;, yo)

Ahora se debe discretizar Ia ecuacién u(x;, y;) para lo cual se va a utilizar su
aproximacion Uy, obteniéndose:

U

i+l.j

h2 K2 =f(x;,¥;)

Si se separan las incognitas de los datos conocidos y se colocan en forma de
mafrices se obtiene algo que mantiene Ia forma siguiente:

Con esto ya se puede calcular el resultado, quees U=A\b




Vamos a ver el contenido de las matrices suponiendo que se tiene un ejemplo
con seis incognitas y que las incognitas se enumeran de izquierda a derecha y de abajo a

arriba:
MATRIZ A
2mt-2 1K 0 142 0 0\
Rt 2m -l 0 0 1/k? 0
0 177 S, Y 0 0 /%2
1 0 0 om-2¢ 0 0
0 13 0 i - 0
\_ 0 0 1K 0 1 am -l )
MATRIZ U MATRIZ b
)
Ull (fn—Umth—Um/kz
UZ] fn : - Uzo / kz
Usy - Uy /b2 —Usp / K
Uiz fi2— U2 / % - U3 / K2
U22 fgz — U23 / kz
9 Usn J ng,z U/ hl ~-Uss/ kzj

& Cddigo general del método:

function laplacela,b,c,d,n,m}
h=(b-a}/n;

k={d-c)/m;
incog={{(n-1)*{m-1));

matriz_a=zeros{incog);

cont=1;

cont2=1;

for i=1:incog
matriz a({i,i})=-2/h."2-2/k."2;

end

for j=n:incog
matriz_alj,j-(n-1))=1/k."2;

matriz_a(j-(n-1),3)=1/k.*2;
end
for r=2:incog

rem calcula el resto de la division
realizada entre los dos valores dados.

o

resto=rem(cont, (n-1));
if (resto~=0) matriz a(r,r-1)=1/h."2;
end
cont=cont+1;
resto=rem{cont2, (n-1)):
if (resto~=0) matriz_a(r-1,r)=1/h.”2;
end
cont2=cont2+1;

end

%




matriz b=zeros(incogqg,1);
aux=1;
y=a;
for i=l:m-1
y=y+k;
x=a;
for j=1:n-1
x=x+h;
matriz b(aux)=der2x der2y(x,y}:
aux=aux+l;
end
end

x=a+h;

for i=1:n-1
matriz b(i)=matriz b(i)-arista abajo(x);
x=x+h;

end

x=a+h;

for i=incog-{(n-2):incog
matriz b{i)=matriz b(i)-arista arriba(x);
x=x+h;

end

y=a+k;

i=1;

while (i<=incogq)
matriz b(i)=matriz b(i)-arista izquierdaly);
i=i+n-1;
y=y+k:

end

y=at+k;

i=n-1;

while (i<=incog)
matriz_b(i)=matriz b(i)-arista_derecha(y);
i=i+n-1;
y=y+k;

end

matriz_u=matriz_a\matriz b;

¥dibuijo Y
z=zeros(n-1,m~-1};
mx=zeros{n-1,1};
my=zeros{(m-1,1};
indice=1;
y=c+k;
for i=l:m-1

my {i)=y;

=a+h;

for j=1:n-1

mx (§)=x; }. Dibuja la superficie resultante.

z(j,i)=matriz_u{indice);
indice=indice+l;
x=x+h;
end
y=y+k;
end

surfe (mx,my, z) ;
colormap {cool}; }




Como puede verse el método utilizada una seric de funciones gue deben
contener fos datos que se conocen del problema.

- der2x_der2y: » Es f{x,y) = ux + uyy . Es una funcién conocida y
representa una fuerza externa.

- artsta_abajo: » Es la funcion que define los valores conocidos de
la base del rectingulo.

- arnista_armnba: > Representa los valores que se conocen de 1a parte
alta del rectangulo.

- anista_izquierda: Esta funcién representa la arista izquierda del
rectangulo conocido.

-arista_derecha; ¥ Es la funcion que define los valores que se conocen
de la parte derecha del rectingulo.




EJERCICIOS:

1.- Con los siguientes datos:

d
m=4 {
c

y4

v

a=c=0

b=d=1

arista abajo: y=0 — uw(x,0)=x’
aristaarriba:y=1 ™ u(x,1)=x>+2x
arista izquierda: x=0 —» u(0,y)=0
aristaderecha: x=1 — wu(ly)=2y+1
f00y) = v+ Uy =2+0=2

a) Obtener lo que vale u en el interior.
b) Una vez obtenida la solucidn calcular el error sabiendo que la solucion real es:

u(x,y)=x*+ 2xy

Solucién:

1.- Definir las aristas conocidas del rectangulo:

function y=arista abajo(x)
y=x."2;

function y=arista arriba (x)
Y=X."2+2*x;

function y=arista izquierda (x)
y=0;

function y=arista derecha (x)
y=2*x+1;

2.- Definir la funcién f:

function z=der2x der2y(x,y)
z=2;




3.- Ejecutar el método:

matriz_u = laplace(0,1,0,1,4,4)

4.- Anotaciones:
Las matrices que ha creado el método para generar este grafico han sido:
MATRIZ A

@ 16 0 16 0 0
16 64 16 0 16 0
0 16 64 0 0 16
16 0 0 -64 16 0 16
0 16 0 16 64 16 0 16
0 0 16 0 16 64 0 0

LR ]
cC O OO

0 0 0 16 0 0 -64 16
0 0 0 0 16 0 16 64 16
Q 0 0 0 0 16 0 16 .y
MATRIZ b MATRIZ U
(" 1.9375) (" 0.0688 )
1.7500 20,0713
-0.0625 -0.0220
2.0000 -0.0830
2.0000 -0.0850
0 00205
1.4375 00532
0.7500 -0.0400
_-2.5625 \_ 0.0249 )




Por lo que los nueve puntos que ha dibujado el método son:

-0.0688 -0.0830 -0.0532
-0.0713 -0.0850 -0.0400
-0.0220 -0.0205 0.0249

5.- Calculo del error:

Para ello es necesario crear una funcién que calcule la diferencia existente entre
la solucion real y la solucion obtenida.

function error=error_laplace(a,b,c,d,n,m,matriz u}
incog=((n-1)*(m-1));

h=(b~-a)} /n;

k={(d-c) /m;

real=zeros(incoqg,1);
indice=1;
y=c+k;
for i=l:m-1
=a+h;
for j=1l:n-1
real (indice)=func r=zal(X,y);
z2(j,i)=real(indice);
indice=indice+1;
x=x+h;
end
y=yt+k:
end

error=0;

for i=l:incog
nuevo_error=abs (matriz u(i)-real(i));
if (nuevo_error>error) error=nuevo_error;
end

end

Ademas hay que definir la ecuacién real:

function z=func real (X,y)
Z=X . N 242%x*y;

Obtener el error:
_ A esta variable se le ha
error_laplace(0,1,0,1,4,4, matriz_u) au:mada a m (:laso3) .

1.6626




2.- Dados los siguientes datos:

arista abajo: y =0 —»  u(x,0)=x"+ 2x
aristaarriba: y=2""" u(x2)=x+2x-4
anista izquierda: x=0 —» u(0,y) =-y*
arista derecha: x=2 ~>  uy)=12-y?
f(xy) =ux+uy=6x-2

yi\
d

8
I
=N

C

4

0
2

ol

a=c
b=d

a) Obtener y dibujar u en el interior del rectangulo.
b) Comprobar el resultado con la ecuacion  u(x,y)=x" +2x-y*

Solucioén:

1.- Definir las aristas del rectangulo:

function y=arista abajo(x)
Y=x."342*x;

function y=arista arriba (x)
YV=x."34+2*x-4;

function y=arista izquierda(x)
y=-x."2;

function y=arista derecha (x)
y=12-x.72;
2.- Definir la funcion

function z=der2x der2y(x,y)
z=6*x-2;




3.- Ejecutar el método:

matriz_u = laplace(0,2,0,2,6,6)
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MATRIZU

(-0.1031)
-0.2308
-0.2868
-0.1623
0.2893
-0.2475
-0.4923
-0.6429
-0.5447
0.0024
-0.3450
-0.6259
-0.8034
-0.7094
-0.1298
-0.3956
-0.6405
-0.7911
-0.6929
-0.1457
-0.3994
05271
-0.5831
-0.4586
-0.0070
\_ Y,

4.- Definir la ecuacion final y calcular el error:

function z=func real(x,y)
Z=X . "3+2%x-y."2;

error_laplace(0,2,0,2,6,6 matriz_u) 7.5626




3.- A partir de los siguientes datos:

n=m=14

a=0

b=3

c=2

d=3

arista abajo: y = 2 u(x,2)=2x+ 8-3x°

——-’
aristaarriba:y=3 —»  u(x3)=3x+27-3%"
arista izquierda: x =0 __,  u(0.y) =y’
arista derecha: x=3 —> u(3y)=3y+y —729
f%,y) = U + Uyy = 60x° — 6y

a) Dibujar el valor de u en su interior:
b) Comprobar el resultado teniendo en cuenta que la solucion real es:
u(xy) =xy+y’ - 3%’

Solucion:

1.- Definir las aristas del rectdngulo:

function y=arista abajo (x)
y=2*x+8-3*x."5;

function y=arista arriba(x)
y=3*x+27-3*x,"5;

function y=arista izquierda(x)
V=X."3;

function y=arista_derecha (x)
y=3*x+x.73~729;

2.- Definir la funcién f:

function z=der2x der2y (X, y)
z2=60*x."3-6*y;




3.- Ejecutar el método:

matriz_u = faplace (0,3,2,3,14,14)

4.- Definir la ecuaci6n final y célcular el error:

function z=Ffunc real (x,Y)
Z=x*y+y."3-3*x . "5;

error_laplace(0,3,2,3,14,14,matriz_u)

460.1876




Ecuacion parabélica del calor o de difusion

La ecuacién que hay que resolver en este caso es la siguiente:
u =+ ug + f(x,0)
En esta ocasion se trata de averiguar la temperatura de una barra en cualquier
instante de tiempo. Inicialmente (t = 0) se conoce la temperatura de la barra para

cualquier punto de esta (cualquier valor de x), pero en cualquier otro momento sélo se
conoce la temperatura de la barra en los extremos de esta.

u(0,%) 4 u(t, X

WA

l I » X I l » X

h b h b
u(t, a) =hl()

X € [a, bl» u(0,x) =g(x) t>
u(t, b) =h2(9
- J A iy
' ¥
Temperatura inicial de la barra Temperatura en los extremos

& Forma de resolver el problema:

Partimos de un grafico que muestra lo que vale cualquier punto de x a lo largo
del tiempo:

k=(-a)/n
h es un valor fijo

xi=a+j*k j=0,1,..,0
a b x

E7% Los valores de u son conocidos.

—— Los valores de u son desconocidos.




Para resolver este problema hay que hacer uso de la férmula de la derivada:

_ fix, +h)-fix, -h)
£ (x0) o

+O(@*)

Pero para que se pueda resolver el problema de forma ficil (sin utilizar la etapa
de tiempo siguiente ya que no se conoce) es necesario plantear esta ecuacion de la
siguiente forma:

P(x0)=

-f{x, -l:+ﬂX0)+O(h)

Teniendo en cuenta esta formula se obtiene:

u(X;t)_u(X;t-h)+O(h)=cz *U(X+k;t)'ZU(X;t)+U(X‘k;t)
h

2 +0(k*) +1(x, 1)

Datos que se conocen a cerca del problema:

f(x,0)
u(a, t) = hy(t;) o
u(x, 0) = g(x;)

Abhora se debe discretizar la ecuacién u(x;, t;) para lo cual se va a utilizar su
aproximacioén U, obteniéndose:

Ui,j 'Ui-l.j . 3 Ui,j+1 '2Ui,j +Ui,j-

h k2

1
=ﬁxi,tj)

Para resolver el problema se van a clasificar las incégnitas en etapas de tal forma
que:

Uy,
Uy,j
wi=| ..
Un-l,j



& Existen tres métodos para resolver este problema:

= Método progresivo. Utiliza la formula:

P(Xo) = ﬁxo +llll) ‘ﬁxo) -h.f'(ﬂ)

= Meétodo regresivo. Utiliza la férmula:

f’(Xo) — Kxo)_]f(xo -h) +h.f'(;l—)

# Meétodo de Crank Nicolson. Utiliza la férmula:

£(xg) = f(x, +h)—2§’:o)+ﬂxo -h)

+O(h*)

Seguidamente se pasa a codificar cada uno de los métodos mencionados.




Ecuacién parabélica del calor usando método progresivo

La ecuacién que se debe resolver es la siguiente:

u(x;;ty,,)-u(x;; t;)
h

2 u(xi+l;tj)'2u(xi;tj)+u(xi.];tj)

w +O(k2)+ﬂxi’tj)

—k*u,(x,p;)=c

Si llamamos A al coeficiente de estabilidad, que es ¢® * h / k%, nos queda:
Uijn — Uij= MUinj — 2U;j+ Ui g] +h * f

Despejando U;;.,; se obtiene:
Uijn =AU + (1 - 20)Ui;+ AU +h *

El problema planteado de forma vectorial queda de la siguiente forma:
Uy, jn
Uy j

Wia=| . |=| a [*] w |+ b
Upy, j+1

A
/1- 2A A 0 0 0 0 0\
A 1-2A A 0 0 0 0
0 A 1-2A A 0 0 0
0 0 0 0 0 A 0
0 0 0 0 A 1-2A A
K 0 0 0 0 0 A 1- Zy
W; b
Ui hfy; - Ahy(t)
Uzj hf2
et hfa1;- Aha(t)

El resultado se obtiene a partir de la ecuacién: Wj:; = A * W;+ b; cuyo error es
del orden O(k + h?).




Este método es bastante malo y se le llama condicionalmente estable. Para que el
método sea estable A debe ser menor que )%, de tal forma que si se utiliza ¢ = 1,
entonces h/k? < ¥ o lo que es lo mismo h < k%2. Esto indica que para que el método sea
estable, h debe ser mucho menor que k, por lo que es necesario trabajar con dos escalas
distintas, lo cual no es conveniente.

& Cadigo general del método:

function matriz_a=progresivo(a,b,n,h,c,tf)
k=(b-a) /n; %n -- n° particiones de x. k -- distancia de x a x
landa=c.”2*h/k.”2; %h -- distancia entre las etapas
num_etap=tf/h; %$tf -- tiempo final, de la tltima etapa
incog=(n-1);
matriz_a=zeros (incog);
for i=1l:incog

matriz a(i,i)=1-2*landa;
end
for r=2:incog

matriz_a(r,r-1)=landa;

matriz_a(r-1,r)=landa;

end
pos_x=atk; %pos_x -- valor de x que se utiliza
ind=1; %ind -- indice de x

while (ind<=incog)
wl (ind)=base (pos_x);
ind=ind+1;
pos_x=pos_x+k;
end
for etapa=1l:num _etap %etapa -- indice para las etapas
pos_x=a+tk; ind=1;
while (ind<=incoq)
w_real (ind) =func(pos_x, etapa*h) ;

if (ind==1)
bl (ind)=h*der_f£ (pos_x,etapa*h-h)-landa*izquierda (etapa*h-h);
else

if (ind==(n-1))
bl(ind)=h*de;_f(pos_x,etapa*h—h)—landa*dezecha(etapa*h-h);
else
bl (ind)=h*der_f£ (pos_x,etapa*h-h);
end
end
pos_x=pos_x+k;
ind=ind+1;

end

invb=bl’'; ]
invw=wl"'; error calcula la diferencia entre la solucién |
w2=matriz_a*invw+invb; real (w_real) y la solucién obtenida por el |
w_real método (w1) §
wl=w2"' !

error=norm(w_real-wl)
end

|




Como puede observarse, el método utiliza otras funciones que proporcionan los
datos que se conocen del problema. Estas funciones son:

der f — fixt)
base —> g(x)
izquierda -» u(a_t)
derecha — u(b,t)

También utiliza la funcién func, que contiene la funcion original para comparar
la solucién que proporciona el método con la solucién real.



EJERCICIOS:

1.- Resolver el problema para t = 0.002, t = 0.004, t = 0.006, t = 0.008 y t = 0.010
conociendo los siguientes datos:

a=0

b=0.5

n=5

c=1

u(x,0) =2x
u(0,0)=0
u(l,)=*+1.25
fix,f) = 2tx* — 2t

Comprobar el resultado sabiendo que la solucién exacta se rige por la ecuacién:
u(x,t) =t + 2x

Solucién:

1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der f£(x,t)
y=2*t*x "2-2*t;

function y=hase (x)
y=2*x;

function y=izquierda (t)
y=0;

function y=derecha(t)
y=t.”*2+1.25;

2.- Definir la funcion original:

function y=func(x,t)
y=t."2*x "2+42*x;

3.- Calcular el resultado:

k=(05-0)/5=0.1
h=t; - t,=0.002 Como h es menor que k, h es vilido

progresive(0,0.5,5,0.002,1,0.010)

w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
wl= 0.2000 0.4000 0.6000 0.3500
error = 0.4500

w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
wl= 0.2000 0.4000 0.5100 0.0800
error= (.7256




w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
wl= 02000 0.3820 0.4020 -0.1000
error= 09217

w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
wl= 0.1964 0.3496 02976 -0.2296
error= 1.0743

w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
wl= 0.1878 0.3086 0.2026 -0.3282

error= 1.1998
matriz_a=
0.6000 0.2000 0 0 0
0.2000 0.6000 0.2000 0 0
0 0.2000 0.6000 0.2000 0
0 0 0.2000 0.6000 0.2000
0 0 0 0.2000 0.6000

4.- Lectura del resultado:

Como k = 0.1, por lo que la diferencia entre cada x es 0.1.

S -

0.6000 [0.3500 §0.2000 |[0.4000 |0.6000 |[0.8000
0.4500

2000 |0.4000 [0.5100 [0.0800 J0.2000 [0.4000 [0.6000 [0.8000
0.7256

2000 [0.3820 [0.4020 [-0.1000 J0.2000 [0.4000 [0.6000 [0.8000
0.9217

1964 10.3496 [0.2976 [-0.2296 J0.2000 [0.4000 [0.6000 [0.8000
1.0743

1878 [0.3086 |0.2026 |-0.3282 ]0.2000 |0.4000 [0.6000 [0.8000
1.1998




2.- Obtener u(x, t) en t =0.005 conociendo los siguientes datos:

a=0

b=1

n=3
h=0.0005
c=0.25
u(x,0) = 2x*
u(0,t)=-t
u(l,t)=2
fixt)=x-3

Comprobar el resultado sabiendo que la soluclon exacta se rige por la ecuacion:
u(x,t) =2x> + tx - t

Solucién:
1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der f£(x,t)
y=x-3;

function y=base (x)
y=2*x."2;

function y=izquierda(t)
y=-t;

function y=derecha (t)
y=2;

2.- Definir la funcién original:

function y=func(x,t)
y=2*x."2+t*x-t;

3.- Calcular el resultado:
progresivo(0,1,3,0.0005,0.25,0.005)

matriz a=

0.9994  0.0003
0.0003  0.9994

La solucion final es:
xl 0.3333
wl= - .\.
error= 0.6524 x2 = 0.6666

No muestro todas las etapas porque son demasiadas.




Ecuacién parabdlica del calor usando método regresivo

Este método surge para solucionar el problema de la inestabilidad del método
anterior.

Ecuacidn a resolver:

u(xi;t_m)"u(xi;tj)
h

24 U(X;y5 ) - 20(X;5 t5,) Fulxg,s ty,)
k2

+k*uu(xi,ﬁj)=c

+O(k?) +f(x;, t;,,)
A, como en el caso anterior, equivale a: *h/K2
Discretizando se obtiene:

Uij+1 — Uij = MUisrj+1 — 2Uijn + Ui ju] +h * i

El problema planteado de forma vectorial queda de la siguiente forma:

A
/l+ 2A -A 0 0 0 0 0\
-A 1+2A -A 0 0 0 0
0 -A 1+2A -A 0 0 0
0 0 0 0 0 -A 0
0 0 0 0 -A 1+2A -A
\ 0 0 0 0 0 -A 1+ y
Wit W; b;
Uy ja Uy, hfjj41 - A (t+1)
Uz, jH Uz,j hfz,jﬂ
Up, j+1 Up-1 hfy 1541 - Aho(ti

El resultado se obtiene a partir de la ecuacion: W1 = A(Wj + by) y el error es
del orden O(h + k?).

Este método tiene como inconveniente que necesita mas calculos que el método
anterior y es mas complejo, pero tiene como ventaja que es estable.



& Cédigo del método:

function matriz_a=regresivec(a,b,n,h,c, ,tf)' - T : .
k=(b-a)/n; %n -- n° particiones de x. k —— distancia de x a x
landa=c.~2*h /K. ~2; 3h -- distancia entre las etapas
num_etap=tf/h; $tf -- tiempo final, de la Gltima etapa
incog=(n-1);
matriz a=zeros(incog):; N
for i=l:incog
matriz a(i,i)=1+2*1landa;
end \ matriz &
for r=2:incog
matriz_a(r,r-1)=-landa;

matriz_a(r-1,r)=-landa; ;
end .
pos_x=a+k; ind=1; %pos_x -- |valor de x que se utiliza
while (ind<=incog)

wl(ind)=base(pos_x); w inicial

ind=ind+1;
pos_x=pos_x+k;
end j
for etapa=l:num etap %etapa -- indice para las etapas
pos_x=a+tk; ind=1;
while (ind<=incog)
w_real (ind) =func(pos_x, etapa*h);
if (ind==1) %si es el primer x
bl (ind)=h*der_ £ (pos_x, etapa*h)+landa*izquierda (etapa*h);
else
if (ind==(n-1)) %si es el Gltimo x
bl (ind)=h*der_f£ (pos_x, etapa*h)+landa*derecha (etapa*h);
else
bl (ind)=h*der_f£ (pos_x, etapa*h) ;
end
end
pos_x=pos_x+k;
ind=ind+1;
end
invb=bl"';
invw=wl'; error calcula la diferencia entre la solucion
w2=matriz_a\ (invw+invb); real (w_real) y la solucién obtenida por el
w_real método (wl)
wl=w2'
error=norm(w_real-wl) _.
end

Como puede observarse, el método utiliza otras funciones que proporcionan los

datos que se conocen del problema. Estas funciones son:

der f — fix,t)
base " g(x)
izquierda -» u(at)
derecha " u(b,t)

También utiliza la funcién func, que contiene la funcién original para poder

obtener el error.




EJERCICIOS:

1.- Resolver el problema para t = 0.002, t = 0.004, t = 0.006, t = 0.008 y t = 0.010
conociendo los siguientes datos:

a=0

b=0.5

n=35

h=0.002

c=1

u(x,0) = 2x
u(0,)=0
w(l,)=+125
fix,f) = 2tx*> — 2t

Comprobear el resultado sabiendo que la solucién exacta se rige por la ecuacién:
u(x,t) = 5%+ 2x
Solucién:

1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der_ f(x,t)
y=2*%t*x, "2-2*t;

function y=hase (x)
y=2*x;

function y=izquierda(t)
y=0;

function y=derecha (t)
y=t.*2+1.25;

2.- Definir la funci6n original:

function y=func(x,t)
y=t."2*x.*242*x;

3.- Calcular el resultado:
regresivo (0,0.5,5,0.002,1,0.010)

w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
wl= 0.2001 0.4008 0.6053 0.8365
error= (0.0369

w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
wl= 0.2004 0.4025 0.6133 0.8637
error = (0.0651




w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
wl= 0.2010 0.4051 0.6223 0.8844
error= (.0874

w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
wl= 0.2020 0.4084 0.6315 0.9005
error= 0.1056

w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
wl= 02031 04122 0.6404 0.9133

error= (0.1209
matriz_a =
1.4000 -0.2000 0 0 0
-0.2000 1.4000 -0.2000 0 0
0 -0.2000 1.4000 -0.2000 0
0 0 -0.2000 1.4000 -0.2000
0 0 0 -0.2000 1.4000

4.- Lectura del resultado:

Como k = 0.1, por lo que la diferencia entre cada x es 0.1.

0.6053

0.0369

102004 J0.4025 [0.6133 [0.8637 0.2000 [0.4000 [0.6000 |0.8000

0.0651

10.2010 [0.4051 [0.6223 [0.8844 [0.2000 [0.4000 [0.6000 [0.8000

0.0874

0.2020 [0.4084 [0.6315 [0.9005 J0.2000 [0.4000 [0.6000 [0.8000

0.1056

02031 [0.4122 [0.6404 [0.9133 J0.2000 [0.4000 [0.6000 [0.8000

0.1209

Con este ejemplo se puede comprobar que este método es mejor que el método
progresivo ya que para cada una de las etapas se observa que el error es menor.




2.- Obtener el resultado en t = 0.05 conociendo los siguientes datos:

a=0

b=1

n=>5
c=1
u(x,0) = -x*
u0,t) =t

u(l,)=+2t-1
fix,t) =3¢ + 2x + 6x

Comprobar el resultado sabiendo que la solucién exacta se rige por la ecuacién:
ux,t) =t +2tx - x>

Solucién:
1.- Decidir el valor de h.

Como unicamente es necesario obtener el resultado en t = 0.05 se podria usar un
h = 0.05, pero es mejor usar un h més pequefio para que el método realice etapas
intermedias y asi obtener un error mas pequefio. Voy a usar un h = 0.01

2.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der f£(x,t)
y=3*t."242*x+6*x;

function y=base (x)
y=-x."3;

function y=izquierda(t)
y=t.”3;

function y=derecha (t)
y=t. 3+2*t-1;

3.- Definir la funci6n original:

function y=funec(x,t)
y=t . "3+2*t*x-x.3;

4.- Calcular el resultado:
regresivo(0,1,5,0.01,1,0.05)

w_real= -0.0040 -0.0560 -0.2040 -0.4960
wl= -0.0040 -0.0560 -0.2040 -0.4960
error= 3.5968¢-006

w_real= 0.0000 -0.0480 -0.1920 -0.4800
wl= 0.0000 -0.0480 -0.1920 -0.4800
error = 1.2250e-005




w_real= 0.0040 -0.0400 -0.1800 -0.4640
wl= 0.0040 -0.0400 -0.1800 -0.4640
error= 2.5495e-005

w_real= 0.0081 -0.0319 -0.1679 -0.4479
wl= 0.0081 -0.0319 -0.1679 -0.4479
error = 4.2922¢-005

w_real= 0.0121 -0.0239 -0.1559 -0.4319
wl= 0.0122 -0.0238 -0.1558 -0.4318
error= 6.4161e-005

matriz_a =
1500 -0.2500 0 0
-0.2500 1500 -0.2500 0
0 -0.2500 1500 -0.2500
0 0 -0.2500 1500

5.- Lectura del resultado:

Comoa=0,b=1,n=5yk=(b—a)/n k=0.2, por lo que la diferencia entre
cadaxes 0.2

0.000003.5968

0.0000 |-0.0480 |-0.1920 [-0.4800 J0.0000 [-0.0480 [-0.1920 [-0.4800
0.000012250

0.0040 |-0.0400 |-0.1800 [-0.4640 J0.0040 [-0.0400 [-0.1800 [-0.4640
| 0.000025495

110.0081 [-0.0319 [-0.1679 [0.4479 J0.0081 [-0.0319 [-0.1679 [0.4479
0.000042922

J0.0122 [-0.0238 [-0.1558 [-0.4318 J0.0121 ]-0.0239 [-0.1559 [-0.4319
0.000064161




Ecuacién parabélica del calor usando el método de Crank Nicolson

Este método intenta mejorar el funcionamiento de los dos métodos anteriores,
utilizando lo bueno de cada uno de ellos; para conseguirlo el método utiliza la suma de
las ecuaciones de los mismos.

2/h * (Uijn — Uyy) = M2 * [Uingj — 2U3; + Uiyl + M2 * [Uiaju — 20550 + Uigjal +
+W2*[fy ] =
=-M2 * Ui + (1 + A) * Ujju - M2 * Upyju + A2 * Uiy +
(A +2) * Ui+ A2 * Ui+ 02 * [f + fi54]

Para poder resolverlo se va a descomponer en vectores, al igual que en los
métodos anteriores. Los vectores y matrices necesarios son los siguientes:

A |* W |=| B |*| w [+] b
A
fl+ A A2 0 0 0 0 0\
A2 1+A A2 0 0 0 0
0 A2 1+A A2 0 0 0
0 0 0 0 0 A2 0
0 0 0 0 A2 1+A A2
K 0 0 0 0 0 A2 1 +y
/l— -A A2 0 0 0 0 0\
A2 1-A A2 0 0 0 0
0 A2 1-A A2 0 0 0
0 0 0 0 0 A2 0
0 0 0 0 A2 1-A A2
\ 0 0 0 0 0 A2 1- y
Wi+ W; b;
Uy jn Uy, h/2 * [fi5 + fin] + M2 * [hy(t) + ()]
h/2 * [f2; + fa5u]

Uz, i1 Uy

Upn,j+1 Up1 b2 * [0+ fh1541] + A2 * [ha(ti41) + ho(t)



El resultado se obtiene a partir de la ecuaciéon: Wj1 = A(BW; + b;) y el error es
del orden O(h* + k7).

Este método es también un método estable (al igual que el método anterior),
pero tiene como ventaja que permite utilizar la misma escala (de tiempo y de posicion).

& Cédigo del método:

function micolson(a,b,n,h,c, ,tf)
k= (b-a) /n; %n -- n° particiones de x. k -- distancia de x a x
landa=c.”2%h/ K. ~2; $h -- distancia entre las etapas
num_etap=tf/h; %tf -- tiempo final, de la tltima etapa
incog=(n-1); N
matriz_a=zeros (incog) ;
for i=l:incog

matriz_a(i,i)=1+landa; >
end
for r=2:incog matriz A

matriz_a(r,r-1)=-landa/2; J

matriz _a(r-1,r)=-landa/2;
end
matriz_b=zeros (incog);
for i=l:incog

matriz b(i,i)=1-landa;
end > matriz B
for r=2:incog

matriz b(r,r-1)=landa/2;

matriz_b(r-1,r)=landa/2;
end
pos_x=atk; %pos x —-- valor dexX que se utiliza
ind=1; %ind -- indice de x
while (ind<=incog)

wl (ind)=base (pos_x); ~ w inicial

ind=ind+1;

pos_x=pos_x+k; )
end
for etapa=l:num etap %etapa -- indice para las etapas

pos_x=a+tk; ind=1;

while (ind<=incog)

w_real (ind)=func (pos_x, etapa*h);
if (ind==1)
bl (ind)=h/2* (dex_f£ (pos_x,etapa*h-h)+ dexr_f(pos_x,etapa*h))+
landa/2*izquierda (etapa*h)+landa*izquierda (etapa*h-h);

else
if (ind==(n-1))
bl (ind)=h/2* (der_£ (pos_x,etapa*h-h)+der_£ (pos_x,etapa*h))+
landa/2*derecha (etapa*h)+landa/2*derecha (etapa*h-h) ;
else
bl (ind)=h/2* (der_f (pos_x,etapa*h-h)+der f (pos_x,etapa*h));
end
end
pos_x=pos_x+k;
ind=ind+1;
end




i;‘::jsi: ’ error calcula la diferencia entre la solucién
w2=matriz a\(matriz_b*invw+invb); :aletoflv:—(rvﬁl)) y Ia solucién obtenida por el
w_real
wl=w2' et
error=norm(w_real-wl)

end

matriz a, matriz b

El método utiliza las mismas funciones que utilizan los dos métodos anteriores.
Estas funciones son:

der f —» f(xf)
base " g(x)

izquierda -» u(a,t)

derecha > u(b,f)

func —> funcién original




EJERCICIOS:

1.- Resolver el problema para t = 0.002, t = 0.004, t = 0.006, t = 0.008 y t = 0.010
conociendo los siguientes datos:

a=0

b=0.5

n=35

h=0.002

c=1

u(x,0) =2x
u(0,t)=0
w(l,)=+125
fix,t) = 2tx* — 2t

Comprobar el resultado sabiendo que la solucién exacta se rige por la ecuacion:
u(x,t) = x> + 2x
Solucién:

1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der f(x,t)
y=2*t*x, " "2-2*t;

function y=base (x)
y=2%x;

function y=izquierda (t)
y=0;

function y=derecha(t)
y=t.”2+1.25;

2.- Definir la funcion original:

function y=func(x,t)
y=t."2*x."2+2*x;

3.- Calcular el resultado:
micolson (0,0.5,5,0.002,1,0.010)

w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
wl= 02000 0.4003 0.6035 0.8420
error = 0.0421

w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
wl= 0.2002 0.4015 0.6119 0.8709
error = 0.0719




w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
wl= 0.2006 0.4039 0.6219 0.8918
error= 0.0944

w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
wl= 0.2013 0.4073 0.6322 0.9074
error= 0.1123

w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
wl= 02024 04113 0.6419 09194

error= 0.1271
matriz_a =
1.2000 -0.1000 0 0 0
-0.1000 1.2000 -0.1000 0 0
0 -0.1000 1.2000 -0.1000 0
0 0 -0.1000 1.2000 -0.1000
0 0 0 -0.1000 1.2000
matriz b =
0.8000 0.1000 0 0 0
0.1000 0.8000 0.1000 0 0
0 0.1000 0.8000 0.1000 0
0 0 0.1000 0.8000 0.1000
0 0 0 0.1000 0.8000

4.- Lectura del resultado:

Como k = 0.1, por lo que la diferencia entre cada x es 0.1.

4:%“ Herla o R reliens
3 10.6035

? Bt e

0.400 T0.8420 ]0.2000
0.0421
0.2002 [0.4015 [0.6119 [0.8709 J0.2000 [0.4000 [0.6000 [0.8000
! 0.0719

0.2006 [0.4039 [0.6219 [0.8918 J0.2000 [0.4000 [0.6000 [0.8000
; 0.0944

810.2013 [0.4073 [0.6322 [0.9074 J0.2000 [0.4000 [0.6000 |0.8000
0.1123

0.2024 [0.4113 |0.6419 [0.9194 J0.2000 [0.4000 [0.6000 [0.8000

0.1271

En este caso el error es muy parecido al del método anterior (esto se debe a que
ambos son estables), la diferencia entre ambos radica en que en este método no hay que
restringir h a un valor mucho menor que k.




2.- Resolver el problema para t = 0.5 conociendo los siguientes datos:
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fix,t) =-2t— 6x

Mostrar el resultado para cada una de las etapas que genera el método y
comprobarlo sabiendo que la solucién exacta es:

u(x,t)=x>+2x -t
Solucién:

1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der f£(x,t)
y=—2*t-6*x;

function y=base (X)
y=X."34+2*x;

function y=izquierda (t)
y=—t."2;

function y=derecha(t)
y=1.125-t."2;

2.- Definir la funcién original:

function y=func(x,t)
Y=X."3+2*x-t.*2;

3.- Calcular el resultado:
nicolson(0,0.5,5,0.1,1,0,0.5)

w_real= 0.1910 0.3980 0.6170 0.8540
wl= 0.1910 0.3980 0.6170 0.8540
error= 4.2367e-005

w_real= 0.1610 0.3680 0.5870 0.8240
wl= 0.1547 0.3641 0.5848 0.8230
error = (0.0078

w_real= 0.1110 0.3180 0.5370 0.7740
wl= 0.0896 0.3035 0.5281 0.7698
error= 0.0276



w_real= 0.0410 0.2480 0.4670 0.7040
wl= -0.0030 0.2172 0.4475 0.6945
error= 0.0579

w_real= -0.0490 0.1580 0.3770 0.6140
wl= -0.1239 0.1048 0.3429 0.5974

error=0.0994
matriz_a =
11.0000 -5.0000 0 0 0
-5.0000 11.0000 -5.0000 0 0
0 -5.0000 11.0000 -5.0000 0
0 0 -5.0000 11.0000 -5.0000
0 0 0 -5.0000 11.0000
matriz_b =
-9.0000 5.0000 0 0 0
5.0000 -9.0000 5.0000 0 0
0 5.0000 -9.0000 5.0000 0
0 0 5.0000 -9.0000 5.0000
0 0 0 5.0000 -9.0000

4.- Lectura del resultado:

0.1910 10.3980 10.6170 |0.8540 j0.1910 [0.3980 |0.6170
0.000042367

0.1547 [0.3641 0.5848 |0.8230 §0.1610 [0.3680 |[0.5870 [0.8240
0.0078

0.0896 [0.3035 |0.5281 [0.7698 0.1110 [0.3180 |0.5370 [0.7740
0.0276

-0.0030 [0.2172 |0.4475 [0.6945 §0.0410 [0.2480 [0.4670 |0.7040
0.0579

-0.1239 | 0.1048 | 0.3429 | 0.5974 |-0.0490 | 0.1580 | 0.3770 | 0.6140
0.0994




Ecuacién de ondas

La ecuacion a resolver es:

u=c’+un + fix,)

Se trata de averiguar cémo se comporta una onda a lo largo del tiempo, sabiendo
el comportamiento inicial de la misma, velocidad que se le aplica inicialmente y el
comportamiento de la onda en los extremos de la misma para cualquier instante de
tiempo.
u(x,0) 4 u(x, 0?

g(x) g

o
v—
v
ar—t
v—

& Forma de resolver el problema:

Partimos de un grifico que nuestra cé6mo se divide el espacio en el que se
representa la onda a lo largo del tiempo:

ts

k=(-a)/n
h es un valor fijo

x;=a+j*k j=0,1,..,0
a b x

i3  Losvalores de u son conocidos.
=== Los valores de u son desconocidos.

Datos que se conocen acerca del problema:

f(x.t)

u(a, t) =hy(t)
u(b, t) = ho(t)
u(x, 0) = g(x;)
u(x, etapal)




La ecuacion a resolver discretizada es la siguiente:

U; 0 -2U;;+U, e Ui,;i-2U,;+U;, 5,

h? k2 +ﬂxi’ tj)

Esta ecuacién tiene un error del orden O(h? + k?), por lo que el método es bueno.

A va a seguir siendo el coeficiente de estabilidad, pero en este caso se va a
calcular como c * h/k.

Para resolver este método de forma sencilla es conveniente conocer inicialmente

las dos primeras etapas, ya que a partir de ambas se pueden calcular las demas de la
siguiente forma:

U;J+1=7L2*Ui.13 (2-2X2)*Ui‘i+).2*Ui+1j-UiJ-1+h2*fij

El problema planteado de forma vectorial queda de la siguiente forma:

Uy, ju
Uz, j+1
Win=| -~ [=| A& [*| W |-] W |+]| b
Un—l, jHl
A
6(1 % T & 0 0 0 0 0 \
A2 21-2) A2 0 0 0 0
0 A2 2(1-23) a2 0 0 0
0 0 0 0 0 22 0
0 0 0 0 A2 20-23) A2
\ 0 0 0 0 0 A2 20- 7@)
W; Wi b;
Uy, Ui b’ * i+ A% * ()
U j Uzja h? * f;
Un, Un1ja b * 15+ A7 * hao(t;)

El resultado se obtiene a partir de la ecuacion: Wj:1 = A * Wj— Wy + b;.




& Cddigo del método:

function ondas(a,b,n,h,c, tf)

k=(b-a)/n %n -- n° particiones de x. k -- distancia de x a x
landa=c*h/k; %h -- distancia entre las etapas

num_etap=tf/h; %tf -- tiempoc final, de la dltima etapa

inc
mat
for

og=(n-1) ;
riz_a=zeros(incoq);
i=l:incog

matriz a(i,i)=2*(1l-landa.”2);

end
for

r=2:incog

matriz_a(r,r-1)=landa.”2;

matriz_a(r-1,r)=landa.”2;

end Esta linea sustituiria a la linea
p z(si—-’ltzaJ'k" siguiente en caso de que no se conociese
ind=1; . i

while (ind<=incog) la derivada segunda de la funci6n base.

w2
~-3
w2 (

end
for

end
mat

wl(ind)=base(pos_x);
(ind)=wl {ind)+h*izquierda (pos x)+h."2/2* (c."2*dex 12 (*base',h, 10
»10,pos_x)+der f(pos x,0));
ind)=wl (ind) +h*izquierda (pos_x)+h."2/2* (c. 2*der? base(pos_x))+
+ der_f(pos_x,0);
ind=ind+1; pos_x=pos x+k;

etapa=2:num etap
pos_x=atk; ind=1;
while (ind<=incogq)
w_real (ind)=func(pos_x,etapat*h);
if (ind==1)
bl (ind)=h.~2* (dex_f£ (pos_x,etapa*h))+
+ landa.”2*izquierda (etapa*h);
else
if (ind==(n-1))
bl (ind)=h."2* (dex_f£ (pos_x,etapa*h))+
+ landa.”2*derecha (etapa*h);

else
bl (ind)=h.”2* (dex_£ (pos_x,etapa*h));
end
end
pos_x=pos_x+k; ind=ind+1;

end

invb=bl'; invw=wl'; invw2=w2';
w3=matriz a*invw2-invw+invb;
w_real

wl=w2;

w2=w3"'

error=norm(w_real-w2)

riz_a
El método utiliza las siguientes funciones:

der f — fix,t)
base > g®x)
der2_base » g”’(x)
izquierda -» u(a,t)
derecha — u(b,t)
func —> funcién original




EJERCICIOS:

1.- Obtener el comportamiento de una onda para t = 0.002, t = 0.004, t = 0.006,
t=10.008 y t =0.010 conociendo los siguientes datos:

oDpoe
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u(0,H)=0
u(0.5,0) = +1.25
fix,t) = 26> — 2t

Comprobar el resultado sabiendo que la solucién exacta se rige por la ecuacion:
u(x,t) =%+ 2x
Solucién:
1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der_f(x,t)
y=2*t*x, "2-2*t;

function y=base (X)
y=2*x;

function y=der? base(x)
y=0;

function y=izquierda (t)
y=0;

function y=derecha (t)
y=t.”2+1.25;

2.- Definir la funcién original:

function y=func(x,t)
y=t."2*x "24+2*x;

3.- Calcular el resultado:
ondas (0,0.5,5,0.002,1,0.010)
w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000

w2= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8001
error = 5.8875¢-006




w_real= 0.2000 04000 0.6000 0.8000
w2= 02000 0.4000 0.6000 0.8003
error = 1.0285e-004

w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
w2= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8006
error= 3.0214¢-004

w_real= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
w2= 0.2000 0.4000 0.6000 0.8010
error= 6.0005e-004

matriz_a=
1.9992 0.0004 0 0 0
0.0004 1.9992 0.0004 0 0
0 0.0004 1.9992 0.0004 0
0 0 0.0004 1.9992 0.0004
0 0 0 0.0004 1.9992

4.- Lectura del resultado:

k=(0-1)/5=0.1, por lo que la diferencia entre cada x es 0.1.

0.0000058875

0.2000 [0.4000 |0.6000 [0.8003 [0.2000 [0.4000 [0.6000 ][0.8000

0.00010285

0.2000 [0.4000 [0.6000 [0.8006 J0.2000 [0.4000 [0.6000 [0.8000

0.00030214

0.2000 [0.4000 |0.6000 [0.8010 J0.2000 [0.4000 [0.6000 [0.8000

0.00060005

Como puede observarse, el error que se obtiene en cada una de las etapas es muy
pequeiiito por lo que se ve que el método es bastante bueno.




2.- Obtener el comportamiento de la onda con los siguientes datos:

tf=1

u(x,0) = sen(mx)
u”’(x,0)=0
u(0,5)=0
u(l,t)=0
fix,)=0

W u
- O
]

QP B o

Comprobar el resultado sabiendo que la solucion exacta se rige por la ecuacién:

u(x,t) = sen(nx)cos(n2t)

Solucidén:

1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der_ £ (x,t) function y=izquierda (t)
y=0; y=0;

function y=base (X) function y=derecha(t)
y=sin(pi*x); y=0;

function y=derZ base(X)
y=0;

2.- Definir Ia funcién original:

function y=func(x,t)
y=sin(pi*x) *cos (2*pi*t);

3.- Calcular el resultado:
A=1, A=c*h/k,1=c*1.05/0.1,c=2
ondas (0,1,10,0.05,2,1)
Como se generan 20 etapas (1/0.05) voy a mostrar inicamente la etapa final.
w_real = 0.3090 0.5878 0.8090 0.9511 1.0000 0.9511 0.8090 0.5878 0.3090
w2= 03090 0.5878 0.8090 0.9511 1.0000 0.9511 0.8090 0.5878 0.3090
error= 1.0084e-015

matriz_ a=

=\

COOOCOO M= O =

0
0
0
0
0
0
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EJERCICIOS:

1.- (Seccioén 12.1.- Ejercicio 1.)

Aproximar, mediante el algoritmo de Laplace, la solucién de la ecuacién
diferencial parcial eliptica.

fx,y) = uxx +uyy =4
u(x,0) = x>

u(x,2) = (x-2)°
u0,y)=y
u(Ly)=(y-1)y

a) Obtener y dibujar u en el interior del rectangulo.
b) Comprobar el resultado con la ecuacion  u(x,y) = (x — y)*

Solucién:

1.- Definir las aristas del rectangulo:

function y=arista_ abajo(x)
y=x."2;

function y=arista arriba (x)
y=(x-2).72;

function y=arista izquierda (x)
y=X."2;

function y=arista_derecha (x)
y=(x-1) ."2;
2.- Definir la funcién f:

function z=der2x der2y(x,y)
z=4;




3.- Ejecutar el método:

matriz_u = laplace(0,1,0,2,40,40)

4.- Definir la ecuacion real y calcular el error:

function z=func_xeal(X,y)
z=(x-y) ."2;

error_laplace(0,1,0,2,40,40,matriz_u) 3.7111



2.- (Seccion 12.1.- Ejercicio 8.)

Una placa rectangular de plata de 6 x 5 cm. Tien calor que se genera
uniformemente en todos los puntos con una rapidez q = 1.5 cal/cm’s. Representemos
con X la distancia a lo largo del borde de la placa de una longitud de 6 cm. Y cony la
distancia a lo largo del borde de la placa de una longitud de 5 cm. Sup6ngase que la
temperatura u a lo largo de los bordes se mantiene en las siguientes temperaturas:

u(x,0) =x(6 — x) u(x,5)=0 0<x<6
u(0,y) =y(5-y) u(6,y)=0 0<x<5

donde el origen se encuentra en una esquina de la placa con las coordenasa (0,0) y los
bordes se hallan a lo largo de los ejes positivos x e y. La temperatura de estado estable
u =u(x,y) satisface la ecuacion de Poisson:

fixy)=uxt+tuy=-q/K

donde K, la conductividad térmica, es 1.04 cal/cm-deg-s. Dibujar la temperatura u(x,y)
para un nimero elevado de particiones de x e y.

Solucién:

1.- Definir las aristas del rectangulo:

function y=arista abajo(x)
y=x*(6-x);

function y=arista arriba(x)
y=0;

function y=arista izguierda (X)
y=x*(5-x);

function y=arista derecha(x)
y=0;
2.- Definir la funcion f:

function z=der2x der2y(x,y)
z=-1.5/1.04;



3.- Ejecutar el método:

matriz_u = laplace(0,6,0,5,30,30)




3.- (Seccion 12.2.- Ejercicio 3.)

Usar el método de diferencias progresivas para aproximar la solucién de las
siguientes ecuaciones diferenciales:

a) fix,t)=0. 0<x<2. o<t
u(0,)=u2,)=0. 0<t
ux,0)=sen(2nx) 0<x<2

Usar k = 0.4 y h = 0.1, comparar la respuesta en t = 0.5 con la solucién real
u(x,f) = e**" *sen(27x) . Después usar k = 0.4 y k = 0.05.

b) fix,t)=0. 0<x<m. 0<t
u(0,)=u(nt)=0. 0<t
u(x,0) = sen (x) 0<x<m

Usar k = w/10 y h = 0.05, comparar la respuesta con la soluciéon real
u(x,t) = e” *sen(x)en t =0.5.

0 fixt) =4/ 0<x<4. 0<t
u(0,t) =u(4,t)=0. 0<t
u(x,0) = sen ((n/4) * x) * (1 + 2cos ((/4) * x)) 0<x<m

Usar k = 0.2 y h = 0.04, comparar la respuesta en t = 0.4 con la solucién real

u(x,t)y=e * sen(% X)+et* sen(% x)

d fix)=1/x 0<x<1l. 0<t
u(0,t) =u(1,t)=0. o<t
ux,0)=cos(x)*(x—-'%) 0<x<1

Usar k = 0.1 y h = 0.04, comparar la respuesta en t = 0.4 con la solucién real
u(x,t) = e *cos(z) * (x-1/2)



Solucién:

a)
1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der f£(x,t)
y=0;

function y=base (X)
y=sin(2*pi*x);

function y=izquierda (t)
y=0;

function y=derecha (t)
y=0;

2.- Definir la funcién original:
function y=func(x,t)

y=exp (—-4*pi.” 2-t) *sin(2*pi*x);

3.- Calcular el resultado:
- k=04yh=0.1.
Para que k sea igual a 0.4, el valor de n debe ser 5, yaque (2—-0)/5=04.

Para que el método progresivo sea estable, el valor A debe ser menor que %2, por
tanto en este caso ¢ no puede ser 1 ya que si ¢ = 1 entonces A = 12 * 0.1 / (0.4)* = 0.625
valor mayor que 0.5. Para que el método sea estable se debe tomar para ¢ un valor

menor que 0.9, por ejemplo se puede tomar ¢ = 0.5 que proporciona un valor para A de
0.16.

Para t = 0.5 la solucion es:

progresive (0,2,5,0.1,0.5,0.5)

w_real = 1.0e-017 * (0.2552 -0.4129 0.4129 -0.2552)
w2= 0.0091 -0.0148 0.0148 -0.0091
error= 0.0245




- k=04yh=0.05.

En este caso, ¢ = 0.5 sigue siendo valido ya que A = (0.5)? * 0.05 / (0.4)* = 0.078
<0.5.

Para t= 0.5 la solucidn es:

progresive (0,2,5,0.05,0.5,0.5)

w_real= 1.0e-017 * (0.2552 -0.4129 0.4129 -0.2552)
w2= 0.0212 -0.0343 0.0343 -0.0212
error= 0.0570

b)
1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der_ f(x,t)
y=0;

function y=hase (x)
y=sin(x);

function y=izquierda (t)
y=0;

function y=derscha(t)
y=0;

2.- Definir la funcién original:

function y=func(x,t)
y=exp (~t) *sin(x);

3.- Calcular el resultado:
Para que k sea igual a 7/10, el valor de n debe ser 10.
Para t = 0.5 la solucion es:
progresivo (0,pi,10,0.05,1,0.5)
w_real= 0.1874 0.3565 0.4907 0.5768 0.6065 0.5768 0.4907 0.3565 0.1874

w2 = 0.1858 0.3535 0.4865 0.5719 0.6013 0.5719 0.4865 0.3535 0.1858
error= 0.0116




c)
1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der_£(x,t)
y=4/pi."2;

function y=bassa(X)
y=sin((pi/4) *x) * (14+2*cos ( (pi/4) *x));

function y=izquierda(t)
y=0;

function y=derecha (t)
y=0;

2.- Definir la funcién original:
function y=func(x,t)

y=exp (-t) *sin((pi/2) *x)+exp (-t/4) *sin((pi/4) *x) ;

3.- Calcular el resultado:
Como k debe ser igual a 0.2, el valor de n debe ser 20, ya que (4 —0) /20 =0.2.

De nuevo, para que el método sea estable, el valor de A debe ser menor que %, y
si se toma ¢ = 1 esto no se cumple, ya que A = 17 * 0.04 / (0.2)*> = 1. Un valor de ¢ que
proporciona a A un valor menor que % (concretamente 0.49) es 0.7.

Para t= 0.4 la solucién es:
progresivo (0,4,20,0.04,0.7,0.4)

w_real= 03487 0.6736 0.9531 1.1694 13101 1.3695 1.3485 1.2546 1.1008
0.9048 0.6866 0.4665 0.2639 0.0945 -0.0305 -0.1057 -0.1315 -0.1144 -0.0656
w2 = 03957 0.7446 1.0336 12529 1.3953 1.4587 1.4456 13639 1.2259
1.0478 0.8479 0.6448 0.4559 0.2952 0.1719 0.0894 0.0438 0.0255 0.0177
error= (.6038

En este apartado se ha obtenido un error mas alto que en los ejercicios
anteriores.




d)

1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der f£(x,t)
y=1/pi."2;

function y=base (X)
y=cos (pi) * (x-1/2);

function y=izquierda (t)
y=0;

function y=derecha (t)
y=0;
2.- Definir la funci6n original:

function y=func(x,t)
y=exp (-t) *cos (pi) * (x-1/2) ;

3.- Calcular el resultado:
Como k debe ser igual a 0.1, el valor de n debe ser 10, ya que (1 -0)/10=0.1.
Para que el método sea estable utilizo ¢ = 0.1.
Para t = 0.4 la solucién es:
progresivo (0,1,10,0.04,0.1,0.4)

w_real = 0.2681 0.2011 0.1341 0.0670 0 -0.0670 -0.1341 -0.2011 -0.2681
w2= 02906 03161 02380 0.1403 0.0405 -0.0593 -0.1570 -0.2362 -0.2215
error= (.1885




4.- (Seccion 12.2.- Ejercicio 4.)
Repetir el ejercicio anterior usando el método de diferencias - regresivas.

Solucién:

a)
1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der f(x,t)
y=0;

function y=base (x)
y=sin(2*pi*x);

function y=izquierda(t)
y=0;

function y=derecha (t)
y=0;

2.- Definir la funci6n original:

function y=func(x,t)
y=exp (-4*pi.”2-t) *sin(2*pi*x);

3.- Calcular el resultado:
- k=04yh=0.1.
Para que k sea igual a 0.4, el valor de n debe ser 5, ya que (2—-0) /5 =0.4.

Este método es siempre estable, por tanto se puede utilizar ¢ = 1 ya que no tiene
la restriccion que presentaba el método progresivo.

Para t = 0.5 la solucién es:
regresive (0,2,5,0.1,1,0.5)
w_real= 1.0e-017 * (0.2552 -0.4129 0.4129 -0.2552)
w2=0.0016 -0.0026 0.0026 -0.0016
error = (.0043

- k=04yh=0.05.

Para t = 0.5 la solucién es:
progresivo (0,2,5,0.05,1,0.5)
w_real= 1.0e-017 * (0.2552 -0.4129 0.4129 -0.2552)

w2=1.0e-003 * (0.3049 -0.4933 0.4933 -0.3049)
error = 8.2012e-004




b)

1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der f(x,t)
y=0;

function y=bass (X)
y=sin(x);

function y=izquierda (t)
y=0;

function y=derecha(t)
y=0;

2.- Definir la funcién original:

function y=func(x,t)
y=exp (-t) *sin(x) ;

3.- Calcular el resultado:

Para que k sea igual a n/10, el valor de n debe ser 10.
Para t = 0.5 la solucién es:
regresivo (0,pi,10,0.05,1,0.5)

w_real= 0.1874 0.3565 0.4907 0.5768 0.6065 0.5768 0.4907 0.3565 0.1874

w2 = 0.1905 0.3623 0.4986 0.5862 0.6163 0.5862 0.4986 0.3623 0.1905
error= 0.0219
)

1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der_ £(x,t)
y=4/pi."2;

function y=base (x)
y=sin((pi/4)*x) * (14+2*cos ((pi/4) *x)) ;

function y=izquierda (t)
y=0;

function y=derecha (t)
y=0;




2.- Definir la funcién original:

function y=func(x,t)
y=exp(-t) *sin((pi/2) *x)+exp (-t/4) *sin((pi/4) *x) ;

3.- Calcular el resultado:
Como k debe ser igual a 0.2, el valor de n debe ser 20, ya que (4 —0)/20=02.
Para t = 0.4 la solucién es:
regresivo (0,4,20,0.04,0.7,0.4)

w_real= 03487 0.6736 0.9531 1.1694 13101 1.3695 1.3485 1.2546 1.1008
0.9048 0.6866 0.4665 0.2639 0.0945 -0.0305 -0.1057 -0.1315 -0.1144 -0.0656
w2 = 03984 0.7499 1.0419 1.2636 14077 1.4713 14571 13728 1.2312
1.0488 0.8443 0.6370 0.4443 0.2807 0.1558 0.0730 0.0291 0.0141 0.0115
error= 0.6038

Con este método, al igual que con el método progresivo, el error es grande.
d)
1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der_ f£(x,t)
y=1/pi."2;

function y=base (x)
y=cos (pi) *(x-1/2);

function y=izquierda (t)
y=0;

function y=derecha (t)
y=0;

2.- Definir la funci6n original:

function y=func(x,t)
y=exp (-t) *cos (pi) * (x-1/2) ;

3.- Calcular el resultado:
Como k debe ser igual a 0.1, el valor de n debe ser 10, ya que (1 —0)/10=0.1.
Para t = 0.4 la solucién es:
regresivo (0,1,10,0.04,0.1,0.4)
w_real = 0.2681 0.2011 0.1341 0.0670 0 -0.0670 -0.1341 -0.2011 -0.2681

w2 = 0.2961 0.3146 0.2369 0.1401 0.0405 -0.0591 -0.1561 -0.2354 -0.2286
error= 0.1858




5.~ (Seccién 12.2.- Ejercicio 5.)
Repetir el mismo ejercicio con el método de Crank Nicolson.
Solucién:
a)
1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=de;_£(x,t)
y=0;

function y=hase (x)
y=sin(2*pi*x);

function y=izquierda(t)
y=0;

function y=derecha(t)
y=0;

2.- Definir la funcién original:

function y=func(x,t)
y=exp(-4*pi.” 2-t) *sin (2*pi*x);

3.- Calcular el resultado:
- k=04yh=0.1.
Para que k sea igual a 0.4, el valor de n debe ser 5, ya que (2—-0) /5 =0.4.
Como este método también es siempre estable, ¢ puede ser 1.
Para t = 0.5 la solucidn es:
nicolson (0,2,5,0.1,1,0.5)
w_real = 1.0e-017 * (0.2552 -0.4129 0.4129 -0.2552)

w2= 1.0e-006 * (-0.5093 0.8241 -0.8241 0.5093)
error = 1.3700e-006




- k=04yh=0.05.
Para t= 0.5 la solucién es:
micolson (0,2,5,0.05,1,0.5)

w_real= 1.0e-017 * (0.2552 -0.4129 0.4129 -0.2552)
w2 = 1.0e-005 * (0.1603 -0.2594 0.2594 -0.1603)
error = 4.3118e-006

b)

1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der_ f(x,t)
y=0;

function y=bass (X)
y=sin(x);

function y=izquierda(t)
y=0;

function y=derscha (t)
y=0;

2.- Definir la funcién original:

function y=func(x,t)
y=exp(-t) *sin(x);

3.- Calcular el resultado:
Para que k sea igual a /10, el valor de n debe ser 10.
Para t = 0.5 la solucién es:
nicolsén (0,pi,10,0.05,1,0.5)

w_real= 0.1874 03565 0.4907 0.5768 0.6065 0.5768 0.4907 03565 0.1874
w2 = 0.1882 0.3579 0.4927 0.5792 0.6090 0.5792 0.4927 03579 0.1882
error= 0.0054




©)
1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der_ f£(x,t)
y=4/pi.*2;

function y=basa(x)
y=sin((pi/4)*x)* (1+2*cos ((pi/4) *x));

function y=izquierda(t)
y=0;

function y=derecha(t)
y=0;

2.- Definir la funcién original:
function y=func(x,t)

y=exp(-t) *sin((pi/2) *x)+exp(-t/4) *sin((pi/4) *x);

3.- Calcular el resultado:
Como k debe ser igual a 0.2, el valor de n debe ser 20, ya que (4 — 0) / 20 = 0.2.
Para t = 0.4 la solucion es:
micolson (0,4,20,0.04,0.7,0.4)

w_real= 03487 0.6736 0.9531 1.1694 1.3101 1.3695 1.3485 1.2546 1.1008
0.9048 0.6866 0.4665 0.2639 0.0945 -0.0305 -0.1057 -0.1315 -0.1144 -0.0656
w2 = 03971 0.7473 1.0378 1.2583 1.4016 1.4651 14515 13684 1.2286
1.0483 0.8461 0.6408 0.4500 0.2878 0.1637 0.0810 0.0364 0.0197 0.0146
error= (.5948

El error que se obtiene es el mismo que con el método regresivo.
d)
1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der f(x,t)
y=1/pi.”*2;

function y=hase (x)
y=cos (pi)* (x-1/2);

function y=izquierda (t)
y=0;

function y=derecha (t)
y=0;




2.- Definir la funci6n original:

function y=func(x,t)
y=exp (-t) *cos (pi) *(x-1/2);

3.- Calcular el resultado:
Como k debe ser igual a 0.1, el valor de n debe ser 10, ya que (1-0)/10=0.1.
Para t = 0.4 la soluci6n es:
micolson (0,1,10,0.04,0.1,0.4)

w_real= 02681 0.2011 0.1341 0.0670 0 -0.0670 -0.1341 -0.2011 -0.2681

w2 = 02961 03146 0.2369 0.1401 0.0405 -0.0591 -0.1561 -0.2354 -0.2286
error= (.1858




6.~ (Seccion 12.2.- Ejercicio 13.)

Sagar y Payne [SP] analizan las relaciones de esfuerzo-deformacién y las
propiedades materiales de un cilindro sujeto alternatiamente al calentamiento y al
enfriamiento, y consideran la ecuacién

donde T = T(r,t) es la temperatura, r es la distancia radial respecto al centro del cilindro,
tes el tiempo y K es el coeficiente de difusividad.

Obtener las aproximaciones a T(r, 10) para un cilindro con radio externo 1,
dadas las condiciones iniciales y de frontera:

T(L,£) = 100 + 40t 0<t<10
T(1/2, ) =t 0<t<10
T(r,0) = 200(r — 0.5) 05<t<1

Usar para resolver el problema el método de diferencias regresivas con K =0.1,
h=0.5yk=0.1.

Solucién:

1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:
function y=der_ f£(r,t)

K=0.1;
y=(1/(4*K))+1/r;

function y=base(r)
=200* (r-0.5) ;

function y=izquierda (t)
y=t;

function y=derecha (t)
y=100+40*t;

2.- Calcular el resultado:
Para que k sea igual a 0.1, el valor de n debe ser 5.
Para t = 10 la solucion es:
regresiveo (0.5,1,5,0.5,1,10)

w2=137.7471 245.5406 340.4608 424.5874




7.~ (Seccién 12.3.- Ejercicio 1.)
Aproximar la solucion de la ecuacion de onda con los siguientes datos:

fix,t) =0. 0<x<l1. o<t
u0,)=u(l,)=0. 0<t

u(x,0) = sen (1x) 0<x<1

u”’(x,0) =0. 0<x<1

n=4 tf=1

Comprobar el resultado sabiendo que la solucién exacta se rige por la ecuacién:
u(x,t) = cos(nt) * sen (nx)
Solucién:

1.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der f£(x,t)
y=0;

function y=hase (x)
y=sin(pi*x);

function y=derZ base(x)
y=0;

function y=izquierda (t)
y=0;

function y=derecha(t)
y=0;

2.- Definir la funcién original:

function y=func(x,t)
y=cos (pi*t) *sin(pi*x);

3.- Calcular el resultado:

Como el método es ideal cuando A =1, como A =c¢ * h / k, si se toma ¢ = 1
entonces h = 0.25 ya que k = 0.25.

Para t =1 la solucion es: ondas (0,1,4,0.25,1,1)
w_real= -0.7071 -1.0000 -0.7071

w2= -0.7071 -1.0000 -0.7071
error = 1.5701e-016

-1.0000
-0.7071 -1.0000 -0.7071
1.5701e-016




8.- (Seccion 12.3.- Ejercicio 3.)
Aproximar la solucién de la ecuacion de onda con los siguientes datos:

fix,t)=0. 0<x<m. 0<t
u(0,)=u(mt)=0. 0<t

u(x,0) = sen (x) 0<x<m=
u”’(x,0)=0. 0<x<=

con k =7m/10 y h =0.05, con k = n/20 y h = 0.1, y luego con k = /20 y con h = 0.05.
Comparar los resultados con la solucién real u(x,t) = cos(t) * sen (x) en t =0.5.

Solucidén:

L.- Definir las funciones auxiliares con los datos que se conocen del problema:

function y=der_ f£(x,t)
y=0;

function y=base (x)
y=sin(x);

function y=der2 base(x)
y=0;

function y=izquierda (t)
y=0;

function y=derecha(t)
y=0;

2.- Definir la funcién original:

function y=func(x,t)
y=cos (t) *sin (x) ;

3.- Calcular el resultado:
a) k=m/10y h=0.05.

Como el enunciado indica que el valor de k debe ser /10 y k = (b — a) / n,
entonces n = 10.

Para t = 0.5 la solucién es:

ondas (0,pi,10,0.05,1,0.5)

w_real= 02712 05158 0.7100 0.8346 0.8776 0.8346
0.7100 0.5158 0.2712

w2= 02752 0.5234 0.7204 0.8469 0.8904 0.8469 0.7204
0.5234 0.2752

error = 0.0287




b) k=w20yh=0.1.

Como k debe ser 7t/20, entonces n vale 10.

Para t = 0.5 la solucién es:

ondas (0,pi,20,0.1,1,0.5)
w_real=0.1373 0.2712 0.3984 0.5158 0.6205 0.7100 0.7819
0.8346 0.8668 0.8776 0.8668 0.8346 0.7819 0.7100 0.6205
0.5158 0.3984 0.2712 0.1373
w2 = 0.1411 02786 0.4094 0.5300 0.6376 0.7295 0.8034
0.8576 0.8906 0.9017 0.8906 0.8576 0.8034 0.7295 0.6376
0.5300 0.4094 0.2786 0.1411
error= 0.0762
c) k=n/20yh=0.05.
Para t = 0.5 la solucién es:
ondas (0,pi,20,0.05,1,0.5)
w_real = 0.1373 02712 0.3984 0.5158 0.6205 0.7100
0.7819 0.8346 0.8668 0.8776 0.8668 0.8346 0.7819 0.7100
0.6205 0.5158 0.3984 02712 0.1373
w2 = 0.1392 0.2750 0.4039 0.5230 0.6292 0.7198

0.7928 0.8462 0.8788 0.8898 0.8788 0.8462 0.7928
0.6292 0.5230 0.4039 0.2750 0.1392

0.7198

error = 0.0385




