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1. Ecuacién eliptica: ecuaciéon de Laplace

1.1 Planteamiento del problema. Ecuacién.

Esta ecuacion también se conoce como ecuacién de Laplace, de Poisson o del potencial. El

enunciado de nuestro problema es:

Ecuacion E1.1

Encontrar una funcién u: R, c R* - R

R, ={{x.y)la<x<bc<y<d}

tal que
{Au(x, y) = Vau(x,y) = f(x,y)
u(x,y) =9(x,y)

donde

2

8%u 8%u
Au(x, y) = —(x,y) + —(x,
(x,y) ax2( y) 6y2( y)

El problema puede representarse graficamente de la siguiente manera:

Y

d & L & "
L L L A n
S O S -

c » » = n

a b X

Los puntos redondos del gréfico representan los puntos que no conocemos, es decir, los que
queremos hallar. Los puntos cuadrados son los puntos conocidos. Podriamos estar hablando,
por ejemplo, de una plancha de la cual conocemos la temperatura en su contorno y queremos
hallar la temperatura en los puntos de su interior.
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1.2 Discretizacion del problema.

En este problema, conocemos los valores en el contormno, es decir, lo que conocemos es:
u(x()!yj) = g(x()!yj)}
u,.y;)=9(y;)) L,

u(xi,yo)zg(x,,yo)}
X,y m) =9(x;. ¥ ) =0 n

De la ecuacién principal (ecuacion E1.1) deducimos que

o%u 8%u
— (X Y)+—(xy) = f(x,
P x.y) P xy)=f(x,y)

Usando la discretizacién para la segunda derivada (ver apéndice), la ecuacion anterior
quedaria asi;

u(x +hy)-2u(xy) +ux-hy) , o)+ u(x.y +Kk) - 2u(x.y) +u(x.y - k) O(k?)
h? k2
Con esta ecuacién, llamando a x=x;, y=y;, f(x.y)=fi;, (u(x,y) ~ U;;y despreciando O(hz) y O(K)
tenemos lo siguiente:
Uj-2U,;+U.,; U, wm—2U;; +U; i1
+ =1 .
h* k? Y

Y, agrupando los términos, nos queda finalmente:
Ecuacién E1.2

-2 2 1 1 1 1
(F"FJ'UW +h_2Ui+1,j +h—2Ui~1,j +7("2"Ui,j+1 +‘k‘2*Ui,j—1 =f;

donde i=1,...,nyj=1,...,n.

Puede observarse que lo que tenemos es un sistema lineal de (n-1)(m-1) ecuaciones y otras
tantas incognitas. Podemos representarlo en forma matricial Ax=b, con lo que nuestro objetivo
seré calcular las matrices A y b, para lo que usaremos un algoritmo,

Para poder calcular la matriz A, primero tenemos que establecer un orden en las ecuaciones.
Hay diferentes tipos de ordenaciones, pero nosotros veremos primero la ordenaci6n izquierda-
derecha y arriba-abajo; y luego pasaremos a ver la ordenacion arriba-abajo e izquierda-
derecha. Esta segunda ordenacion es la 6ptima para este problema.
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1.3 Algoritmo A1.1: Calculo de matrices A y b para la ecuacién de Laplace, con

ordenacion izquierda-derecha y arriba-abajo.

La ordenacion que vamos a usar puede expresarse asi:

A cada U;;le corresponde el puesto X.1n-1yi

Datos que recibe el algoritmo:

[ ]

f: funcién f(x,y)

g: function g(x,y)

a: valor de xq

b: valor de x;

c: valor de yg

d: valor de y,

n: nimero de divisiones que se hardnen el eje x, entreay b

m: nimero de divisiones que se hardnen el ejey, entre cy d

Datos que devuelve el algoritmo:

A: matriz cuadrada de orden (n-1)(m-1), que representa a la matriz A de coeficientes
del sistema

b: vector de (n-1)(m-1) posiciones, que representa al vector b de términos
independientes del sistema

function [A,b] = calculoAyb(f,g,a,b,c,d,n,m)
A=zeros (((m-1)*(n-1)), ((m-1)*(n-1)));

Eg=0;

h=(b-a) /n;

k=(d-c) /m;

for i=l:n-1

for j=1l:m-1

Eq=Eg+1;
x=(a+i*h);
y=(ct+j*k);
b(Eq)=feval(f,x,y):
if i==
if j<m-1
b(Eq)=b(Eq)-((1/ (h"2))*feval(qg,a,y)):
end
else
A(Eq, (j-1)*(n-1)+i-1)=1/h"2;
end
if j==

if i<n-1
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b (Eq)=b(Eq) -~ ((1/(k"2)) *feval(g,x,c));
end
else
A(Eq, (J-1)*(n-1)+1)=1/k"2;
end
A(Eq, (J-1)*(n-1)+i)=-(2/(h"2))-(2/(k"2));
end

end

Con el algoritmo anterior ya queda definido el sistema de ecuaciones que se deduce de la
ecuacién E1.2. Para resolver dicho sistema, pondriamos x=A\b en la linea de comandos de
Matlab. Una vez resuelto queda reconstruir la matriz U, para lo que usaremos el siguiente
sencillo algoritmo, sabiendo que a un X, le corresponde el U; tal que h/(n-1)=j-1+i (j-1:cociente,

i-resto).

Datos que recibe el algoritmo:
e X: vector soluci6n del sistema Ax=b
e n: nimero de divisiones que se hicieron en el eje X
Datos que devuelve el algoritmo:
e U: matriz donde el valor de U(i,j) representa el valor aproximado de u(x;y;)

function U = calculoU(X,n,m)

lim=length (X) ;

for h=0:1im-1
j=fix(h/(n-1))+1;
i=(h+1)-((j-1)*(n-1));
U(i,j)=xX(h+l);

end

1.4 Algoritmo A1.2: Célculo de matrices A y b para la ecuacién de Laplace, con

ordenacioén arriba-abajo e izquierda-derecha.

La ordenacién que vamos a usar puede expresarse asi:
A cada U le corresponde el puesto Xm1.jn-1y+i
Datos que recibe el algoritmo:
o f: funcién f(x,y)
e g: funcién g(x,y)
e a:valorde xg
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e b:valorde x,

e c:valordey,

e d:valordey,

e n: numero de divisiones que se hardn en el eje x, entreay b

e m: nimero de divisiones que se hardnen el ejey, entrecyd

Datos que devuelve el algoritmo:

e A: matriz cuadrada de orden (n-1)(m-1), que representa a la matriz A de coeficientes
del sistema

+ b: vector de (n-1)(m-1) posiciones, que representa al vector b de términos
independientes del sistema

function [Al,bl] = calculoAyb(f,qg,a,b,c,d,n,m)
Al=zeros ((m-1)*(n-1))
Eg=0;
h=(b-a)/n;
k=(d-c) /m;
for i=1l:n-1
for j=lim-1
Eg=Eqg+1;
x=(a+i*h);
y=(cti*k);
bl (Eq)=feval (f,x,Vy):
if i==
bl(Eq)=bl(Eq)-((1/(h"2))*feval(g,a,y)):;
else

Al(Eq, (j-1)*(n-1)+i-1)=1/h"2;

end
if j==1
bl (Eq)=bl(Eq)-((1/(k"2))*feval(g,x,c));
else
Al(Eq, (J-2)*(n-1)+i)=1/k"2;
end

Al(Eq, (J-1)*(n-1)+i)=-(2/(h"2))-(2/(k"2));
end

end
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Una vez resuelto queda reconstruir la matriz U, para lo que usaremos el siguiente sencillo
algoritmo, sabiendo que a un X le corresponde el Un.1o 1 tal que k/(n-1)=c+r (c:cociente,

r:resto).

Datos que recibe el algoritmo:
e X: vector solucién del sistema Ax=b
e n: numero de divisiones que se hicieron en el eje X
Datos que devuelve el algoritmo:
e U: matriz donde el valor de U(i,j) representa el valor aproximado de u(x;y;)

function U = calculoU(X,m,n)

lim=(n-1)* (m-1);

for k=0:1im-1
c=fix(k/(n-1));
r=k-(c*(n-1));
U(m-1l-c, r+1)=X(k+1);

end

Tenemos el siguiente planteamiento:

u ou
éF(X’y) +57(X,.V) =0

0 < x < 05
0 <y <0,5
Y las siguientes condiciones de contorno:
u@©,y)=0
u(0'5,y) = 200y
u(x0)=0
u(x,0'5) = 200x
Siendo la siguiente la solucién de este ejemplo:
u(x,y) =400xy
Ahora llamaremos al algoritmo A1.1 para intentar aproximar la solucién de este ejemplo.
Los datos que pasaremos son:

a=0, b=0’5, ¢c=0, d=0'5, n=4, m=5
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Los archivos f.m y g.m son, respectivamente:

fm

function z=f(x,y)

z=0;

g.m

function z=g(x,y)
if x==
if y<0.5
z=0;
end

else if x==0.5

if y>0
z=200%*y;
end
end
end
if y==
if x<0.5
z=0;
end

else if y==0.5
if x>0
z=200*x;
end
end

end

Primero calculamos el valor de las matrices A y b.
>> [A,b] = calculoAyb(‘f’,’g’,0,0.5,0,0.5,4,5)

11

A =

Columns 1 through 7

-328.0000
100.0000
0

0

64.0000 -328.0000
100.0000

0
0

0
-328.0000
100.0000
0

0

o O O o

o O O O o o o

0

0
0
0
0
0

64.0000 -328.0000
0 100.0000

0

o o o

0

0
-328.0000
100.0000
0

0

64.0000
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Columns 8 through 12

O O O o o o

-328.0000
100.0000
0

0

64.0000 -328.0000

0 100.0000

o O O O O O 0o o o o

Columns 1 through 11

0 0 0
0 64.0000 -328.0000
0 0 100.0000
0 0 0
0 0 0

0

0

0
328.0000
0

0

0
64.0000

0 0 0
0 0 0
0 64.0000 -328.0000
0 0 100.0000
0 o 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

-328.0000 0
0 0
0 0
0 0

64.0000 -328.0000

o O O o ©o

Luego hallamos X:
>> X=A\b’

X =

O O O O o o o o o
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Y, por ultimo, reconstruimos los valores de U.
>> U=calculoU(X,4)

Como conocemos la solucién correcta de este problema, podemos calcularia para comprobar si
esta aproximacion es buena o no.
Sabemos que la solucién es

u(x,y) = 400xy
Por lo que podemos construir un algoritmo que, dados a, b, ¢, d, n y m, nos calcule el valor de
u(x,y) para los puntos representados en la malla. Dicho algoritmo es el siguiente:

function Z=u(a,b,c,d,n,m)
nl=(b-a)/n
n2=(d-c)/m
for j=m-1:-1:1
y=c+j*n2;
for i=l:n-1
x=a+i*nl;
Z(i,3)=400*x*y;
end

end

Llamando al algoritmo, obtenemos que:

>> U=u(0,0.5,0,0.5,4,5)

U =
5.0000 10.0000 15.0000
10.0000 20.0000 30.0000
15.0000 30.0000 45.0000
20.0000 40.0000 60.0000
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Solucién que no tiene nada que ver con la que hemos intentado aproximar. Lo que esta
sucediendo es que la ordenacién elegida es muy mala y el algoritmo no converge. Por eso
vamos a elegir a continuacién la ordenacion arriba-abajo, izquierda-derecha, que es la 6ptima.

Intentaremos resolver el ejemplo 1.1 con el algoritmo A1.2, por lo que los datos del problema
son los mismos que para dicho ejemplo.
Primero calculamos el valor de las matrices A y b.

>> [A,b] = calculoAyb(‘f,’g’,0,0.5,0,0.5,4,5)

A =

Columns 1 through 7

5.1250 -1.0000 0 -1.5625 0 0 0
-1.0000 5.1250 -1.0000 0 -1.5625 0 0
0 -1.0000 5.1250 0 0 -1.5625 0
-1.5625 0 0 5.1250 -1.0000 0 -1.5625
0 -1.5625 0 -1.0000 5.1250 -1.0000 0

0 0 -1.5625 0 -1.0000 5.1250 0

0 0 0 -1.5625 0 0 5.1250

0 0 0 0 -1.5625 0 -1.0000

0 0 0 0 0 -1.5625 0

0 0 0 0 0 0 -1.5625

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

Columns 8 through 12

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
-1.5625 0 0 0 0
0 -1.5625 0 0 0
-1.0000 0 -1.5625 0 0
5.1250 -1.0000 0 -1.5625 0




Alfonso Sancho Miré. Andlisis Numeérico 1l

-1.0000 5.1250 0
0 0 5.1250
-1.5625 0 -1.0000
0 -1.5625 0

39.0625
78.1250
197.1875
0

0
60.0000
0

0
40.0000
0

0
20.0000

0
-1.0000
5.1250
-1.0000

-1.5625
0
-1.0000
5.1250

Luego hallamos X:
>> X=A\b’

X =
20.0000
40.0000
60.0000
15.0000
30.0000
45.0000
10.0000
20.0000
30.0000

5.0000
10.0000
15.0000

Y, por ultimo, reconstruimos los valores de U.

>> U=calculoU(X,4,5)

U =
5.0000 10.0000
10.0000 20.0000
15.0000 30.0000

15.0000
30.0000
45.0000

20.0000
40.0000
60.0000
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da es: -

-

6n estima

El gréfico correspondiente a la soluci

L L

AN

de contorno mdiante el comando contour.

0.35
0.3
0.2

0.15
0.1

> 0.25

Tambi(ﬁl ‘Podemos dibujar las lineas

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15
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Como conocemos la solucion correcta de este problema, podemos calcularla para comprobar si
esta aproximacion es buena o no.
Sabemos que la solucién es

u(x,y) = 400xy
Por lo que podemos construir un algoritmo que, dados a, b, ¢, d, n y m, nos calcule el valor de
u(x,y) para los puntos representados en la malla. Dicho algoritmo es el siguiente:

function Z=u(a,b,c,d,n,m)
nl=(b-a)/n
n2=(d-c)/m
for i=l:n-1
x=a+i*nl;
for j=m-1:-1:1
y=c+j*n2;
Z(i,])=400*x*y;
end

end

>> U2=u(0,0.5,0,0.5,4,5)

U2 =
5.0000 10.0000 15.0000 20.0000
10.0000 20.0000 30.0000 40.0000
15.0000 30.0000 45.0000 60.0000

Hemos obtenido el valor real de u(x,y), que como puede comprobarse es exactamente igual
que el valor estimado con nuestro algoritmo. El algoritmo A1.2 tiene la ordenaci6n 6ptima. Los
siguientes ejemplos se basan todos en dicho algoritmo.

Tenemos el siguiente planteamiento:

&u o%u

—(Xy)+—(x,y)=0

axz( y) 6y2( y)
O<x<1
O<y<1

Y las siguientes condiciones de contorno:
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u@y)=y, O<y<1
u(ly)=y*, O<y<1
u(x,00=x, 0<x<1
u(x,H=x* 0<x<1
No conocemos la solucién, pero intentaremos aproximarla mediante el algoritmo A1.2. Primero

definimos las funciones fy g:
f.m

function z=f(x,y)

z=0;

g.m

function z=g(x,y)
if x==
if y<1
z=y;
end
else if x==
if y>0
z=y"2;
end
end
end
if y==0
if x<1
Z=X;
end
else if y==
if x>=0
X"2;
end
end

end

Para llamar al algoritmo A1.2 usaremos los siguientes parametros:
a=0, b=1, ¢=0, d=1, n=11, m=11

>> [A,b] = calculoAyb(‘f’,’g’,0,1,0,1,11,11)
Debido a que sale una matriz excesivamente grande, no la pongo aqui puesto que seria dificil
de visualizar. Directamente calculamos el vector X.
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>> X=A\b

~  ~

0.4395
0.2800
0.2355
0.2441
0.2836
0.3443
0.4214
0.5115
0.6120
0.7192
0.5608
0.4120
0.3433
0.3252
0.3394
0.3748
0.4246
0.4838
0.5479
0.6120
0.5736
0.4637
0.4005
0.3742
0.3738
0.3909
0.4186
0.4512
0.4838
0.5115
0.5426
0.4687
0.4210
0.3970
0.3909
0.3964
0.4075
0.4186
0.4246
0.4214
0.4916
0.4476
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0.4178
0.4019
0.3964
0.3964
0.3964
0.3909
0.3748
0.3443
0.4309
0.4121
0.4007
0.3964
0.3964
0.3964
0.3309
0.3738
0.3394
0.2836
0.3653
0.3693
0.3766
0.3865
0.3964
0.4019
0.3970
0.3742
0.3252
0.2441
0.2975
0.3232
0.3499
0.3766
0.4007
0.4178
0.4210
0.4005
0.3433
0.2355
0.2288
0.2760
0.3232
0.3693
0.4121
0.4476
0.4687
0.4637
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>> mesh(X,Y,U’)

0.7 0.8 09

0.91]); [C,h]=contour(X,Y,U’); set(h,'ShowText','on’,fill','on")
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Tenemos el siguiente planteamiento:

&u &u
—xy)+—(xy)=0
P x.y) ayz( y)

O<x<nm
0<y<§é

Y las siguientes condiciones de contorno:
u@©,y)=0, 0 <y<%
u(z,y) =e'sen(2zy), 0<y< %
u(x,00=0, O<x<=x
u(x, %) = e *'sen(zx), O<x<nm

No conocemos la solucidn, pero intentaremos aproximarla mediante el algoritmo A1.2. Primero

definimos las funciones fy g:
f.m

function z=f(x,y)

z=0;

g.m

function z=g(x,y)
if x==0
if y<=pi/2
if y>=0
z=0;
end
end
else if x==pi
if y>=0
if y<=pi/2
z=exp (-

yh2) *sin(2*pi*y);

end
end
end
end
if y==
if x<=pi
if x>=0
z=0;

end
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Para llamar al algoritmo A1.2 usaremos los siguientes parametros:
a=0, b=pi, ¢c=0, d=pi/2, n=8, m=4

end

else if y==pi/2

if x>=0
if x<=pi

z=exp (-

x"2)*sin(pi*x);

end

end
end

end

>> [A,b] = calculoAyb(‘f’,’g’,0,pi,0,pi/2,8,4)
Debido a que sale una matriz excesivamente grande, no la pongo aqui puesto que seria dificil
de visualizar. Directamente calculamos el vector X.

>> X=A\b

24

X =
0.2706
0.1765
0.0143

-0.0172
-0.0047
0.0032
0.0323
0.0969
0.0843
0.0303
0.0045
-0.0026
-0.0180
-0.0991
0.0327
0.0337
0.0179
0.0076
0.0078
0.0263
0.1156

Y, por dltimo, reconstruimos los valores de U.
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>> U=calculoU(X,8,4)

0.0327 0.0969 0.2706
0.0337 0.0843 0.1765
0.0179 0.0303 0.0143
0.0076 0.0045 -0.0172
0.0078 -0.0026 -0.0047
0.0263 -0.0180 0.0032
0.1156 -0.0991 0.0323

Para tener una mejor idea del resultado, podemes Hit’)fu‘jangn grafico.
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Tenemos el siguiente planteamiento:

O<x<nx

0<y<%

Y las siguientes condiciones de contorno:
u(0,y) =0, 0<y<%
u(r.y)=mcos(y), 0<y<74
ux,00=x, O<x<nx

u(x,%) = %sen(x), O<x<z

No conocemos la solucién, pero intentaremos aproximarla mediante el algoritmo A1.2. Primero

definimos las funciones fy g:
f.m

function z=f(x,y)

z=-y*sin(x)-x*cos(y):
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2. Ecuacioén parabélica: ecuacion del calor

2.1 Planteamiento del problema. Ecuacién.

Esta ecuacion también se conoce como ecuacion de difusion, y en ella interviene la variable

tiempo. La ecuacién es:
Ecuacion E2.1

2 62U

—6—2—(x,t)+f(x,t), t>0, x, <x<L
X

%t‘i(x,t) -

Lo que podemos expresar también de la siguiente manera:

U, =a®U, +f

Y lo que conocemos es el contorno y la situacién inicial, lo que expresamos asi:
u(Xo,t) = hy(t)
u(xn 1t) = h2 (t)

u(x,0) = g(x)

Nuestro problema consiste en calcular la temperatura en una barra (una linea) en un instante
del tiempo determinado, siendo conocida la temperatura inicial y la de los extremos. Lo
podemos expresar graficamente:

t
ik * . L L & "
Sk L » : o :
gk W P : » & »
3k * b J »: T :
2K ; * i L » »
k : "
¥ » W - . »
O i & L % -3 x
Ko Xy Kz XKy e Xy e
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Siendo los puntos redondos los que queremos calcular y, los cuadrados, los conocidos. Se
observa que lo que vamos a hacer es una malla de puntos. El eje x lo dividiremos en n partes,
mientras que el y lo dividiremos en m. Nuestro objetivo es calcular la temperatura de la barra

en el instante k-m.

2.2 Método progresivo.
La primera forma de la que vamos a tratar de resolver este problema es mediante un método
progresivo. Para ello el primer paso sera discretizar el problema.

2.2.1 Discretizacion del problema.
Para este método usaremos la primera forma de discretizacion de la primera derivada y la
discretizaciéon de la segunda derivada (ver apéndice).
Por tanto, tomando x=x;, t=t;, la ecuacion E2.1 quedaria asi:
u(x..t, +k)—u(x.,t. u(x, +h,t)—2u(x, t.)+u(x, —ht,
Oty HRO L) ey _ g2 B0 +) - 2006.0,) +ux, ~ i)
k ‘ h
Si eliminamos los residuos y llamamos u(x;t)~W; y A=a’k/h? la ecuacién anterior se queda en:
W =A=20W,, + AW, + AW, +Kf,

+O(h?) +f(x,.t;)

Segun la ecuacion anterior, conociendo los puntos para un valor de t, podemos hallar los
puntos para el valor de t inmediatamente superior. Por tanto, basta con hacer un algoritmo que
lo calcule: aqui no hay sistema de ecuaciones, es un método explicito.

2.2.2 Algoritmo A2.1: Resolucién de la ecuacion del calor mediante método progresivo.
El método progresivo puede expresarse matricialmente de la siguiente manera:

(W, ) (1-24 2 0 0 0 O 0 0 (W, (Kf-iht)
w,,., A 1-22 4 0 0 O© 0 0 w,, kf,,
W, || © A 1-24 4 0 0 0 o W, |, kf,

W, .. 0 0 0 4 1-24 4 0 o w,, kf,,

W,,..) L0 0 0 0 0 0 - 4 1-22)\W,,,) K., -2h()

~ J

b

k3
»<{

Resumiendo, el método progresivo es:

W, =AW, +b

MIO = {g(xi)}i=1...n—1
Este método tiene una estabilidad y una convergencia bastante malas. Para que este método
sea estable, A tiene que ser menor que1/2. Es decir, k tiene que ser mucho mas pequefio que

el cuadrado de h. El error de convergencia es O(k+h?).
A continuacién tenemos el algoritmo en Matlab del método progresivo.
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xi=x0+i*h;
if i==1
b(i)=k*feval (f,xi,t]j)-lambda*feval (hl,tj);
else if i==n-1
b(i)=k*feval (f, xi,tj)-lambda*feval (h2,t]j);
else
b(i)=k*feval(f,x1i,t]):
end
end
end
for i=1l:n-1
WI(i)=A(i,:)*W(:,3)+b(i);
end
W(:,j+1)=WJ;

end

2.3 Método regresivo.
Ya que el método anterior no es incondicionalmente estable, nuestro objetivo ahora es

conseguir un método que si lo sea

2.3.1 Discretizacion del problema.

Para este método usaremos la tercera forma de discretizacion de la primera derivada y la
discretizacion de la segunda derivada (ver apéndice).

Por tanto, tomando x=x;, t=t; la ecuacién E2.1 quedaria asi:

u(x, t, —k)—u(x,t,) +O(K) = a2 u(x; +ht,)—2u(x,t)+u(x; —-ht)
—k h
Si eliminamos los residuos y llamamos u(x;t)~W,; y A=a’k/h? la ecuacion anterior se queda en:

+O(h?) +£(x,.t))

w,

ij-1"

w,

i

=-W,

i+

+2AW,, - AW, - Kf,

J

Y, agrupando:
Ecuacion E2.2

1+ 20)W,, ~ AW, — AW, =Kf, + W, .,

+1,f

Esta ecuacién nos da el método regresivo.
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2.3.2 Algoritmo A2.2: Resolucion de la ecuacion del calor mediante método regresivo.
Si representamos matricialmente la ecuacién E2.2, obtenemos lo siguiente:

1+21 -2 o 0 0 0 0 o W, \ ( kf;+W,_ +ah()
-4 1424 -2 0 0 O 0 o w,, Kt +W,
0 -4 1+24 -4 0 0 0 o w,, |_ Kt +W,
0 0 0 -4 1+24 -4 o o ||w, | :
: : S S S R : K, + W,
0 0 0 0 0 0 - -4 1+22)\W,,, ) (K, +W,, +Aih(t)))
* T Wb ’

Por tanto el método queda expresado asi:
AW, =W, _,+b
{WO ={9(x)},

En este caso ya no tenemos un método explicito, sino implicito, donde tendremos que resolver
un sistema de ecuaciones lineales. En este método, la estabilidad es buena para cualquier
valor de A, es decir, es incondicionalmente estable. Sin embargo la convergencia sigue siendo
igual de mala que la del método progresivo (O(k+h?).
A continuacion tenemos el algoritmo en Matlab del método regresivo.
Datos que recibe el algoritmo:

e x0: valor inicial de x

e n: nimero de divisiones del eje X

o Lix,

e k: valor del paso en la variable tiempo

e f: funcién f(x,t)

e g: funcién g(x)

e h1: funcién hy(t)

e h2: funcién hy(t)

e m: nimero de divisiones que se haran en el eje Y

e alpha: valor de o
Datos que devuelve el algoritmo:

o W: matriz de n-1 filas y m+1 columnas. El valor (j,j) de dicha matriz representa el valor

de x; en el instante (j*k)-1.

function W = metodoregesivo(x0,n,L,k,f,g,hl,h2,m,alpha)
h=(L-x0) /n;

lambda=alpha”~2*k/h"2;

W=zeros (n-1,m+1) ;

W0=zeros (n-1,1);

for i=l:n-1

x=x0+i*h;
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end

W(:,

WO (i)=feval (g,Xx);

1)=Wo0;

A=zeros (n-1);

for

end

for

end

i=l:n-1

A(i,i)=1+2*lambda;

if i>1
A(i,i-1)=-1*lambda;

end

if i<n-1
A(i,i+l)=-1*lambda;

end

Jj=1l:m

WJ=zeros (n-1,1);

t3=3*k;

b=zeros (n-1,1);

for i=1l:n-1
xi=x0+i*h;

if i==

b(i)=k*feval (f,xi,t]j)+W(i,]J)+lambda*feval (hl,tj);

else if i==n-1

b(i)=k*feval (f,xi,tj)+W(i,j)+lambda*feval (h2,t]);

else

b(i)=k*feval (f,xi, tj)+W(i,]);

end
end

end

WJI=A\b; %b ya tiene incluido Wj-1

(metodo: AWj=Wj-1 + b)

%en este caso seria AWj=b2, donde b2=Wj-1 + b

W(:,3j+1)=WJ;

2.4 Método de Crank-Nicolson.
Con el método regresivo ya habiamos solucionado el problema de la estabilidad en el método

progresivo, sin embargo nos queda por encontrar un método que, ademas de eso, nos

proporcione una buena convergencia. Dicho método es el método de Crank-Nicolson.
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2.4.1 Discretizacion del problema.
El método de Crank-Nicolson lo que hace es un promedio entre la diferencia progresiva en el

pasojent,
W, ., =(-2AW,  + AW, + AW, +kF,
y la diferencia regresiva en el paso (j+1) ent,
(+20W, g = AW, o = AWy = K + W,
Por tanto, dicho método de diferencia promediada, llamado método de Crank-Niéolson,

quedaria asi:
Ecuacion E2.3

A f.+f .,
M/i,j+1 - M/:/ - 'Z'[VVMJ - 2VVi,j + Vvi-1,j + M/i+1,j+1 - ZM/t,m + M/i—1,j+1 =K '_j?'u

2.4.2 Algoritmo A2.3: Resolucion de la ecuacién del calor mediante método Crank-

Nicolson,
Si representamos matricialmente la ecuacién E2.3, obtenemos lo siguiente:

144 —-Al2 0 0 0 o© 0 0 \( W,
-Al2 1+4 -A12 0 0 O 0 0 || W,
0 -A/2 1+4 -4/2 0 0 0 0 || W, |_
0 0 0 -i/2 1+4 -A/2 0 o0 || W, |
0 0 0 0 0 0 - —A/2 1+4) (W,
v e ——
A W,
1-4 4/2 0 0 0 O 0 o0)\(W,
Al2 1-2 212 0 0 0 - 0 0 ||W,
|0 a2 1-42 a2 0 0 0 0 || W, |,
0 0 0 A/21-2 4/2 - 0 0 || W,
0 0 0 0 0 0 - a2 1-2)(wW,,
v '\~.__..V_4
5 W,
[ fiHfa A A
kT+§h1(tj)+5h1(tj+1)
kfz,j+f2,j+1
2
£ +h
+ k /21
k fn-z,j +fn—2,j+1
2
f;l— '+fn— + /1 2'
k—"f—2—£+5n2(t,)+-2-h2(t,+,))

-

v

b
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Por tanto el método queda expresado asi:
AW, =BW, +b
{VVO = {g(x,. )}i=1...n-1

Este método es incondicionalmente estable y su convergencia es buena, de O(k’+h?).
A continuacién tenemos el algoritmo en Matlab del método Crank-Nicolson.
Datos que recibe el algoritmo:

e Xx0: valor inicial de x

e n: ndmero de divisiones del eje X

e L:x,

e k: valor del paso en la variable tiempo

o f: funcion f(x.t)

e g: funcién g(x)

o h1: funcién hy(t)

e h2: funcién hy(t)

¢ m: nimero de divisiones que se haran en el eje Y

e alpha: valor de a
Datos que devuelve el algoritmo:

e W: matriz de n-1 filas y m+1 columnas. El valor (j,j) de dicha matriz representa el valor

de x; en el instante (j*k)-1.

function W = metodocranknic(x0O,n,L,k,£f,g,hl,h2,m,alpha)
h=(L-x0) /n;
lambda=alpha”2*k/h"2;
W=zeros (n-1,m+1);
W0=zeros (n-1,1);
for i=l:n-1
x=x0+i*h;
WO (i)=feval (g, x) ;
end
W(:,1)=W0;
A=zeros (n-1);
for i=l:n-1
A(i,i)=1+lambda;
if i>1
A(i,i-1)=-1*lambda/2;
end
if i<n-1
A(i,i+l)=-1*lambda/2;
end

end
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B=zeros(n-1);
for i=l:n-1
B(i,i)=1-lambda;
if i>1
B(i,i-1)=lambda/2;
end
if i<n-1
B(i,i+l)=lambda/2;
end
end
for j=1l:m
WJ=zeros (n-1,1);
t3=3*k;
tjl=(j+1) *k;
b=zeros (n-1,1);
for i=l:n-1
xi=x0+i*h;
if i==
b(i)=(lambda/2)*feval (hl,tj)+k*((feval (f,xi,tj)+feval (£, xi,tj1))/2)+(1
ambda/2) *feval (hl,tjl);
else if i==n-1
b(i)=(lambda/2)*feval (h2,tj)+k* ((feval (f,xi,t])+feval (f,xi,tjl))/2)+(1
ambda/2) *feval (h2,t]jl);
else
b(i)=k* (feval (f,xi,tj)+feval (f,xi,tjl))/2;
end
end
end
C=zeros (n-1,1);
for i=l:n-1
C(1)=B(i,:)*W(:,]J)+b(1i);
end
WJI=A\C;
W(:,j+1)=WJ;

end
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Tenemos el siguiente planteamiento:
u, = u,, +e*(—cos(t) — sen(t))

Y las siguientes condiciones de contorno:

u(0,t) = cos(t)

u(1,t) =e-cos(t)
Con la condicién inicial:

u(x,0) =e”
La solucién al problema es:
u(x,t) = e* -cos(t)

A continuacién vamos a intentar aproximar la solucién mediante los tres métodos que hemos

visto.

MEDIANTE EL METODO PROGRESIVO
Llamamos al algoritmo A2.1 con los siguientes parametros:
x0=0;n=10;L.=1;k=0.001;m=50;0=1

Las funciones f, g, h1 y h2 son:
fm

function z=f(x.t)
z=exp(x)*(-cos(t)-sin(t));

g.m

function z=g(x)

z=exp(x);

hi.m
function z=h1(f)
z=cos(t);

h2.m
function z=h2(t)
z=exp(1)*cos(t);

>> W=metodoprogresivo{0,10,1,0.001,f",'g",'h1’,'h2',50,1)
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2.2228
2.4565

Ahora vamos a comparer el resultado obtenido con la solucién real:

>> N=abs(U-W(:,51))

N =

.5281
.1239
.8451
.7439
.8667
.2542
.9326
.8975
.0972

& N B B O O O H B

>> norm(N.,inf)

ans =

4.0972

Puede observarse, por los resultados obtenidos, que la aproximacion es muy mala. A
continuacién utilizaremos los métodos regresivo y Crank-Nicolson para obtener una
aproximacién mejor.

MEDIANTE EL METODO REGRESIVO
Llamamos al algoritmo A2.2 con los mismos datos que en el caso anterior.

>> W=metodoregresivo(0,10,1,0.001,'f",'g","h1',"h2',50,1)
Al igual que antes, nos quedaremos con la tltima columna, correspondiente al instante t=0,05

segundos:

W(:,51) =

.21989145523137
.34819159121994
.48998347706017
.64668638103507
.81986843980261
.01126228609811
.22278233804944
.45654395443074

N NN R R R e
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MEDIANTE EL METODO DE CRANK-NICOLSON

Liamamos al algoritmo A2.3 con los mismos datos que en el caso anterior.

>> W=metodocranknic(0,10,1,0.001,'f,'g','h1','h2',60,1)
Al igual que antes, nos quedaremos con la Ultima columna, correspondiente al instante t=0,05

segundos:

W(:,51) =
1.21985295097921
1.34815371863190
1.48994370101291
1.64664238949506
1.81981756333287
2.01120081414481
2.22270476144078
2.45644220325031

Si la comparamos con la solucion real:
>> X=[0.1:0.1:0.9);
>> U=u(X,0.05)’

U =
1.10378974220900
1.21987632275960
1.34817183556297
1.48996030523286
1.64666079843047
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T e e

1.81984162636058
2.01123604095721
2.22275958185151
2.45652924773627

Ahora vamos a comparer el resultado obtenido con la solucién real:
>> N=abs(U-W(:,51))

N =

1.0e-004 *
0.33567843457760
0.23371780392356
0.18116931068235
0.16604219954974
0.18408935411829
0.24063027717069
0.35226812398648
0.54820410731349
0.87044485964416

>> norm(N,inf)

ans =

8.704448596441594e-005

Es decir, la diferencia mayor entre la solucién aproximada y la real es de aproximadamente
0,00008. Recordemos que en el caso del método regresivo, la diferencia maxima era de unos
0,00002, por tanto la solucién aproximada mediante el método regresivo era mejor que la

aproximada por Crank-Nicolson.

Podemos comparar las soluciones de ambos métodos para el instante t=1.
>> W=metodoregresivo(0,10,1,0.01,'f",'g",'h1','h2',100,1);

>> X=[0.1:0.1:0.9];

>> U=u(X,1)’;

>> N=abs(U-W(:,101));

>> norm(N,inf)

ans =
5.473208331819857e-004

>> W=metodocranknic(0,10,1,0.01,'",'g",'h1','h2',100,1);
>> N=abs(U-W(:,101));
>> norm(N,inf)
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ans =

0.02071918600716

De nuevo, la solucién aproximada mediante el método regresivo es mejor que la aproximada

mediante el método de Crank-Nicolson.

Tenemos el siguiente planteamiento:

u, =0.86u,,
O<x<2
0<t<1
Y las siguientes condiciones de contorno:
u(0,6)=0
u2t)=0
Con la condicién inicial:
4x i .
A si0<x<0.75;
u(x,0) =31 si0.75 < x<1.25;

4(2""% si1.25<x<2:

A continuacién vamos a intentar aproximar la solucion mediante el método regresivo y el

método de Crank-Nicolson.

MEDIANTE EL METODO REGRESIVO
Llamamos al algoritmo A2.2 con los siguientes parametros:
x0=0;n=20;L=2;k=0.001;m=500;0=0.86
Las funciones f, g, h1 y h2 son:
f.m

function z=f(x,t)
z=0;

g.m

function z=g(x)
if x>=0
if x<0.75
z=4*x/3;
end
if x>=0.75
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ifx<1.25
C z=1;
4 end
- if x>=1.25
if x<2
z=4*(2-x)/3;
“end
end
end
end

*  h1.m
' function z=h1(t)
z=0;

h2.m
function z=h2(t)

z=0;

>> W=metodogresivo(0,20,2,0.001,'f,'g",'h1",'h2',500,0.86)
Del resultado nos quedamos con el valor de la dltima columna, que equivale al valor de la
temperatura en el instante t=m*k=500*0.001=0,5 segundos.

W(:,501) =

.06281812736870
.12409080869845
.18231035882396
.23604374843011
.28396777462535
.32490166624318
.35783631586391
.38195938442962
.39667560426150
.40162171503981
.39667560426149
.38195938442962
.35783631586391
.32490166624318
.28396777462535
.23604374843011
.18231035882396

©O O O O O O O O © 0O 0O © © © o o o
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0.12409080869845
0.06281812736870

Cada valor corresponde a un Xx;.
Ahora vamos a hallar la temperatura para t=1 segundo.
>> W=metodoregresivo(0,20,2,0.001,'f,'g",'h1",'h2',1000,0.86)

W(:,1001) =

.02529513529798
.04996742086771
.07340934350972
.09504368546738
.11433773740491
.13081641548715
.14407395957333
.15378392446483
.15970721817053
.16169798923887
.15970721817053
.15378392446483
.14407395957333
.13081641548715
.11433773740490
.09504368546738
.07340934350972
.04996742086771
.02529513529798

O O O O O O O O O O © O O O © © o ©o ©°

MEDIANTE EL METODO CRANK-NICOLSON
Podemos calcular la solucién en t=1 por el método Crank-Nicolson para asi compararia con la

solucién dada por el método regresivo.

>> W=metodocranknic(0,20,2,0.001,'f",'g",'h1",'h2",1000,0.86)

W(:,1001) =
0.02525326206755
0.04988470541002
0.07328782245629
0.09488635095076
0.11414846340839
0.13059986247944
0.14383545977091
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.15352935054323
.15944283865546
.16143031413886
.15944283865546
.15352935054323
.14383545977091
.13059986247944
.11414846340840
.09488635095077
.07328782245629
.04988470541002
.02525326206755

O O O O O O O O O O o o

La diferencia entre la solucién del regresivo y la del Crank-Nicolson es la siguiente:

1.0e-003 *
0.04187323043006
0.08271545769854
0.12152105343072
0.15733451661425
0.18927399651042
0.21655300770826
0.23849980241866
0.25457392159586
0.26437951506741
0.26767510001804
0.26437951506664
0.25457392159414
0.23849980241630
0.21655300770523
0.18927399650663
0.15733451661049
0.12152105342757
0.08271545769660
0.04187323042911

Siendo la noma infinita:

ans =

2.676751000180444e-004
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Lo que quiere decir que ambos métodos nos han proporcionado soluciones muy similares. A
continuacioén tenemos un gréfico de la solucion hallada por Crank-Nicolson:

temp

t 00 ¥

Y también tenemos las curvas de nivel:

1

09

08

0.7

06

~ 05

0.4

03

0.2

0.1
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Tenemos el siguiente planteamiento:

1
U =——u,
100
0<x<1
O0<t<1

Y las siguientes condiciones de contorno:
u(0,t)=0
u(1t)=0
Con la condicion inicial:
u(x,0) = x*(1-x)
A continuaciéon vamos a intentar aproximar la solucién mediante el método regresivo y el

método de Crank-Nicolson.

MEDIANTE EL METODO REGRESIVO
Llamamos al algoritmo A2.2 con los siguientes parametros:
x0=0;n=10;L=1;k=0.001;m=100;x=0.01

Las funciones f, g, h1 y h2 son:
f.m

function z=f(x,t)

z=0;

g.m

function z=g(x)
z=x"2*(1-x);

h1i.m
function z=h1(t)

z=0;

h2.m
function z=h2(t)
=0;

>> W=metodoregresivo(0,10,1,0.001,'f",'g','h1','h2',100,0.01)
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Del resultado nos quedamos con el valor de la ultima columna, que equivale al valor de la
temperatura en el instante t=m*k=100*0.001=0,1 segundos.

W(:,101) =
0.00901398990686
0.03200799999657
0.06300200000000

.09599600000000

.12499000000000

.14398400000000

.14697800000000

.12797200000686

.08096602018627

o O O O o o

Vamos a hallar a continuacién el valor de la temperatura en el instante 0,8 segundos:
>> W=metodoregresivo(0,10,1,0.001,'f",'g’,’"h1','h2',800,0.01)

W(:,801) =
0.00911136260903
.03206399830060
.06301599999659
.09596799999999
.12491999999999
.14387200000000
.14682400000680
.12777600339878
.08072927478194

o O O O O O o o

MEDIANTE EL METODO DE CRANK-NICOLSON
Vamos a calcular también el valor de la temperatura en t=0,8 segundos:

>> W=metodocranknic(0,10,1,0.001,'f,'g",’h1',’"h2',800,0.01)

W(:,801) =
0.00911136339635
.03206399830691
.06301599999662
.09596800000000
.124592000000001
.14387200000002
.14682400000677
.12777600338619
.08072927320731

o O O O O o o o
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La diferencia entre la solucién del regresivo y la del Crank-Nicolson es la siguiente:

1.0e-008 *
0.07873203252545
.00063069480194
.00000342642581
.00000142663659
.00000183048021
.00000213162821
.00000277555756
.00125850441179
.15746261794458

o O O O O o O o

Siendo la norma infinita:

ans =

1.574626179445815e-009

Lo que quiere decir que ambos métodos nos han proporcionado soluciones muy similares. En
general podemos calcular la diferencia de todas las aproximaciones de las temperaturas de los
X; para cada tiempo t=t; hasta t=0,8. Seria asi:

>> W1=metodoregresivo(0,10,1,0.001,'f,'g",'h1",'h2',800,0.01);

>> W2=metodocranknic(0,10,1,0.001,'f",'g",'h1','h 2",800,0.01);

>> norm(abs(W1-W2),inf)

ans =
6.340001002524964e-007

A continuacion tenemos el grafico correspondiente a la solucibn aproximada por Crank-

Nicoison:
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- 1014

1012

t 0 0 X
Y a continuacién tenemos las curvas de nivel:
08 . v
(=]
07 -
06 -
=
05
i~
- 04 =
03
b 4
02 e
0.1 o
-
D i i
0.1 06 07

o Ejemplo 2.4

Tenemos el siguiente planteamiento:



Alfonso Sancho Miré. Analisis Numérico Il 57

0.04424332802440
-0.02948417098452

>> u(X,0.1)

ans =
0.00200000000000
0.00800000000000
0.01800000000000
0.03200000000000
0.05000000000000
0.07200000000000
0.09800000000000
0.12800000000000
0.16200000000000

>> N=abs(U-W(:,101))

N =
0.00320882386967
0.00452455991080
0.00515110317333
0.00594108698906
0.00822057240330
0.01524576511502
0.03488943205404
0.08375667197560
0.19148417098452

>> norm(N,inf)

ans =

0.19148417098452

Con estos datos podemos afirmar que la aproximacién para t=0.1 segundos es mejor que la
aproximacion paa t=1 segundo. Esto es debido a la poca estabilidad que tiene este método, asi

como su mala convergencia.
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Volvemos a aproximar la solucién al ejemplo 2.4, para t=1 segundo, pero esta vez con Crank-

Nicolson.

>> W=metodocranknic(0,10,1,0.001,'F,'g",'h1",'h2",1000,0.5);
>> W(:,1001)

ans =
-0.09980479683510
-0.12617704894934
-0.08421829575218
0.02246704814979
0.19173297029891
0.42286699658802
0.71658162081912
1.07502286762196
1.50179515160313

Y ahora la comparamos con U (solucién real):
>> N=abs(U-W(:,101))

N =
.11980479683510
.20617704894934
.26421829575218
.29753295185021
.30826702970109
.29713300341198
.26341837918088
.20497713237804
.11820484839687

o O O O O O O O o

>> norm(N.,inf)

ans =

0.30826702970109

Si recordamos, en el caso del método regresivo, este Ultimo dato era 0.30830171443292, cifra
que es practicamente la misma que la obtenida en el método Crank Nicolson. Los dos métodos
han obtenido soluciones de igual precision.

A continuacién tenemos el grafico que representa a la solucién estimada con Crank-Nicolson:
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temp

Y, a continuacion, las curvas de nivel:

1

09
08
07
06
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Tenemos el siguiente planteamiento:
u =u,
0<x<1
0<t
Y las siguientes condiciones de contorno:
u0,t)=0
u(lt)=0
Con la condici6n inicial:
u(x,0) = sen(zx)

Y sabemos que la solucién en t=0,5 segundos es:
>> U=u(X,0,5)’

61

ans=

. 00222241
.00422728
.00581836
.00683989
.00719188
.00683989
.00581836
.00422728
.00222241

O O O O O O O O o

VVamos a hacer una comparativa de los tres métodos para este ejemplo.
Llamamos al algoritmo correspondiente con los siguientes parametros:
x0=0;n=10;L=1;k=0.01;m=50;0:=1
Las funciones f, g, h1 y h2 son:
f.m

function z=f(x,t)

z=0;

g.m

function z=g(x)
z=sin(pi*x);

h1.m
function z=h1(t)
z=0;
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h2.m

function z=h2(t)
z=0;

>> Wprog=metodoprogresivo{0,10,1,0.01,'f,'g",'h1",'h2,50,1);
>> Wreg=metodoregresivo(0,10,1,0.01,f,'g’,'h1','h2',50,1);
>> Wcrank=metodocranknic(0,10,1,0.01,'f,'g','"h1",'h2',50,1);

Tabla 1: Soluciones aproximadas y solucién real. t=0,5 segundos.
X Wprog(:,51) Wreg(:,51) Wecrank(;,51) Solucién real

0.1 0.34540324e+06 0.00289801 0.00230512 0.00222241
0.2 -0.6559307e+06 0.00551235 0.00438460 0.00422728
0.3 0.90052692e+06 0.00758710 0.00603489 0.00581836
0.4 -1.0552476e+06 0.00891917 0.00709444 0.00683989
0.5 1.10560546e+06 0.00937817 0.00745953 0.00719188
0.6 -1.0477369e+06 0.00891917 0.00709444 0.00683989
0.7 0.88837425e+06 0.00758710 0.00603489 0.00581836
0.8 -0.6437780e+06 0.00551235 0.00438460 0.00422728
0.9 0.33789247e+06 0.00289801 0.00230512 0.00222241

Tabla 2: Diferencias entre las soluciones aproximadas y solucion real. t=0,5 segundos.

X |Wprog(:,51)-Uios| |Wreg(:,51)-Ui 05| |Wcrank(:,51)-U; o's|
0.1 0.34540323e+06 0.00067560 0.00008271
0.2 0.65593076e+06 0.00128507 0.00015732
0.3 0.90052692e+06 0.00176874 0.00021653
0.4 1.05524767e+06 0.00207928 0.00025455
0.5 1.10560545e+06 0.00218629 0.00026765
0.6 1.04773691e+06 0.00207928 0.00025455
0.7 0.88837425e+06 0.00176874 0.00021653
0.8 0.6437780%e+06 0.00128507 0.00015732
0.9 0.33789247e+06 0.00067560 0.00008271

Se observa claramente que la solucion aportada por el método progresivo es muy mala,
mientras que la del regresivo y la del Crank-Nicolson son buenas, siendo la de Crank-Nicolson
la mejor. A continuacién tenemos el grafico de la solucién estimada por Crank-Nicolson:
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Y a continuacién tenemos las isotermas:;

0.8

0.5
0.45
0.4
0.35
0.3
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0.2
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0.1
0.05
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2.6 Variacion de la ecuaciéon principal: no se conoce la temperatura en el

contorno.
Seguimos con el mismo planteamiento de al ecuacién del calor, sélo que ahora no conocemos

la temperatura de la barra en los extremos, sino conocemos el flujo de temperatura que pasa

por ellos. El planteamiento seria el siguiente:
ou , 0%u
E(x,t) =« 672-(x,t)+f(x,t) , >0, xg<x<L

Lo que podemos expresar también de la siguiente manera:

U, =a’U, +f(x.t)
Siendo las siguientes, respectivamente, las condiciones de contorno e inicial:
ou
—(x,,t) = hy(t
o Ve =hi(®

ou
5;()(” !t) - hz(t)

u(x,0) = g(x)

Nuestro objetivo ahora es adaptar los métodos progresivo, regresivo y Crank-Nicolson a este

nuevo planteamiento. En realidad la adaptacion es sencilla, basta con discretizar las

condiciones de contorno. Para discretizar la primera condicién de contorno usaremos la

primera forma de discretizacion de la primera derivada (ver apéndice). Tenemos entonces que,
tomando t=t;:

u(x, +h,t,)—u(x,,t,)

h

=h(t)
Es decir,
u(x, +ht)—u(x,,t)=h-h(t)
Si llamamos u(x;,t)~W;; nos queda que:
W, ~W,, =h-hyt))
Para discretizar la segunda condicién de contorno, usaremos la tercera forma de discretizacion
de la primera derivada (ver apéndice). Tenemos entonces que, tomando t=t;:

u(x, -ht)-u(x,t)
-h

=h2(tj)

Es decir,
u(x, —ht)-u(x,t)=-h-hyt)

Si llamamos u(x;t)~W;; nos queda que:

W,.,, -W,, =—h-ht)

-1~ "nj
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2.6.1 Algoritmo A2.4: Ecuacion del calor sin conocer la temperatura en el contorno, sino
el flujo. Resolucion mediante método progresivo.
Ahora, la expresién matricial del método progresivo quedaria asi:

Wou) (-4 1 0 o0 0 0..0 o o) %) (hhe)
Wil |4 1-22 2 0 0 o 0 o0 oW, kf,,
W,.| [0 1 1-22 2 0 0 0 0 o0||\WwW, Kf, |
W,..|_|0 0 A 1-24 A 0 0 0 0|W, | K,
W,.l |0 o 0 A 1-24 4 0 0 0|W, Kf,,
W, ., : : : P wg, :

: 0 o 0 0 0 o A 1=24 Al| : Kf,_,,
w,.) \0 0 0 0 0 o0 o 1 Ylw,) \-h-he)
VV/+1 i VV,I b

Siendo ahora el siguiente el método progresivo:
{V%M:zzw%”*B
W, = {g(xi)}i=1“,n—1

A continuacién tenemos el algoritmo en Matlab que implementa este método.
Datos que recibe el algoritmo:

o x0: valor inicial de x

e n: ndmero de divisiones del gje X

e L:ix,

e k: valor del paso en la vanable tiempo

e f: funcion f(x,t)

e g: funcién g(x)

e h1: funcién hy(t)

¢ h2: funcién hy(t)

e m: ndmero de divisiones que se haran en el eje Y

e alpha: valor de o
Datos que devuelve el algoritmo:

e WO: vector que contiene los valores de la temperatura inicial de la barra.

e W: matriz de n+1 filas y m columnas. El valor (i,j) de dicha matriz representa el valor de

x; en el instante (j*k).

function [WO0,W] = metodoprogesivo(x0,n,L,k,f,qg,hl,h2,m,alpha)
h=(L-x0) /n;

lambda=alpha”~2*k/h"2;

W=zeros (n+l,m) ;

WO=zeros (n-1,1);

for i=l:n-1

x=x0+i*h;
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WO (i)=feval(g,x);
end
A=zeros (n+l) ;
A(l,1)=-1;
A(l,2)=1;
A(n+l,n)=1;
A(n+l,n+l1)=-1;
for i=2:n
A(i,i)=1-2*lambda;
A(i,i-1)=lambda;
A(i,i+l)=lambda;
end
for j=1l:m
WJ=zeros (n+1,1);
ti=j*k;
b=zeros (n+l,1);
b(l)=h*feval (hl,t]j);
b(n+l)=-h*feval (h2,tj);
for i=2:n
xi 1=x0+(i-1)*h;
if j==
b(i)=k*feval (f,xi 1,t])+W0(i-1);
else
b(i)=k*feval (f,xi 1,tj)+W(i,j-1);
end
end
if j==
Wcero=zeros (n+l,1);
for i=2:n
Wcero (1)=WO0(i-1);
end
for i=l:n+l
WJ(i)=A(i, :)*Wcero+b (i) ;
end
else
for i=l:n+l
WI(1i)=A(i,:)*W(:,j-1)+b(1);
end
end
W(:,j)=WJ;

end




N N

NN
oD

D) /3 D T T W S

Alfonso Sancho Mird. Analisis Numeérico Il

WO (i)=feval(g,x);
end
A=zeros (n+l);
A(l,1)=-1;
A(l,2)=1;
A(n+l,n)=1;
A(n+l,n+1)=-1;
for i=2:n
A(i,i)=1-2*lambda;
A(i,i-1)=lambda;
A(i,i+l)=lambda;
end
for j=1:m
WJ=zeros (n+1,1);
t3=3*k;
b=zeros (n+l,1);
b(l)=h*feval(hl,tj);
b{n+l)=-h*feval (h2,t]);
for i=2:n
xi 1=x0+(i-1)*h;
if g== '
b(i)=k*feval (f,xi 1,t]j)+W0(i-1);
else
b(i)=k*feval (f,xi 1,tj)+wW(i,j-1);
end
end
if j==
Wcero=zeros (n+l1,1);
for i=2:n
Wcero (i)=WO0 (i-1);
end
for i=l:n+l
WJ(i)=A(i,:)*Wcero+b(i);
end
else
for i=l:n+l
WI(i)=A(i,:)*W(:,j-1)+b(i);
end
end
W(:,3)=WJ;

end
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2.6.2 Algoritmo A2.5: Ecuacion del calor sin conocer la temperatura en el contorno, sino

el flujo. Resoluciéon mediante método regresivo.
Ahora, la expresion matricial del método regresivo quedaria asi:

4 1 0 0o 0 o© 0 0o 0)\(%,) ( hht)
A 1424 -2 0 0 o0 o o0 o||/W, kf,; +W,
0 -4 1+24 -4 0 O 0 0 0||W, kfy; +W,
0 o -4 1424 -4 0 0 0 O0||Wy,l|_| kW,
0 0 0 A 1424 -2 0o 0 o||w, :
: : : : : O : : W, K +W, 5,
0 o0 0 0 0 0 .. -A 1+24 -A|| : K\, +W, .,
0 o0 0 0 o o o 1 Y, -hhe)

‘A‘ vV S, S

v, [Wr+2]

Por tanto el método queda expresado asi:

{Aw (W]
M/o = {g(xi)}i:1...n—1

A continuacién tenemos el algoritmo en Matlab que implementa este método.
Datos que recibe el algoritmo:
o x0: valor inicial de x
e n: nimero de divisiones del eje X
e L:x,
e k: valor del paso en la variable tiempo
e f: funcién f(x,t)
e g: funcién g(x)
e h1: funcién h,(t)
e h2: funcién hy(t)
e m: nimero de divisiones que se haran en el eje Y
e alpha: valor de o
Datos que devuelve el algoritmo:
e WO: vector que contiene los valores de la temperatura inicial de la barra.
e W: matriz de n+1 filas y m columnas. El valor (i,j) de dicha matriz representa el valor de

x; en el instante (j*k).

function [W0,W] = metodoregresivo(x0,n,L,k,f,g,hl,h2,m,alpha)
h=(L-x0) /n;

lambda=alpha”2*k/h"2;

W=zeros (n+l,m) ;

WO0=zeros(n-1,1);
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4 1 0 0 0 o0 o o o0 (Y
—A12 144 -a12 0 0 0 0 0 0 ||Wim
0 -A/2 144 -al2 0O 0 0 0 0 ||Wy,
0 0 -A/2 144 -Al2 0 .. O 0 0 || Wi
0 0 0 -A/2 1+4 -4/2 .. O 0 0 || W,
: : : : : P : : : W, .,
0 0 0 0 0 0 —“A12 144 -Al2 :
L 0 0 0 0 0 0 1 )W,
o 0 0 0 o0 O o o o)W,
Al2 1-4 412 0 0 O o 0 o0 ||W,
0 A/2 1-4 A/2 0 O 0 0 0 ||W,
o 0 w21-2 42 0 .. 0 0 0|V,
0 0 0 A/2 1-4 A/2 .. 0 0 0 ||W,
: : : : : : : : ol wg,
o 0 0O 0 0 © Al2 1-4 Al2||
o 0 0O 0 0 O 0 0 0)lw,
B v

Por tanto el método queda expres

Datos que recibe el algoritmo:

x0: valor inicial de x

e n: nimero de divisiones d

e L:x,

( h-ht,,)
ﬁJ +~ﬁJ+1

2
ot

k

1
2
f,, +f,

3,j+1

+ k 2

k
2

-1, j+1
2
—h-h, (tj+1)

\___T___/

b
ado asi:

j+

AR AP

fory th

{Tow =BW, +b

W, ={g(x, )}i=1“.n—1

el eje X

e k: valor del paso en la variable tiempo

e f: funcioén f(x,t)
e g: funcién g(x)
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e h1: funcién hy(t)
e h2: funcién hy(t)

e« m: nimero de divisiones que se haran en el eje Y

e alpha: valor de o
Datos que devuelve el algoritmo:

e \WO: vector de valores iniciales

70

e W: matriz de n-1 filas y m+1 columnas. El valor (i,j) de dicha matriz representa el valor

de x; en el instante (j*k).

function [W0,W] = metodocranknic(x0,n,L,k,f,g,hl,h2,m,alpha)

h=(L-x0)/n;
lambda=alpha”~2*k/h"2;
W=zeros (n+l,m);
W0=zeros (n-1,1);
for i=l:n-1
x=x0+i*h;
WO (i)=feval (g,x);
end
A=zeros (n+l);
A(l,1)=-1;
A(l,2)=1;
A(n+l,n)=1;
A(n+l,n+l)=-1;
for i=2:n
A(i,i)=1+lambda;
A(i,i-1)=-1*lambda/2;
A(i,i+l)=-1*lambda/2;
end
B=zeros (n+l);
for i=2:n
B(i,i)=1-lambda;
B{(i,i-1)=lambda/2;
B(i,i+l)=lambda/2;
end
for j=l:m
WJ=zeros (n+1,1);
ti=j*k;
tjl=(j+1) *k;
b=zeros (n+l,1);

b(l)=h*feval (hl,tjl);

b(n+l)=-h*feval (h2,tjl);
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for i=2:n
xi=x0+(i-1) *h;
b (i)=k* (feval (f,xi,t])+feval (f,xi,tjl))/2;
end
C=zeros (n-1,1);
if j==
Wcero=zeros (n+l,1);
for i=2:n
Wcero (1i)=W0 (i-1):
end
for i=l:n+l
C(i)=B{(i, :)*Wcero+b (i)
end
else
for i=l:n+l
C(1)=B(i,:)*W(:,J-1)+b(i);
end
end
WJ=A\C;
W(:,]j)=WJ;

end

Tenemos el siguiente planteamiento:

u, = u,, +e*(-cos(f) - sen(t))

Y las siguientes condiciones de contorno:

u,(0,t) = cos(f)

u (1,t) = e-cos(t)
Con la condicién inicial:

u(x,0) = e*

La solucién al problema es:

u(x,t) = e* -cos(t)

A continuacién vamos a intentar aproximar la solucién mediante los tres métodos que hemos

visto.
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MEDIANTE EL METODO PROGRESIVO
Llamamos al algoritmo A2.1 con los siguientes parametros:
x0=0;n=10;L=1;k=0.001;m=500;0=1
Las funciones f, g, h1 y h2 son:
fm

function z=f(x,t)
z=exp(x)*(-cos(t)-sin());

g.m

function z=g(x)

z=exp(x);

h1i.m
function z=h1(t)
z=cos(t);

h2.m
function z=h2(t)
z=exp(1)*cos(t);

>> [W0,W]}=metodoprogresivo(0,10,1,0.001,'f','g"','h1','h2',500,1)
Del resultado nos quedamos con el valor de la dltima columna, que equivale al valor de la
temperatura en el instante t=m*k=500*0.001=0,5 segundos.

W(:,500) =
1.0e+149 *

.21783598100892
.64360647150836
.77313089785103
.43305828850592
.48795976441173
.85139768783250
.49311108484838
.44168681027561
.78243245194339
.65055816125215
.22017858825862

= W 09 o o o N U W

Cada valor corresponde a un Xx;.
Como tenemos la soluciéon del problema, vamos a calcularla y a compararla con la solucién
estimada mediante el método progresivo. Recordemos que la solucién era:
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u(x.t) = e* -cos(t)

Lo que en Matlab podemos escribir como:

function z=u(x.t)
z=exp(x)*cos(t);

Aunque nosotros la escribiremos de la siguiente forma:

Asi esta preparada para trabajar con un vector. Por tanto, pedimos a Matlab que calcule lo

siguiente:
>> X=[0:0.1:1];
>> U=u(X,0.5)’

u.m

function Z=u(X,t)

for i=1:length(X)
Z(i)=exp(X(i))*cos(t);

end

73

U =

N e T = = =T =

.87758256189037
.96987872561156
.07188176160617
.18461255054283
.30919934004736
.44688903658417
.59905968491532
.76723426003562
.95309590961830
.15850479952265
.38551673095914

Ahora vamos a comparer el resultado obtenido con la solucién real:

>> N=abs(U-W(:,500))

N =

1.0e+149 *

1
3
5
7
8
8
8

.21783598100892
.64360647150836
.77313089785103
.43305828850592
.48795976441173
.85139768783250
.49311108484838
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7.44168681027561
5.78243245194339
3.65055816125215
1.22017858825862

>> nomm(N,inf)

ans =
8.851397687832497e+149

Puede observarse, por los resultados obtenidos, que la aproximacién es muy mala, el método
no converge. A continuacion utilizaremos los métodos regresivo y Crank-Nicolson para obtener

una aproximaciéon mejor.

MEDIANTE EL METODO REGRESIVO
Llamamos al algoritmo A2.2 con los mismos datos que en el caso anterior.

>> [W0,W]=metodoregresivo(0,10,1,0.001,'f,'g",'h1",’'h2',500,1)
Al igual que antes, nos quedaremos con la dltima columna, correspondiente al instante t=0,5

segundos:

W(:,500) =

.97392205201809
.06168030820712
.16095097394632
.27277072056067
.39827512624403
.53870994011100
.69544330995761
.86997911778576
.06397158376680
.27924131475214
.51779298784805

S N N = e = T = e =

Si la comparamos con la solucién real:
>> X=[0:0.1:1];
>> U=u(X,0.5)’

U =
0.87758256189037
0.96987872561156
1.07188176160617
1.18461255054283
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R e

.30919934004736
.44688903658417
.59905968491532
.76723426003562
.95309590961830
.15850479952265
.38551673095914

N N R R R e

Ahora vamos a comparar el resultado obtenido con la solucién real:

>> N=abs(U-W(:,500))

N =
.09633949012771
.09180158259556
.08906921234015
.08815817001784
.08907578619667
.09182090352683
.09638362504229
.10274485775015
.11087567414850
.12073651522949
.13227625688892

O O O O O O O O O O O

>> norm(N.,inf)

ans =

0.13227625688892

Los datos obtenidos nos demuestran que la aproximacion es mejor que la obtenida por el
método progresivo y, en general, es aceptable.

MEDIANTE EL METODO DE CRANK-NICOLSON
Llamamos al algoritmo A2.2 con los mismos datos que en el caso anterior.

>> [W0,W]=metodocranknic(0,10,1,0.001,'f,'g’','"h1','h2',500,1)
Al igual que antes, nos quedaremos con la Gltima columna, correspondiente al instante t=0,5

segundos:

W(:,500)
0.95310073488481

.04081100464885

.14002493619636

e
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.25177879873225
.37720817910964
.51755909210932
.67420000336526
.84863493242973
.04251782331177
.25766838525695
.49608961772578

NN R R R e

Si la comparamos con la solucion real:
>> X=[0:0.1:1];
>> U=u(X,0.5)’

e

U =
.87758256189037
.96987872561156
.07188176160617
.18461255054283
.30919934004736
.44688903658417
.59905968491532
.76723426003562
.95309590961830
.15850479952265
.38551673095914

N T e S T e =

Ahora vamos a comparar el resultado obtenido con la solucién real:

>> N=abs(U-W(:,500))

N =
.07551817299444
.07093227903729
.06814317459019
.06716624818942
.06800883906228
.07067005552515
.07514031844995
.08140067239411
.08942191369347
.09916358573430
.11057288676665

© O O O O ©O O O o o o
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Tenemos el siguiente planteamiento:

u, =%uxx +2x% -2t

0<x<1
0<t
Y las siguientes condiciones de contomo:
u (0t)=0
u (1) =4t
Con la condici6n inicial:
u(x,0)=0
La soluci6n es:
u(x,t) =2x* .t

Vamos a aproximar la solucién mediante el método regresivo.
Liamamos al algoritmo A2.2 con los siguientes pardmetros:
x0=0;n=10;L=1;k=0.01;m=100;0=0.5
Las funciones f, g, h1 y h2 son:
fm

function z=f(x,t)
Z=2"x"2-2*;

g.m

function z=g(x)
=0;

hi.m
function z=h1(t)
z=0;

h2.m

function z=h2(t)
z=4t;

>> [W0,W]=metodoregresivo(0,10,1,0.01,'F,'g",'h1",'h2',1 00,0.5)
El valor de los x para t=1 segundo es:
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.40966911330679
.42966911330679
.44439504975870
.45446913995950
.46033582080778
.46226175233446
.46033582080778
.45446913995950
.44439504975870
.42966911330680
.40966911330680

S O O O O O O O O o o

>> norm(N,inf)

ans =

( 0.46226175233446

La aproximacién es aceptable pero no demasiado buena. Veamos qué nos dice el método
Crank-Nicolson.

Vamos a resolver el ejemplo anterior mediante Crank-Nicolson.

>> [W0,W]=metodocranknic(0,10,1,0.01,'f,'g','h1','h2',100,0.5)
El valor de los x para t=1 segundo es:

W(:,100)=
-0.41973935934514
-0.41973935934514
-0.37406374279332
-0.28332955776493

0.14797152427216

0.03175679315803

0.25578140546461

0.52420610202870

0.83731065333898

1.19554923018520

1.59954923018520
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Ahora comparamos la solucién obtenida con la real:

>> N=abs(U-W(:,100))

N =
0.41973935934514
0.43973935934514
0.45406374279332
0.46332955776493
0.46797152427216
0.46824320684197
0.46421859453539
0.45579389797130
0.44268934666102
0.42445076981480
0.40045076981480

>> norm(N.,inf)

ans =

0.46824320684197

La aproximacién es aceptable pero no demasiado buena. En este caso la solucioén aportada por
el método regresivo era algo mejor. Veamos el grafico correspondiente a la soluciéon del méodo

regresivo:
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Y ahora vedmos las curvas de nivel:




N T T PN,

Alfonso Sancho Mird. Analisis Numérico 11 83

2.8 Variacion de la ecuacion principal: ecuacion del calor para trabajar con

fluidos

Ahora continuamos con el planteamiento anterior: tenemos la ecuacion del calor y no
conocemos la temperatura de la barra en sus extremos, sino el flujo de temperatura que pasa a
través de ellos. En esta ocasion vamos a afadirle a la ecuacién del calor un nuevo témino que
modela cuando se trabaje con fluidos. Dicho témino es:

ou
—(t,x
gax( )

2.8.1 Planteamiento del problema. Ecuacion.

La ecuacién que tenemos ahora es:

ou o’u ou
—8t—(x,t) = azg)-(?(x,t)+f(x,t)+s&-(t,x) ,t>0, xo<x<L

Lo que podemos expresar también de la siguiente manera:

U, =a®U, +f+eU,
Siendo las siguientes, respectivamente, las condiciones de contorno e inicial:
ou
5;()(01) =h(f)

ou _
o D) =1 (0)
u(x,0) = g(x)

2.8.2 Discretizacion.
La ecuacion del calor ya la tenemos discretizada, lo Gnico que tenemos que discretizar aqui es
el nuevo término. Para discretizario usaremos la primera forma de discretizacion de la primera
derivada (ver apéndice).
El término discretizado quedaria asi:
; ulx, +ht)-u(x,t)
h

2.8.3 Método progresivo.
Si a la discretizacion del método progresivo,
u(x,.t; +k)- u(x,.t;) L U(x, +ht)- 2u(xi,tj) +u(x, —hyt)
=a
k h
le ailadimos el nuevo término,
u(x,t, +k)-u(x,t) ,u(x,+ht) —2u(x;,t;) +u(x, -ht)
=«
k h?
la ecuacion del método progresivo quedaria ahora asi:

+f(x,.,tj)

u(x; +ht;))—u(x,t)
h

+f(x,t)+e
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V/i,j+1 =(1-24- ﬂ)M/,J +(A+ ,B)VVM,] +’wvi—1,j + kﬂ,j

donde S =5'f—.

Algoritmo A2.7: Método progresivo.
Podemos expresar matricialmente este método de la siguiente manera:

Woj) (-1 1 0 0 0 0 0 0 0
W, i A 1-24-8 A+B 0 0 0 0 0 0
W, ;. 0 A 1-24-8  A+p 0 0 0 0 0
W, m|_| O 0 A 1-24-8  A+p 0 .. 0 0 0
W, ., 0 0 0 A 1-24-8 A+ ... 0 0 0
M/ajn : : : : : : L : :
: 0 0 0 0 0 ... A 1-2A-8 A+p
w,,.,) \0 0 0 0 _ 0 ] 0 1 -1
W, A
(W,,) ( h-ht)
W, kf,,
W, kt,
. M/?’J + kf?.,.l'
W,, kf,;
W, :
: kf, 4,
w,;) \-h-h()
w, b

Siendo ahora el siguiente el método progresivo:;
W, =AW, +b
VVO = {Q(Xi )}i=1..,n<1

A continuacién tenemos el algoritmo en Matlab que implementa este método.

Datos que recibe el algoritmo:
o  x0: valor inicial de x
e n: numero de divisiones del eje X
o L:x,
e k: valor del paso en la variable tiempo
e f: funcién f(x.t)
e g: funcién g(x)
e h1: funcién hy(t)
e  h2: funcién hy(t)
e m: nimero de divisiones que se haran en el eje Y
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e alpha: valor de o
e E:valordecs
Datos que devuelve el algoritmo:
e WO: vector que contiene los valores de la temperatura inicial de la barra.
o W: matriz de n+1 filas y m columnas. El valor (i,j) de dicha matriz representa el valor de
X; en el instante j*k.

function [WO0,W] = metodoprogesivo(x0O,n,L,k,£f,qg,hl,h2,m,alpha, E)
h=(L-x0)/n;

lambda=alpha”2*k/h"2;

beta=k*E/h;

W=zeros (n+l,m) ;
W0=zeros (n-1,1);
for i=l:n-1
x=x0+i*h;
WO (i)=feval(g,x):
end
A=zeros (n+l);
A(l,1)=-1;
A(l,2)=1;
A(n+l,n)=1;
A(n+l,n+1)=-1;
for i=2:n
A(i,i)=1-2*lambda-beta;
A(i,i-1)=lambda;
A(i,i+1)=1lambda+beta;
end
for j=l:m
WJ=zeros (n+1,1);
tj=j*k;
b=zeros(n+l,1);
b(1l)=h*feval (hl,t]):
b(n+l)=-h*feval (h2,t]j);
for i=2:n
xi 1=x0+(i-1) *h;
if j==1
b(i)=k*feval (f,xi_1,t])+W0(i-1);
else
b(i)=k*feval (f,xi _1,tj)+W(i,j-1);

end
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1) *Wecero+b (i) ;

end
if j==1
Wcero=zeros {(n+1,1);
for i=2:n
Wcero(i)=W0(i-1);
end
for i=l:n+l
WJ(i)=A(1i,
end
else
for i=l:n+l
WJ(i)=A(i,:
end
end
W(:,3j)=WJ;
end

)W (z,3-1)+b (1)

2.8.4 Método regresivo.

Si a la discretizacién del método regresivo,

u(x, t, —k)—u(x,t.) u(x, +ht)—2u(x,t.)+u(x. —ht)
"y LA =a2 ! J LA ! J

-k

le ainadimos el nuevo término,

u(x,t, —k)-u(x,t) e u(x, +ht)—2u(x,t)+u(x, -ht)

h2

-k

la ecuacién del método regresivo quedaria ahora asi:

donde p =£hg—.

Algoritmo A2.8: Método regresivo.
Podemos expresar matricialmente este método de la siguiente manera:

0

0
—(A+5)
1+24+ 4

-A

+1(X,t,)

u(x, +ht))-u(x,t;)

e +(x,t)+e h

(A+220+ W, —(A+ PW,,, - AW, , =kf, , + W, ,

-1 1 0 0 0 0 0 0
A 1420+ —(A+)) 0 0 0 0 0
0 - 1+24+ 0 0 0 0 0
0 0 -4 —(A+ /) 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0
0 0 0

1420+ 8 -(A+p) ...

0

—A 1424+ 8 —(A+p)
0 1 -1

0
0 0
A
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(M/O,j ( h- h1(t,)
Ww kf1 j + VV1 -1
W,, kf,; +W, ;. ,
. W, - kf,; +W, ;
w,, s
W, K o +W, 5
: kf, 4, +W,
VV,,J =h- hz (tj)
W [#75)

Por tanto el método queda expresado asi:

]

{M -]
VVO = {Q(Xi )}i:1u.n—1

A continuacién tenemos el algoritmo en Matlab que implementa este método.

Datos que recibe el algoritmo:
o x0: valor inicial de x
e n: ndmero de divisiones del eje X
e Lix,
e k: valor del paso en la variable tiempo
e f: funcién f(x,t)
e @: funcién g(x)
e h1: funcién h,(t)
e h2: funcion hy(t)
¢ m: numero de divisiones que se haran en el eje Y
e alpha: valor de a
e E:valordecs
Datos que devuelve el algoritmo:

e WO: vector que contiene los valores de la temperatura inicial de la barra.

87

e \W: matriz de n+1 filas y m columnas. El valor (i,j) de dicha matriz representa el valor de

X; en el instante j*k.

function [WO0,W] = metodoregresivo(x0,n,L,k,f,g,hl,h2,m,alpha,E)

h=(L-x0)/n;
lambda=alpha”2*k/h"2;
beta=k*E/h;

W=zeros (n+l,m) ;
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W0=zeros (n-1,1);
for i=l:n-1
x=x0+i*h;
WO (i)=feval(g,x);
end
A=zeros (n+l);
A(l,1)=-1;
A(l,2)=1;
A(n+l,n)=1;
A(n+l,n+1)=-1;
for i=2:n
A(i,i)=1+2*lambdatbeta;
A(i,i-1)=-1*lambda;
A(i,i+l)=-1* (lambda+tbeta);
end
for j=1:m
WJ=zeros (n+l,1);
tj=j*k;
b=zeros (n+1,1);
b(1l)=h*feval (hl,t]j):
b(n+l)=-h*feval (h2,t]);
for i=2:n
xi 1=x0+(i-1)*h;
if j==1
b(i)=k*feval (f,xi_1,t])+W0(i-1);
else
b(i)=k*feval (f,xi 1,tj)+W(i,j-1);
end
end
WJ=A\b;
W(:,j)=WJ;

end

2.8.5 Método Crank-Nicolson.
El método de Crank-Nicolson es un método de diferencia promediada entre el método
progresivo en el paso j y el método regresivo en el paso j+1.
La ecuacién del método progresivo en el paso j es:
l’Vi,j+1 = (1 -24 _ﬂ)wlj +(ﬂ' + ﬂ)vvm,j +/1VV,'_1J +kfi,j

Y la del método regresivo en el paso j+1:
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a+24+ ﬂ)vvi j -(A+ AW, i+1,j+1 M'Vi-un =Kt VV: j

donde g = ‘;—g .

Por tanto, el método de Crank-Nicolson quedaria se la siguiente manera:

M/i,j+1 i [M/f+1]_2M/i,j+w +WI+1]+'| 2M/ij+1+wi1j+1]+ﬂ[vvl //+1 wi+1,j+1_M/i+1,j:l=
_kflj+flj+1
2
Agrupando, tenemos que:
A A £+t
(1+’1+ﬂ) ,/+1 ( +ﬂ) /+11+1 2VVi~1‘j+1:(1"}“”“£)W +(“+ﬂ z+1/+2vvi—1,j+k"-]"§"il
Algoritmo A2.9: Método Crank-Nicolson.
Podemos expresar matricialmente este método de la siguiente manera:
-1 1 0 0 0 0 .. 0 0 0
-A12 1+A+—2'q ( +ﬂ) 0 0 0 .. 0 0 0
ﬂ AP
0 =212 1+Ai+5 -~ fa 0 0 .. 0 0 0
2 2 2
B A P
0 0 212 1+i+= (Z+L% 0 .. 0 0 0
2 (2 2)
0 0 0 -212 1+/1+§ ()“ 'B .. 0 0 0
0 0 0 0 0 0 e, =A12 1+/1+£ —(—;E+£)
2 2 2
0 0 0 0 0 0 .. 0 1 -1
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A B A B
2 "ty 3tz 0 0 0 0 0 0
(VV0,1+1 2 2 2 2
VV1J+1 0 é— 1—2—& i.'__ﬂ_ 0 0 0 0 0
VV2j+1 2 2 2 2
AWssa|_| O 0 % 1_1_52 121__'_? 0 0 0 0
W, ,
4,j+1 4 P
0 0 0 5 1-A-2 Z+2 .. 0 0 0
va),jﬁ 2 2 2+2
W) |0 o 0 0 0 . % 1*}“_; §+§
VVJH
0 0 0 0 0 0 0o o 0
B
h.h1(tj+1)
kﬁ.i+f1,j+1
W, 2
M/1,j k f2.j + f2,j+1
w. 2
et £, +f
wW. . k 3,j 3,j+1
. 3. + —2——
w,, :
W. .
-5 ! k f"-Z.J' + ﬂ1~2, j+
’ 2
Wi 2

Por tanto el método queda expresado asi:

Datos que recibe el algoritmo:

x0: valor inicial de x

j+1

—h'hz(tjn)
b

{Zw =BwW, +b

VVD = {g(xi )}i=1.un—1

A continuacion tenemos el algoritmo en Matlab que implementa este método.

n: nimero de divisiones del eje X

L: xp,

k: valor del paso en la variable tiempo

f: funcion f(x.t)
g: funcién g(x)
h1: funcién hy(t)
h2: funcién hy(t)

m: ndmero de divisiones que se haran en el eje Y

alpha: valor de o
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e E:valordes
Datos que devuelve el algoritmo:
e WO: vector de valores iniciales
e W: matriz de n+1 filas y m columnas. El valor (i,j) de dicha matriz representa el valorde

x; en el instante j*k.

metodocranknic (x0,n,L,k, f,9,hl,h2,m,alpha,E)
h=(L-x0) /n;

lambda=alpha”2*k/h"2;

beta=k*E/h;

W=zeros (n+l,m);

WO=zeros (n-1,1):;

for i=1l:n-1
x=x0+i*h;
WO (i)=feval (g, x);

end

A=zeros (nt+l) ;

A(l,1)=-1;

A(l,2)=1;

A(n+l,n)=1;

A(n+l,n+l)=-1;

for i=2:n
A(i,i)=1+lambda+beta/2;
A(i,i-1)=-1*lambda/2;
A(i,i+l)=-1* (lambda/2+beta/2);

end

B=zeros (n+l) ;

for i=2:n
B(i,i)=1-lambda-beta/2;
B(i,i-1)=lambda/2;
B(i,i+1)=lambda/2+beta/2;

end

for j=1:m
WJ=zeros (n+1,1);
ti=j*k;
tjl=(j+1) *k;
b=zeros (n+l,1);
b(l)=h*feval (hl,tjl);
b(n+l)=-h*feval (h2,tjl);
for i=2:n

xi=x0+(i-1) *h;
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b (i)=k* (feval (f,xi,tj)+feval (£,xi,tjl))/2;
end
C=zeros (n-1,1);
if g==
Wcero=zeros (n+l,1);
for i=2:n
Wcero (i)=W0 (i-1);
end
for i=l:n+l
C(i)=B(i,:)*Wcerot+b(i);
end
else
for i=l:n+l
C(i)=B(i,:)*W(:,J-1)+b(i);
end
end
WJI=A\C;
W(:,J)=WJ;

end

Tenemos el siguiente planteamiento:
u, =u, +u, +e*(cos(t) - 2sen(t))
0<x<1
0<t

Y las siguientes condiciones de contorno:
u,(0,t) = sen(f)
u (1t) = e-sen(t)
Con la condicién inicial:
u(x,0)=0
La solucién es:
u(x,t) = e*sen(t)

Vamos a hacer una comparativa de los tres métodos.

Las funciones f, g, h1 y h2 son:
f.m
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function z=f(x,t)
z=exp(x)*(cos(t)-2*sin(t));

g.m

z=0;

function z=g(x)

h1.m

function z=h1(t)
z=sin(t);

h2.m

function z=h2(t)
z=exp(1)*sin(t);

Primera comparativa: t=0.5 sequndos

>> [W0,Wprog]=metodoprogresivo(0,10,1,0.01 ,f.,'g','h1",'h2',50,1,1);
>> [W0,Wreg]=metodoregresivo(0,10,1,0.01 ,f.'g",'h1",'h2',50,1,1);
>> [W0,Wcrank]=metodocranknic(0,10,1,0.01 ,f.'9",'h1','h2',50,1,1);

x

P O O O O O O O o o o
O W W Ny s W DN PO

Tabla 1: Soluciones aproximadas y solucién real. t=0,5 segundos.
Wocrank(:,50)

Wprog(:,50)
2.79 x 10%
-3.11 x 10%
3.85 x 10%
-3.70 x 10%
4.41 x 10%
-3.94 x 10
4.41 x 10%
-3.79 x 10*
3.87 x 10%
-3.24 x 10%
2.91 x 10

Wreg(:,50)

= B R R O O O O O O O

.51879866
.56674122
.62136345
.68305854
.75231410
.82971236
.91593143
.01174799
.11804120
.23579792
.36611929

0.
0.
.61543567
.67828435
.74884043
.82769323
.91552932
.01313522
.12140125
.24132684
.37402718

o

H =Bk B O O O O

51098340
55980113

Solucion real

H B P O O O 0O O O O o

.47942553
.52984716
.58557167
.64715678
.71521885
.79043908
.87357028
.96544447
.06698115
.17919654
.30321372

Tabla 2: Diferencias entre las soluciones aproximadas y solucion real. t=0,5 segundos.

|Wprog(:,50)-U; 05|

2.79 x 10%?
3.11 x 10%
3.85 x 10%

|Wreg(:,50)-U; 05|

0.03937312
0.03689405
0.03579178

|[Wcrank(:,50)-U; o's|
0.03155786
0.02995396
0.02986400
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0.03112756
0.03362157
0.03725414
0.04195903
0.04769074
0.05442009
0.06213030
0.07081345

0.03590175
0.03709524
0.03927328
0.04236114
0.04630352
0.05106004
0.05660137
0.06290556

3.70 x 102
4,41 x 10%
3.94 x 10%?
4.41 x 10%
3.79 x 102
3.87 x 10%?
3.24 x 10%?
2,91 x 10%?

0
0.4
0
0.
0

0

0

1.

& v
. - TN &
oL e @8 Lo

Se observa claramente que la solucién aportada por el método progresivo es muy mala, Las

soluciones de los otros dos métodos son muy parecidas entre si: en algunos casos ia méas

aproximada es la de Crank-Nicolson y en otros, la del regresivo. Veamos el gréfico

correspondiente a la solucién de Crank-Nicolson:

- e e

Y ahora veamos las curvas de nivel:
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om iva: t=

>> [W0,Wprog]}=metodoprogresivo(0,10,1,0.01,'f,'g','h1','h2',100,1,1);
>> [W0,Weg]=metodoregresivo(0,10,1,0.01,'f,'g",'h1","h2',100,1,1);
>> [W0,Wcrank]=metodocranknic(0,10,1,0.01,'f",'g",'h1','h2',100,1,1);

x

H O O O O O O O ©o O ©
. . . . . . . . . . .
O W O 3 & U & W N B O

Tabla 1: Soluciones aproximadas y solucién real. t=1 segundo.

Wprog(:,100)
2.0 x 10%°
-2.3 x 10%°
2.5 x 10%°
-2.7 x 10%
2.8 x 10%°
-2.7 x 10%
2.6 x 10%°
-2.5 x 10%
2.3 x 10%°
-2.0 x 10%
1.7 x 10%°

Wreg(:,100)
0.99489033
1.07903743
1.17507541
1.28369742
1.40573645
1.54217062
1.69413002
1.86290520
2.04995744
2.25693081
2.48566633

N NN R R R R e e o

Wecrank(:,100)
.98729767
.07198086
.16865882
.27802260
.40090378
.53827985
.69128099
.86119860
.04949554
.25781829
.48801105

Solucion real
0.84147098
0.92996926
1.02777498
1.13586702
1.25532719
1.38735111
1.53326010
1.69451447
1.87272811
2.06968465
2.28735528
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Tabla 2: Diferencias entre las soluciones aproximadas y solucién real. t=1 segundo.

X |Wprog(:,100)-U; 4| |Wreg(:,100)-U, | |Wcrank(:,100)-U, 4
0.0 2.0 x 10%° 0.15341934 0.14582669
0.1 -2.3 x 10% 0.14906817 0.14201159
0.2 2.5 x 10%° 0.14730043 0.14088384
0.3 -2.7 x 10%° 0.14783040 0.14215558
0.4 2.8 x 10%° 0.15040925 0.14557659
0.5 -2.7 x 10%° 0.15481951 0.15092874
0.6 2.6 x 10%° 0.16086992 0.15802089
0.7 -2.5 x 10%° 0.16839073 0.16668413
0.8 2.3 x 10%° 0.17722932 0.17676743
0.9 -2.0 x 10*° 0.18724615 0.18813364
1.0 1.7 x 10%° 0.19831105 0.20065577

Se observa claramente que la solucién aportada por el método progresivo es muy mala, Las
soluciones de los otros dos métodos son muy parecidas entre si: en algunos casos la mas
aproximada es la de Crank-Nicolson y en otros, la del regresivo. Veadmos el gréfico
correspondiente a la solucién de Crank-Nicolson:

[w
£
QQ
-t 1 Z
7=
0547
0
1
------- 1
05 08
0.4
0 0.2
t X

Y ahora veamos las curvas de nivel:
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3. Ecuacién hiperbélica: ecuacion de ondas

3.1 Planteamiento del problema. Ecuacién.

La ecuacion es:

Ecuacion E3.1
&u u
‘a—t;(X,t) =a? &T(X,t) +H(x,t)

Lo que podemos expresar también de la siguiente manera:

U,=a’U, +H

Y lo que conocemos es el contorno y la situacidn inicial, lo que expresamos asi:
u(x,,t) = h(t)
u(x,,t) = h,(t)

u(x,0) =f(x)
%”(x, 0)= g(x)

3.2 Discretizacion del problema.
Discretizamos el problema mediante la discretizaciéon de la segunda derivada (ver apéndice).
La ecuacién E3.1 quedaria asi:
u(x,t + k) —2u(x,t) + u(x,t - k) > U(x +ht)—2u(x,t) +u(x-ht)
k? n
Si despreciamos los errores y tomamos x=x;, t=t;, u(x;, t) ~ Wi;,y A=ak/h, tenemos que:
W, "ZVVi,j +M/I,j—1 = 2,2[VVI.+1J "ZVVi,j + Vvi-1,j] +k2Hi,j

(e

+O(K?) = +O(h?) + H(x,t)

Y, despejando Wi .+,
Ecuaci6n E3.2

w,

ij+

=AW, +2(1-2° W, + A°W,,,, -W, ,, + K*H,

!

3.3 Algoritmo A3.1: Ecuacién de ondas
La ecuacion E3.2 puede expresarse matricialmente de la siguiente manera:
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W) (20-2) 22 0 - 0 0 (W, )W, (KH,+Zht)
: A2 20-2%) A - 0 0 N K*H,,

W, 1 0 0 0 - A2 200-2%)) W) W) \KPH,_,, +2°hy(t)
W, A " W, ) 4 g

A+

Por tanto, el método queda expresado asi:

M/j+1 = AWJ —M/j—1 +b
VVO = {f(xi)}i=1...n—1
W, =¢?

Como se observa, nos falta por conocer el valor de W;. A continuaciéon se muestran dos formas

de calcularlo; nosotros nos quedaremos con la segunda, que es mejor.

3.3.1. Primera propuesta para hallar W,
Lo que queremos calcular es u(x;,ty), siendo t;=k. Por tanto:
TAYLOR 2
u(x;,t) =u(x, k) = u(x,0)+ k%tli(x,.,O) + %%(x,ﬁ) +O(k*)

Si despreciamos los dos Gltimos sumandos:

W, ={f(x)+k 'Q(Xi)}:::

3.3.2. Segunda propuesta para hallar W,

2 A2
El término %%t—';i(x,,O) lo hemos despreciado en la propuesta anterior. Sin embargo, podemos

2
observar que la parte %tg(xi,O) podemos sacarla de la ecuacion E3.1:

ou du
?(x/so) = a2 y(xlso) + H(X,,O)

2
Llamando f"(x;) = —Z—-in(x,.,O) +H(x;,0), tenemos que:
X

n-1
k*a?

2

=1

W, = {f(xi)+k-g(xf)+ f"(X,-)}

Por tanto, el método queda expresado asi:

[

W\ = AW, - W, ,+b

W, = {f(xi)}i=1.4.n~1

kzaz n-1

2

m={f(x,)+k-g(x,>+ f"(x,)}

i=1

Este método es condicionalmente estable. Para que sea estable, A tiene que ser menor o igual
que 1. La convergencia es buena (de orden O(h%*+k?)).
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Algoritmo
Datos que recibe el algoritmo:
e xO: valor inicial de x
¢ n: ndmero de divisiones del eje X
e L:Xx,
e k: valor del paso en la variable tiempo
e H: funcién H(x,t)
e f: funcion f(x)
e fpp: funcién (x)
e @: funcién g(x)
e h1: funcién hy(t)
e h2: funcién hy(t)
e m: nimero de divisiones que se haran en el eje Y
e alpha: valor de o
Datos que devuelve el algoritmo:
o \WO: vector que contiene los valores iniciales
e W1: vector que contiene los valores para t=k
e W: matriz de n-1 filas y m-1 columnas. El valor (i,j) representa al valor de x; en el
instante (j+1)*k

function [WO,Wl,W] = econdas(x0,n,L,k,H, £, fpp,g,hl,h2,m,alpha)
h=(L-x0)/n;

lambda=alpha*k/h;

W=zeros (n-1,m-1);

WO0=zeros (n-1,1);

Wl=zeros (n-1,1);

for i=l:n-1
x=x0+i*h;
WO (i)=feval (£, x);

end

for i=1l:n-1
x=x0+i*h;
Wl(i)=feval(f,x)+k*feval(g,x)+(k*2/2)*alpha~2*feval (fpp, x) ;

end

A=zeros (n-1);
for i=1l:n-1

A(i,i)=2*(1l-lambda"2);
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if i>1
A(i,i-1)=lambda”2;
end
if i<n-1
A(i,i+l)=lambda"2;
end
end
for j=l:m-1
WJ=zeros{n-1,1);
ti=j*k;
b=zeros (n-1,1);
for i=1l:n-1
xi=x0+i*h;
b(i)=k"2*(feval(H,0,0,0,xi,tj));
if i==
b(i)=b(i)+(lambda”~2)*feval (hl,t]j);
end
if i==n-1
b(i)=b(i)+(lambda”2)*feval (h2,tj);

end
end
if j==1
for i=l:n-1
WJI(i)=(A(i,:)*Wl-WO(i)+b(1));
end
else if j==
for i=l:n-1
WI(i)=(A(i,:)*W(:,3-1)-Wl(i)+b(1));
end
else
for i=l:n-1
WI(i)=(A(i,:)*W(:,3-1)-W(i,j-2)+b(i));
end
end
end
W(:,j)=WJ;

End
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Tenemos el siguiente planteamiento:

u,=U, -6xt
Con las siguientes condiciones de contorno:
u(0,t)=0
u(1t) = sen(1) - sen(t) +t
Y las siguientes condiciones iniciales:
u(x,0)=0
u,(x,0)=sen(x) +x°
Siendo la solucién:

u(x,t) = sen(x)-sen(t) + x* -t

Llamaremos al algoritmo A3.1 para intentar aproximar la solucién.

>> [WO0,W1,W] = econdas(0,10,1,0.01,'H','f",'fpp",'g",'h1','h2',100,1);
Con la instruccion anterior hemos calculado los valores de la ecuacién de ondas desde t=0 a
t=1. Veamos primero la comparativa entre la soluci6n aproximada para t=0.5 y la solucién real.

Solucién real t=0.5 Solucién aproximada Diferencia absoluta
0.04836268954660 0.04836515941960 0.0000024698729
0.09924715092056 0.09925206522135 0.0000049143007
0.15517993424704 0.15518723657060 0.0000073023235
0.21869709850368 0.21870666511574 0.0000095666120
0.29234884706593 0.29236033811291 0.0000114910469
0.37870402192622 0.37871657573662 0.0000125538103
0.48035441168228 0.48036660669192 0.0000121950096
0.59991883025051 0.59992922391735 0.0000103936668
0.74004692555132 0.74005356975455 0.0000066442032

Ahora, la comparativa entre la solucién aproximada para t=1y la solucidn real.

Solucion real t=1 Solucién aproximada Diferencia absoluta
0.08500692342254 0.08501933626214 0.0000124128395
0.17517447743525 0.17519823388959 0.0000237564543
0.27567167932995 0.27570504290323 0.0000333635732
0.39168423600472 0.39172509907731 0.0000408630725
0.52842268011133 0.52846808553522 0.0000454054238
0.69113025815209 0.69117620258967 0.0000459444375
0.88509049171057 0.88513267917136 0.0000421874607
1.11563433626716 1.11566790833342 0.0000335720662
1.38814686607076 1.38816644875670 0.0000195826859

Como vemos, la aproximacion realizada es excelente. Veamos un grafico que refleja la

solucioén:
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Y las curvas de nivel:
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Tenemos el siguiente planteamiento:
U, =U, -20x° +20t°

Con las siguientes condiciones de contorno:

u(0,t) =t°

u(t) =1+t°
Y las siguientes condiciones iniciales:

u(x,0) = x°

u,(x,0)=0

Siendo la solucién:

u(x,t) = x° +¢°

104

Llamaremos al algoritmo A3.1 para intentar aproximar la solucion. Esta vez usaremos un k mas

pequeiio que en el ejemplo anterior, para ver si la aproximacién es mejor o peor.

>> [W0,W1,W] = econdas(0,10,1,0.001,'"H",'f",'fpp’,'g",’h1",'h2",1000,1);
Con la instruccién anterior hemos calculado los valores de la ecuacién de ondas desde t=0 a

t=1. Veamos primero la comparativa entre la solucién aproximada para t=0.5 y la solucién real.

Solucién real t=0.5 Solucién aproximada Diferencia absoluta
0.03126000000000 0.03252456043514 0.00126456043514
0.03157000000000 0.03410647260712 0.00253647260712
0.03368000000000 0.03750112772988 0.00382112772988
0.04149000000000 0.04659725763930 0.00510725763930
0.06250000000000 0.06880052143837 0.00630052143837
0.10901000000000 0.11608356967671 0.00707356967671
0.19932000000000 0.20619628093674 0.00687628093674
0.35893000000000 0.36444947841479 0.00551947841479
0.62174000000000 0.62500368791917 0.00326368791917

Ahora, la comparativa entre la solucién aproximada para t=1 y la solucion real.

Solucién real t=1 Solucién aproximada Diferencia absoluta
1.00001000000000 1.00439683397623 0.00438683397623
1.00032000000000 1.00837851977669 0.00805851977669
1.00243000000000 1.01298867766086 0.01055867766086
1.01024000000000 1.02219525535076 0.01195525535076
1.03125000000000 1.04374006042485 0.01249006042485
1.07776000000000 1.08977713016017 0.01201713016017
1.16807000000000 1.17855196262200 0.01048196262200
1.32768000000000 1.33568693461965 0.00800693461965
1.59049000000000 1.59498637769632 0.00449637769632

Como vemos, la aproximacion realizada es muy buena, aunque no tan buena como la realizada

en el ejemplo anterior. Veamos un gréafico que refleja la solucion:
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Y las curvas de nivel:
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Tenemos el siguiente planteamiento:

U(t = Uxx
Con las siguientes condiciones de contorno:
u(0,f) =#*
u(lt) =1+t*
Y las siguientes condiciones iniciales:
u(x,0) = x?
u,(x,0)=0

Siendo la solucion:

u(xt) = x* +t*

Llamaremos al algoritmo A3.1 para intentar aproximar la solucién. Vamos a comparar, para el
mismo instante de tiempo (t=1), cdmo de buena es la aproximacion dependiendo del k usado.

>> [WO0,W1,W] = econdas(0,10,1,0.01,'H",'f",'fpp",'g",'h1",'h2",100,1);
Comparativa para k=0.01, en t=1 segundo.

Solucién real t=1 Solucién aproximada Diferencia absoluta
1.01000000000000 1.01000833791410 0.0000083379141
1.04000000000000 1.03998522204625 0.0000147779537
1.09000000000000 1.09001267576160 0.0000126757616
1.16000000000000 1.16001016986817 0.0000101698681
1.25000000000000 1.24994513726862 0.0000548627313
1.36000000000000 1.36006690146305 0.0000669014630
1.49000000000000 1.49004701546150 0.0000470154615
1.64000000000000 1.63980801095137 0.0001919890486
1.81000000000000 1.80975182533868 0.0002481746613

>> [WO0,W1,W] = econdas(0,10,1,0.001,'H",'f",'fpp’,'g",'h1','h2',1000,1);
Comparativa para k=0.001, en t=1 segundo.

Solucién real t=1 Solucién aproximada Diferencia absoluta
1.01000000000000 1.01000084531979 0.00000084531979
1.04000000000000 1.03999848440339 0.00000151559660
1.09000000000000 1.09000134859649 0.00000134859648
1.16000000000000 1.16000091012012 0.00000091012012
1.25000000000000 1.24999455370144 0.00000544629855
1.36000000000000 1.36000680906214 0.00000680906214
1.49000000000000 1.49000455818683 0.00000455818682
1.64000000000000 1.63998063300677 0.00001936699322
1.81000000000000 1.80997515199612 0.00002484800387

k=0.01. Veamos un grafico de la Gltima aproximacion:

Se observa claramente que la aproximacion con k=0.001 es mejor que la aproximaciéon con
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3.5 Variacion de la ecuacién principal: ecuacion de ondas con friccion
A la ecuacién E3.1 le vamos a afiadir un nuevo témino que modela cuando hay friccion. Dicho

témino es el siguiente:

—-—(x )+ B-u(x, t)+C (x )

Con lo que la ecuacién E3.1 quedaria:
Ecuacion E3.3

%:zg(x,t)z 2 & ”(x t)+A——(x ) +B-u(x, t)+C_(x )+ H(x.0)

Las condiciones de contorno e iniciales son las mismas.

3.5.1 Discretizacion
Para la discretizacion, usaremos la discretizacion de la segunda derivada y la segunda forma
de discretizacion de la primera derivada (ver apéndice). De esta forma, la ecuacién E3.3
quedaria:
u(x,t+k)— 2uI£)2(,t) +u(x,t —k) +O(K?) = u(x +h,t)- 2ul(1)2( ) +u(x—h,t)
+A u(x+hit)—u(x-h,t) +O(h?)+ Bu(x,f)+C u(x,t + k)—u(x,t - k)
2h 2k
Si despreciamos los errores y tomamos x=x;, t=t; y u(x; t) ~ Wj; tenemos que:
W, —2W,, +W,“=a2W 2w +W, w, VV""‘+H..

. —2W. . L —W W .. -
ij+ i+1,f i i-1j i+ -1 ij+1 \
& e +A h +BW,; +C————2k ¥

+O(h*) +

+O(k?) +H(x,)

Tomando A=ak/h nos queda:
k*A

=AW = W

i+1, j

w, W_,,)+k?BW,

f,j+1

—-2W,, +W,

i,j-1

W, +W_ )+

i+1 _(

( i i,j—1)+k2H

Y, despejando y agrupando:
Ecuacion E3.4

K’A
( ) i+ = = (2—%2 +kZB)M/i,j _(1+ ) ij-1 +(ﬂ'2 ) i+ +(ﬂ'2 __QF)M/I‘—M +k2Hl,j

3.5.2 Algoritmo A3.2: Ecuacion de ondas con friccion
La ecuacién E3.4 puede expresarse matricialmente de a siguiente forma:

2
2(1- %)+ kB 22 KA 0 0 0
W KA i KA
kC : A% - 21-A%)+k*B A%+ 0 0
1+— . =
( > ) : : 2h
an-1,j+1 . ' sz
W, 0 0 0 e A2 T 2(1-1%) +kZB

J

g
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for i=l:n-1
x=x0+i*h;
WO (i)=feval (f,x);
end
Wl=zeros(n-1,1);
for i=l:n-1

x=x0+i*h;

Wl (i)=feval (f, x)+k*feval (g,x)+(k*2/2) *alpha”2*feval (fpp, x) ;

end

A=zeros (n-1);

for i=l:n-1
A(i,i)=2*(1l-lambda”2)+k"2*B1l;

if i>1

A(i,i-1)=lambda”2-((k"2*Al)/(2*h));

end

if i<n-1

A(i,i+l)=lambda”2+((k*2*Al)/(2*h));

end

end

for j=l:m-1
WJ=zeros (n-1,1);
tj=j*k;
b=zeros (n-1,1);
for i=l:n-1

xi=x0+i*h;

b(i)=k*2* (feval (H,Al,B1,Cl,xi,t]j));

if i==

b(i)=b(i)+(lambda”2-((k*2*Al)/(2*h)))*feval (hl,tj);

end

if i==n-1

b(i)=b(i)+(lambda”2+( (k*2*Al)/(2*h)))*feval (h2,t]);

end
end
if j==

for i=1l:n-1

WJI(i)=(A(i,:)*Wl-(1+(k*C1/2))*WO(i)+b(i))*(1/(1-

(k*C1/2)));
end
else if j==

for i=l:n-1
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WI(i)=(A(i,:)*W(:,1)—-(1+(k*C1/2) ) *WLl(i)4+b (1)) *(1/ (1~
(k*C1/2)));
end
else
for i=l:n-1
WI(i)=(A(i,:)*W(:,3-1)-(1+(k*C1l/2))*W(i,]-
2)+b (1)) *(1/(1-(k*C1/2))):
end
end
end
W(:,3)=wJg;

end

Tenemos el siguiente planteamiento:
u,=U, -(6xt+Asen(t)cos(x)+3Ax2t+Bsin(x)sin(t)+Bx3t+Csin(X)cos(t)+Cx3);

En este primer ejemplo vamos a tomar A=1 y B=C=0.
Con las siguientes condiciones de contorno:
u0,t)=0
u(1,t) = sen(1) - sen(t) +t
Y las siguientes condiciones iniciales:
u(x,0)=0
u,(x,0) = sen(x) + x*
Siendo la soluci6n:

u(x.t) = sen(x) -sen(t) + x° -t

>> [W0,W1,W] = econdasfriccion(0,10,1,0.01,'H','f",'fpp’,'q’','h1",’"h2',50,1,1,0,0);
Comparativa para k=0.01, en t=0.5 segundos.

Solucioén real t=0.5 Solucién aproximada Diferencia absoluta
0.04836268954660 0.04845508764917 0.00009239810256
0.09924715092056 0.09939330982185 0.00014615890128
0.15517993424704 0.15535322338995 0.00017328914290
0.21869709850368 0.21888195349500 0.00018485499132
0.29234884706593 0.29253841130444 0.00018956423850
0.37870402192622 0.37889340971176 0.00018938778553
0.48035441168228 0.48053350543109 0.00017909374880
0.59991883025051 0.60006793394356 0.00014910369304
0.74004692555132 0.74013814105972 0.00009121550839
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Y las curvas de nivel:
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Tenemos el siguiente planteamiento:
U, = U, -(6xt+Asen(t)cos(x)+3Ax’t+Bsin(x)sin(t)+Bx’t+Csin(x)cos(t)+Cx’);
En este segundo ejemplo vamos a tomar A=C=0 y B=1.
Con las siguientes condiciones de contorno:
u(0,t)=0
u(1t) = sen(1)-sen(t) +t
Y las siguientes condiciones iniciales:
u(x,0)=0
u,(x,0) = sen(x) + x°
Siendo la solucion:
u(x,t) = sen(x)-sen(t) + x° -t
>> [W0,W1,W] = econdasfriccion(0,10,1,0.01,'H",'f,'fpp°,'q’,"h1",'h2",50,1,0,1,0);
Comparativa para k=0.01, en t=0.5 segundos.
Solucion real t=0.5 Solucioén aproximada Diferencia absoluta
0.04836268954660 0.04836521478617 0.00000252523956
0.09924715092056 0.09925217539566 0.00000502447510
0.15517993424704 0.15518740038959 0.00000746614255
0.21869709850368 0.21870688042481 0.00000978192113
0.29234884706593 0.29236059965227 0.00001175258633
0.37870402192622 0.37871686823226 0.00001284630603
0.48035441168228 0.48036689502203 0.00001248333974
0.59991883025051 0.59992945823899 0.00001062798847
0.74004692555132 0.74005370474507 0.00000677919374
>> [WO0,W1,W] = econdasfriccion(0,10,1,0.001,'H’,'f",'fpp",'g",'h1','h2',500,1, 0,1,0);
Comparativa para k=0.001, en t=0.5 segundos.
Solucién real t=0.5 Solucién aproximada Diferencia absoluta
0.04836268954660 0.04836440881463 0.00000171926802
0.09924715092056 0.09925057223355 0.00000342131298
0.15517993424704 0.15518502289094 0.00000508864390
0.21869709850368 0.21870379874477 0.00000670024108
0.29234884706593 0.29235705779823 0.00000821073230
0.37870402192622 0.37871348819916 0.00000946627293
0.48035441168228 0.48036443648428 0.00001002480199
0.59991883025051 0.59992793300298 0.00000910275246
0.74004692555132 0.74005287751340 0.00000595196207

Se observa que la aproximacién con k=0.001 es ligeramente mejor que la aproximacién con
k=0.01.

Ahora vamos a ver qué ocurre en t=1.

>> [WO0,W1,W] = econdasfriccion(0,10,1,0.01,'H','f",'fpp','g",'h1','h2",100,1,0,1,0);
Comparativa para k=0.01, en t=1 segundo.
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Solucion real =1 Solucién aproximada Diferencia absoluta
0.08500692342254 0.08502020127843 0.00001327785588
0.17517447743525 0.17519989591111 0.00002541847586
0.27567167932995 0.27570736523387 0.00003568590392
0.39168423600472 0.39172789095656 0.00004365495184
0.52842268011133 0.52847111479709 0.00004843468575
0.69113025815209 0.69117918629612 0.00004892814403
0.88509049171057 0.88513530427695 0.00004481256638
1.11563433626716 1.11566987769150 0.00003554142433
1.38814686607076 1.38816750965764 0.00002064358687

>> [W0,W1,W] = econdasfriccion(0,10,1,0.001,'H",'f','fpp','g','h1",'h2',1000,1,0,1,0);
Comparativa para k=0.001, en t=1 segundo.

Solucion real t=1 Solucion aproximada Diferencia absoluta
0.08500692342254 0.08501975963338 0.00001283621083
0.17517447743525 0.17519947534332 0.00002499790807
0.27567167932995 0.27570728036553 0.00003560103558
0.39168423600472 0.391727879771753 0.00004364377281
0.52842268011133 0.52847098814116 0.00004830802982
0.69113025815209 0.69117920540825 0.00004894725616
0.88509049171057 0.88513537714207 0.00004488543150
1.11563433626716 1.11566993366077 0.00003559739360
1.38814686607076 1.38816758412903 0.00002071805826

En este caso ambasa aproximaciones son igual de buenas. Veamos un gréafico de la segunda

aproximacion:
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Y las curvas de nivel:
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Tenemos el siguiente planteamiento:
U, = U,_-(6xt+Asen(t)cos(X)+3Ax’t+Bsin(X)sin(t)+Bx’t+Csin(x)cos(t)+Cx*);
En este tercer ejemplo vamos a tomar A=B=0 y C=1.
Con las siguientes condiciones de contorno:
u(0,6)=0
u(1,f) = sen(1) - sen(t) +t
Y las siguientes condiciones iniciales:
u(x,0)=0
u,(x,0) = sen(x) + x°
Siendo la soluci6n:
u(x,t) = sen(x)-sen(t) + x° -t

>> [WO0,W1,W] = econdasfriccion(0,10,1,0.01,'H','f,'fpp’,'g",'h1','h 2,50,1,0,0,1);
Comparativa para k=0.01, en t=0.5 segundos.

Solucién real t=0.5 Solucién aproximada Diferencia absoluta

0.04836268954660 0.04836539124942 0.00000270170281
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0.09924715092056 0.09925252637591 0.00000537545534
0.15517993424704 0.15518792069152 0.00000798644448
0.21869709850368 0.21870755366131 0.00001045515763
0.29234884706593 0.29236136940367 0.00001252233774
0.37870402192622 0.37871759730203 0.00001357537580
0.48035441168228 0.48036743296397 0.00001302128169
0.59991883025051 0.59992981571136 0.00001098546085
0.74004692555132 0.74005389167782 0.00000696612649

>> [WO0,W1,W] = econdasfriccion(0,10,1,0.001,'H",'f",'fpp",'q','h1','h2",500,1,0,0,1);

Comparativa para k=0.001, en t=0.5 segundos.

Solucién real t=0.5 Solucién aproximada Diferencia absoluta

0.04836268954660 0.04836462131144 0.00000193176483
0.09924715092056 0.09925099509316 0.00000384417260
0.15517993424704 0.15518565176279 0.00000571751575
0.21869709850368 0.21870462622079 0.00000752771710
0.29234884706593 0.29235806808104 0.00000922101510
0.37870402192622 0.37871463548675 0.00001061356052
0.48035441168228 0.48036559790204 0.00001118621975
0.59991883025051 0.59992889033848 0.00001006008796
0.74004692555132 0.74005341607496 0.00000649052364

Se observa que la aproximacion con k=0.001 es ligeramente mejor que la aproximacién con

k=0.01.
Ahora vamos a ver qué ocurre en t=1.

>> [WO0,W1,W] = econdasfriccion(0,10,1,0.01,'H",'f,'fpp’,'q’,"h1','h2',100,1,0,0,1);
Comparativa para k=0.01, en t=1 segundo.

Solucién real t=1 Solucién aproximada Diferencia absoluta
0.08500692342254 0.08502244289117 0.00001551946863
0.17517447743525 0.17520399284606 0.00002951541081
0.27567167932995 0.27571282861162 0.00004114928166
0.39168423600472 0.39173430903321 0.00005007302849
0.52842268011133 0.52847786315698 0.00005518304564
0.69113025815209 0.69118542839042 0.00005517023833
0.88509049171057 0.88514050986262 0.00005001815205
1.11563433626716 1.11567359263494 0.00003925636777
1.38814686607076 1.38816940864500 0.00002254257423

>> [W0,W1,W] = econdasfriccion(0,10,1,0.001,'H','f,'fpp",'g",'h1','h2",1000,1,0,0,1);
Comparativa para k=0.001, en t=1 segundo.

Solucién real t=1 Solucién aproximada Diferencia absoluta
0.08500692342254 0.08502279225548 0.00001586883294
0.17517447743525 0.17520525308490 0.00003077564965
0.27567167932995 0.27571517685248 0.00004349752253
0.39168423600472 0.39173698753626 0.00005275153154
0.52842268011133 0.52848034212281 0.00005766201147
0.69113025815209 0.69118792595910 0.00005766780701
0.88509049171057 0.88514266124345 0.00005216953288
1.11563433626716 1.11567514532681 0.00004080905964
1.38814686607076 1.38817029841775 0.00002343234698
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En este caso la primera aproximacién es Iigeraménte mejor que la segunda. Veamos un

gréafico de la primera aproximacion:
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Tenemos el siguiente planteamiento:
U, = U, -(6xt+Asen(t)cos()+3Ax*t+Bsin(x)sin(ty+Bx°t+Csin(Xx)cos(t)+Cx’);
En este tercer ejemplo vamos a tomar A=B=C=1.
Con las siguientes condiciones de contorno:
u0,t)=0
u(1,t) = sen(1)-sen(t) +t
Y las siguientes condiciones iniciales:
u(x,0)=0
u,(x,0) = sen(x) + x*
Siendo la soluci6n:
u(x,t) = sen(x)-sen(t) + x* -t
>> [W0,W1,W] = econdasfriccion(0,10,1,0.01,'H','f,'fpp",'a",'h1','h2',50,1,1,1,1);
Comparativa para k=0.01, en t=0.5 segundos.
Solucion real t=0.5 Soluciéon aproximada Diferencia absoluta
0.04836268954660 0.04846684391797 0.00010415437136
0.09924715092056 0.09941381498759 0.00016666406703
0.15517993424704 0.15537885625010 0.00019892200306
0.21869709850368 0.21890981435970 0.00021271585602
0.29234884706593 0.29256699626575 0.00021814919982
0.37870402192622 0.37892159518023 0.00021757325400
0.48035441168228 0.48055918999950 0.00020477831721
0.59991883025051 0.60008772031570 0.00016889006518
0.74004692555132 0.74014878250434 0.00010185695301
>> [W0,W1,W] = econdasfriccion{0,10,1,0.001,'H','f",'fpp’,'9','h1",'h2',500,1,1,1,1);
Comparativa para k=0.001, en t=0.5 segundos.
Solucion real t=0.5 Solucién aproximada Diferencia absoluta
0.04836268954660 0.04846586236427 0.00010317281766
0.09924715092056 0.09941194158041 0.00016479065985
0.15517993424704 0.15537617589239 0.00019624164534
0.21869709850368 0.21890647228701 0.00020937378332
0.29234884706593 0.29256335298832 0.00021450592238
0.37870402192622 0.37891847616459 0.00021445423836
0.48035441168228 0.48055742795266 0.00020301627037
0.59991883025051 0.60008695094093 0.00016812069042
0.74004692555132 0.74014840712824 0.00010148157691

Se observa que la aproximacion con k=0.001 es ligeramente mejor que la aproximacion con

k=0.01.
Ahora vamos a ver qué ocurre en t=1.

>> [W0,W1,W] = econdasfriccion(0,10,1,0.01,'H','f",'fpp‘,'a",'h1','h2',100,1,1,1,1);
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Comparativa para k=0.01, en t=1 segundo.

120

Solucion real t=1

Solucion aproximada

Diferencia absoluta

0.08500692342254

0.08559443201256

0.00058750859002

.17517447743525

0.17620162388555

0.00102714645030

.27567167932995

0.27699245420970

0.00132077487975

.39168423600472

0.39315440379770

0.00147016779298

.52842268011133

0.52990694486070

0.00148426474937

.69113025815209

0.69250722602089

0.00137696786880

.88509049171057

0.88624999938001

0.00115950766944

.11563433626716

1.11648061083346

0.00084627456630

HIFIOIO|IO|IO|0O|O

.38814686607076

1.38860154399826

0.00045467792749

>> [WO0,W1,W] = econdasfriccion(0,10,1,0.001,'H','f",'fpp’,'d",’'h1",'h2',1000,1,1,1,1);
Comparativa para k=0.001, en t=1 segundo.

Solucién real t=1 Solucioén aproximada Diferencia absoluta
0.08500692342254 0.08559442011481 0.00058749669227
0.17517447743525 0.17620253265321 0.00102805521797
0.27567167932995 0.27699463223498 0.00132295290503
0.39168423600472 0.39315685628741 0.00147262028269
0.52842268011133 0.52990902934599 0.00148634923465
0.69113025815209 0.69250930794827 0.00137904979618
0.88509049171057 0.88625173873814 0.00116124702757
1.11563433626716 1.11648180096900 0.00084746470183
1.38814686607076 1.38860222263344 0.00045535656268

aproximacion:

En este caso las aproximaciones son igual de buenas. Veamos un

grafico de la segunda
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En los ejemplos anteriores hemos resuelto el mismo problema pero con distintos coeficientes

A, By C. Vamos a comparar la diferencia que hay en el resultado con cada coeficiente:

Lo que vamos a comparar es la precision de la aproximacién en cada caso.

Para t=0.5, las diferencias entre la solucion real y la aproximada eran:

A=B=C=0 A=1,B=C=0 A=C=0,B=1
0.0000024698729 0.00009147400277 0.00000171926802
0.0000049143007 0.00014439208685 0.00000342131298
0.0000073023235 0.00017075446458 0.00000508864390
0.0000095666120 0.00018167410513 0.00000670024108
0.0000114910469 0.00018603468176 0.00000821073230
0.0000125538103 0.00018620045910 0.00000946627293
0.0000121950096 0.00017700056192 0.00001002480199
0.0000103936668 0.00014794570809 0.00000910275246
0.0000066442032 0.00009060918657 0.00000595196207

A=B=0,C=1 =B=C=1

0.00000193176483

0.00010317281766

0.00000384417260

0.00016479065985

0.00000571751575

0.00019624164534




I e e N N N N T U T W N N NN

e e

Alforso Sancho Miré. Andlisis Numérico 11 123

4. Ecuacién del calor: calentamiento de una plancha

4.1 Planteamiento del problema. Ecuacion.
Ternemos una plancha cuadrada y queremos calcular como va cambiando la temperatura en el
interior a lo largo del tiempo. Sélo conocemos la temperatura del contorno de la plancha.

El planteamiento es el siguiente:

2 2
%’ = az(g;g+%)+H(t,x,y)
0<x<L
O<y<lL
t>0

Con las siguientes condiciones de contorno:
u(t0,y) = h(t.y)
u(t,Ly) = hy(t.y)
u(t,x,0) = hy(t,x)
u(tv XIL) = h4 (tlx)
Y la condicidn inicial:
u(0,x,y) =f(x,y)

Gréficamente tendriamos la siguiente situacion:
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4.2 Discretizacién

El primer paso es discretizar el problema. Para ello nos basamos en la primera discretizacion
de la primera derivada y en la discretizacién de la segunda derivada (ver apéndice). Por tanto,
el problema discretizado quedaria:

u(t+k,x,y)-u(t,x,y)

p +0O(k) =
_ a2[u(t,x+h,y) —2u(:7,2x,y) +ut,x—h,y) N u(t,x,y +h) —2u(:;;(,y)+u(t,x,y -h) +O(h2)]

Si despreciamos O(k) y O(h?), y ademas tomamos x=x, Y=y, t=t, A=koa’/h’ y W' ~ u(t,x.y),
tenemos un método progresivo para calcular la temperatura en un punto t una vez conocida la

temperatura en t-1:

i+

.....

{w,{;‘ =AW, +(1-4W + AW + AW/, + AW, +kH],

donde n es el numero de divisiones que se haran.

Este método es estable si A<1/4.
A continuacién implementaremos este método progresivo en MATLAB.

4.3 Algoritmo A4.1: Ecuacién del calor en una plancha cuadrada / rectangular.

Método progresivo. Es estable si lambda es menor o igual que %a.

Datos que recibe el algoritmo:
e xO: valor inicial de x
e y0: valorinicial de y
e nx: nimero de divisiones que se tomaran en x
e ny: namero de divisiones que se tomaran en y
e Lx: valor final de x
e Ly: valorfinal dey
e k:valordel paso ent
e f: condici6n inicial
e H: funcién H(t,x,y)
¢ h1: condicién de contorno cuando x=0
e h2: condicién de contorno cuando x=Lx
¢ h3: condicién de contorno cuando y=0
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e h4: condicién de contorno cuando y=Ly
e p:valorfinaldet
e alpha: valor de o

Datos que devuelve el algoritmo:
e W: matriz de p filas, donde cada fila es una matriz de orden (nx-1)*(ny-1). El valor
W(i,j,p) representard a Wi -1

e T T T T e N N e N e N W N

function W =
metodoprogresivo (x0,y0,nx,ny,Lx,Ly,k,£f,H,hl,h2,h3,h4,p,alpha)
hx=(1Lx-x%0) /nx;
hy= (Ly-y0) /ny;
lambda=alpha”2*k/ (hx*hy) ;
W=zeros (nx-1,ny-1,p);
WO0=zeros (nx-1,ny-1);
for j=liny-1
y=y0+j*hy;
for i=linx-1
x=x0+i*hx;
WO (i,j)=feval(f,x,vy):
end
end

W(:,:,1)=WO0;

for 1=l:p
WL=zeros (nx-1,ny-1);
t=1*k;
for j=l:ny-1
y=yO0+j*hy;
for i=l:nx-1
x=x0+i*hx;
if j==1
if i==
WL(i,j)=lambda*W(i+l,j,1)+(1-
4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W (i, j+1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (hl,
y,t)+tlambda*feval (h3,x,t);
else if i==nx-1
WL(i,j)=(1-4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i-
1,j,1)+lambda*W(i,j+1,1)+k*feval (H, t, x,y) +tlambda*feval (h2,y, t)+lambda*
feval (h3,x,t);
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else
WL(i,j)=lambda*W(i+1,3j,1)+(1-
4*]lambda)*W(i,j,1)+lambda*W(i-
1,3,1)+lambda*W (i, j+1,1)+k*feval (H, t,x,y) tlambda*feval (h3,x,t);
end
end
else if j==ny-1
if i==
WL(i,j)=lambda*W(i+1,3,1)+(1-
4*]lambda)*W(i,j,1l)+tlambda*W(i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (hl,y, t)+lambda*feval (h4,x,t);
else if i==nx-1
WL(i,j)=(1l-4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i-
1,j,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (h2,y, t)+lambda*feval (h4,x,t);
else
WL(i,j)=lambda*W(i+1,3j,1)+(1-
4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i-1,3j,1)+lambda*W (i, j—
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (h4,x,t);
end
end
else
if i==1
WL(i,j)=lambda*W({i+1,3j,1)+(1-
4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i,j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (hl,y,t):
else if i==nx-1
WL(i,j)=(1l-4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i-
1,j,1)+lambda*W(i,j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H,t,x,y)+lambda*feval (h2,y,t):
else
WL(i,j)=lambda*W(i+1,]j,1)+(1-

4*lambda)*W(i,j,1)+lambda*W(i-1,j,1)+lambda*W(i,j+1,1)+lambda*W(i, j-

1,1)+k*feval (H,t,x,Vy):
end
end
end
end
end
end
W(:,:,1+1)=WL;
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end

El planteamiento es el siguiente:

UEUoctUyy+(cos(t)-2),
con x,y € [0,1] y t>0
Con las siguientes condiciones de contorno:
u(0,y.t) = sin(t)
u(1,y,t) =sin(t) + 1
u(x,0,t) = sin(t) + x*
u(x,1,t) = sin(t) + x>
Y la condici6n inicial:
u(x,y,0) = x*
La solucién de este ejemplo es:
u(x,y.H=sin(t) + x*

Ahora llamaremos al algoritmo anterior (A4.1) para intentar aproximar la soluciéon de ese
ejemplo. Los datos que pasaremos son:
x0=0, y0=0, nx=10, ny=10, Lx=1, Ly=1, k=0.001, p=200, alpha=1
Los archivos f.m, H.m, h1.m, h2.m, h3.m, y h4.m son, respectivamente:
f.m

function z=f(x,y)
z=x"2;

H.m
function z=H(t,x,y)

z=cos(t)-2;

hi.m
function z=h1(y,})
z=sin(t);

h2.m
function z=h2(y,t)
z=sin(t)+1;
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X

e

Isotermas correspondientes a la estimacion Wi »q0 (t=0.2 segundos):

Ahora vamos a calcular el error cometido en la aproximacion.

Siendo u.m

function Z=u(X,Y,t)
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nx=length (X) ;
ny=length(Y) ;

Z=zeros (nx,ny) ;

for j=1l:ny

for i=l:nx

Z(i,j)=sin(t)+X(i)*2;

end

end

Vv=[0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9]

130

haremos la llamada a u.m para calcular el valor de la solucién en t=200*0.001=0.2, que es el

ultimo valor que hemos calculado con el método progresivo.

>>Z=u(V,V,0.2)

7 =
Columns 1 through 7
0.2087 0.2087

0.2387 0.2387
0.2887 0.2887
0.3587 0.3587
0.4487 0.4487
0.5587 0.5587
0.6887 0.6887
0.8387 0.8387
1.0087 1.0087

Columns 8 through 9
0.2087 0.2087

0.2387 0.2387
0.2887 0.2887
0.3587 0.3587
0.4487 0.4487
0.5587 0.5587
0.6887 0.6887
0.8387 0.8387
1.0087 1.0087

H O O O O O O O o

.2087
.2387
.2887
.3587
. 4487
.5587
.6887
.8387
.0087

H O O O O O O O O

.2087
.2387
.2887
.3587
.4487
.5587
.6887
.8387
.0087

0.2087
0.2387
0.2887
0.3587
0.4487
0.5587
0.6887
0.8387
1.0087

H O O O O O o O O

.2087
.2387
.2887
.3587
.4487
.5587
.6887
.8387
.0087

H O O O O O o o o

.2087
.2387
.2887
.3587
.4487
.5587
.6887
.8387
.0087

Ahora calcularemos el valor absoluto de la diferencia entre el valor real y el estimado, para

t=0.2
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>> N=abs(Z-W(:,:,201))

N =
1.0e-003 *
Columns 1 through 7
0.9781 0.9761 0.9743 0.9732 0.9728 0.9732 0.9743
0.9761 0.9721 0.9687 0.9665 0.9657 0.9665 0.9687
0.9743 0.9687 0.9641 0.9610 0.9599 0.9610 0.9641
0.9732 0.9665 0.9610 0.9573 0.9561 0.9573 0.9610
0.9728 0.9657 0.9599 0.9561 0.9547 0.9561 0.9599
0.9732 0.9665 0.9610 0.9573 0.9561 0.9573 0.9610
0.9743 0.9687 0.9641 0.9610 0.9599 0.9610 0.9641
0.9761 0.9721 0.9687 0.9665 0.9657 0.9665 0.9687
0.9781 0.9761 0.9743 0.9732 0.9728 0.9732 0.9743

Columns 8 through 9
0.9761 0.9781

0.9721 0.9761
0.9687 0.9743
0.9665 0.9732
0.9657 0.9728
0.9665 0.9732
0.9687 0.9743
0.9721 0.9761
0.9761 0.9781

>> norm(N,inf)

ans =

0.0088

Por los datos obtenidos se observa que el error cometido es pequefio, por tanto la
aproximacion es bastante buena.

El planteamiento es el siguiente:
Ut=Uxx+Uyy+cos(2nx)sin(2ny)[cos(t)+8nzsin(t)],
con x,y € [0,1] y t>0
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Con las siguientes condiciones de contorno:
u(0,y.t) = sin(t)sin(2ny)
u(1,y,t) = sint)sin(2ry)
u(x,0)=0
ux,1,)=0
Y la condicion inicial:
u(x,y,0)=0
La solucién de este ejemplo es:
u(x,y.t)=sin(t)cos(2nx)sin(2ny)

Ahora llamaremos al algoritmo A4.1 para intentar aproximar la solucién de ese ejemplo. Los
datos que pasaremos son:
x0=0, y0=0, nx=10, ny=10, Lx=1, Ly=1, k=0.001, p=200, alpha=1
Los archivos f.m, H.m, h1.m, h2.m, h3.m, y h4.m son, respectivamente:
f.m

function z=f(x,y)
z=0;

H.m

function z=H(t,x,y)
z= cOos(2*pi*x)*sin(2*pi*y)*(cos(t)+8*(pi*2)*sin(t));

h1i.m
function z=h1(y,t)
z=sin(t)*sin(2*pi*y);

h2.m
function z=h2(y,t)
z=sin(t)*sin(2*pi*y);

h3.m
function z=h3(x,t)
z=0;

h4.m
function z=h4(x.,t)
z=0;

>> W=metodoprogresivo(0,0,10,10,1,1,0.001,'F,'"H",’'h1",'h2','"h 3',’'h4',200,1)
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W(:,:,201) =
Columns 1 through 4

0.09598954747058
0.03638232652231
-0.03795973041151
-0.09826238317298
-0.12131557634946
-0.09826238317298
-0.03795973041151
0.03638232652231
0.09598954747058

Columns 5 through 8

0.00000000000000
0.00000000000000
0.00000000000000
-0.00000000000000
-0.00000000000000
-0.00000000000000
-0.00000000000000
0.00000000000000
0.00000000000000

Column 9
-0.09598954747058
-0.03638232652231
0.03795973041151
0.09826238317298
0.12131557634946
0.09826238317298
0.03795973041151
-0.03638232652231
-0.09598954747058

0.15531435037212
0.05886784090289
-0.06142013400961
-0.15899187578945
-0.19629272589821
-0.15899187578945
-0.06142013400961
0.05886784090289
0.15531435037212

-0.09598954747058
-0.03638232652231
0.03795973041151
0.09826238317298
0.12131557634946
0.09826238317298
0.03795973041151
-0.03638232652231
-0.09598954747058

0.15531435037212
0.05886784090289
-0.06142013400961
-0.15899187578945
-0.19629272589821
-0.15899187578945
-0.06142013400961
0.05886784090289
0.15531435037212

-0.15531435037212
-0.05886784090289
0.06142013400961
0.15899187578945
0.19629272589821
0.15899187578945
0.06142013400961
-0.05886784090289
-0.15531435037212

0.09598954747058
0.03638232652231
-0.03795973041151
-0.09826238317298
-0.12131557634946
-0.09826238317298
-0.03795973041151
0.03638232652231
0.09598954747058

-0.15531435037212
-0.05886784090289
0.06142013400961
0.15899187578945
0.19629272589821
0.15899187578945
0.06142013400961
-0.05886784090289
-0.15531435037212

Grafico correspondiente a la estimacion Wi a0 (t=0.2 segundos):
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Isotermas correspondientes a la estimacién W, 200 (t=0.2 segundos):

(R

Ahora vamos a calcular el error cometido en la aproximacion.

Siendo u.m

function Z=u(X,Y,t)
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>> norm(N,inf)

TN TN N N TN TN e N

ans =

0.04755055153153

Por los datos obtenidos se observa que el error cometido es pequeiio, por tanto la

aproximacién es bastante buena.

El planteamiento es el siguiente:

u, =u,+u, + 27z sen(n x)sen(zt)cos(zy) + = cos(zt)sen(z x)cos(ry),

conxy € [0,1]y t>0
Con las siguientes condiciones de contorno:
u@,y,h=0
u(1,y.t) = sin(r)sin(nt)cos(ny)
u(x,0,t) = sin(xt)sin(mx)
u(x,1,t) = -sin(t)sin(nx)
Y la condicién inicial:
u(x,y,0)=0
La solucién de este ejemplo es:
u(x,y,b)=sin(xnt)sin(nx)cos(ny)

Ahora llamaremos al algoritmo A4.1 para intentar aproximar la solucién de ese ejemplo. Los
datos que pasaremos son:
x0=0, y0=0, nx=10, ny=10, Lx=1, Ly=1, k=0.001, p=200, alpha=1
Los archivos f.m, H.m, h1.m, h2.m, h3.m, y h4.m son, respectivamente:
f.m

function z=f(x,y)
z=0;

H.m

function z=H(,x,y)
=2*pi*2*sin(pi*x)*sin(pi*t)“cos(pi*y)+pi*cos(pi*t)
*sin(pi*x)*cos(pi*y);

h1i.m
function z=h1(y,t)
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z=0;

h2.m

function z=h2(y,t)
z=sin(pi)*sin(pi*t)*cos(pi*y);

h3.m

function z=h3(x.t)
z=sin(pi*t)*sin(pi*x);

h4.m

function z=h4(x,t)
z=sin(pi*t)*sin(pi*x);

>> W=metodoprogresivo(0,0,10,10,1,1,0.001,'F,'"H",'h1",'h2",'h3','"h4",200,1)

138

W(:,:,201) =

Columns 1 through 3

0.17470603958132
0.33231170836509
0.45739012898661
0.53769775429660
0.56537285095175
0.53770531397982
0.45740236081101
0.33232394018950
0.17471359926455

Columns 4 through 6

0.05925183395377
0.11270698978507
0.15513494674492
0.18238256120485
0.19178060495243
0.18240582751448
0.15517259242470
0.11274463546485
0.05927510026341

Columns 7 through 9

-0.10538699812527
-0.20045517186492
-0.27589684866953

0.14968783166036
0.28472521753977
0.39189501968802
0.46070671142937
0.48442326299560
0.46072109080079
0.39191828599971
0.28474848385146
0.14970221103178

0.00278099799887
0.00529324679627
0.00729297742754
0.00858444275845
0.00903907822162
0.00860890640375
0.00733256043714
0.00533282980587
0.00280546164419

-0.14641857189251
-0.27850263169158
-0.38332160909987

0.10988674780756
0.20901982584846
0.28769713506814
0.33821719261336
0.35563300634448
0.33823698411923
0.28772915839735
0.20905184917767
0.10990653931345

-0.05396206128736
-0.10263863582341
-0.14126287899515
-0.16605398035828
-0.17458725604542
-0.16603071404865
-0.14122523331537
-0.10260099014363
-0.05393879497773

-0.17298728789790
-0.32904030117782
-0.45288282001553
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-0.32432727123018
-0.34100746926519
-0.32430747972430
-0.27586482534033
-0.20042314853571
-0.10536720661939

-0.45061509203745
-0.47379718747446
-0.45060071266603
-0.38329834278818
-0.27847936537988
-0.14640419252108

-0.53239227567187
-0.55978639209409
-0.53238471598865
-0.45287058819113
-0.32902806935341
-0.17297972821467

Grafico correspondiente a la estimacion W 2o (t=0.2 segundos):
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Isotermas correspondientes a la estimacién Wi ;o0 (t=0.2 segundos):
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0.00364367184715 0.00141209935873 0.00061633959739
0.00265166160985 0.00102913180759 0.00044612427895
0.00139553916182 0.00054212055203 0.00023397680841

>> norm(N.,inf)

ans =
0.05860929402501

Por los datos obtenidos se observa que el error cometido es pequeiio, por tanto la

aproximacién es bastante buena.
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5. Aplicaciones personales

En este apartado se desarrollan una serie de problemas no incluidos en la teoria bésica
impartida en clase. Personalmente he decidido centrar mi trabajo en la ecuacion del calor. Este
apartado se compone de una seri¢ de problemas planteados y resueltos.

PROBLEMA 1. CALENTAMIENTO DE UNA PLANCHA EN FORMA DE “L”

Tenemos una plancha con forma de L.

y
1 0
0
(=]
S
0.4‘l‘|- é
ol
o,
0.6 1 X

Los valores en rojo representan las temperaturas en el contorno de la plancha. Por tanto,
tenemos el siguiente planteamiento:

Ut=uxx+uyy-
con x,y € [0,1] y t>0

Con las siguientes condiciones de contomo:
u(0,y.t) = 1000
u(1,y)=0,0<y<04
u(06,y)=0,04<y<1
ux,0)=0
ux,04H)=0,06<x<1
ux1)=0,0<x<06

Y la condici6n inicial:
u(x,y,0)=0
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Se pide: Calcular, para un determinado t, cémo se distribuyen las isotermas.

Resolucion:

Lo primero que hay que hacer es adaptar el algoritmo que hemos para calcular el
calentamiento de una plancha cuadrada (algoritmo A4.1). Lo que voy a hacer es un algoritmo
exclusivo para este tipo de problema, al que apenas se le pasan parametros.

ALGORITMO [A5.1]

Método progresivo. Es estable si A es menor o igual que Y.

Datos que recibe el algoritmo:
e H: funcién H(t,x,y)
e h1: condicién de contorno
e h2: condicién de contorno
e h3: condicién de contorno
¢ h4: condicién de contorno
¢ h5: condicién de contorno
e h6: condicién de contorno
e p:valorfinal de t
Datos que devuelve el algoritmo:
e W: matriz de p filas, donde cada fila es una matriz de orden (nx-1)*(ny-1). El valor
W(i,j,p) representara a Wi ;1

function W = metodoprogresivo(f,H,hl,hZ,h3,h4,h5,h6,p)
x0=0;
y0=0;
hx=0.1;
hy=0.1;
k=0.001;
lambda=k/ (hx*hy) ;
W=zeros(9,9,p);
W0=zeros(9,9);
W(:,:,1)=W0;
for 1=1:p
WL=zeros (9,9);
t=1*k;
for j=1:3
y=yO0+j*hy;

for i=1:9
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x=x0+i*hx;
if j==
if i==
WL(i,j)=lambda*W(i+l,j,1)+(1-
4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i, j+1,1)+k*feval (H, t, %, y)+lambda*feval (hl,
y,t)+lambda*feval (h4,x,t);
else if i==
WL(i,j)=(1-4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W (i~
1,3j,1)+lambda*W(i,j+1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (h2,y, t)+lambda*
feval (h4,x,t);
else
WL(i,j)=lambda*W(i+1l,j,1)+(1-
4*lambda)*W(i,j, 1) +lambda*W(i-
1,j,1)+lambda*W (i, j+1,1)+k*feval (H, t,x,y) +lambda*feval (h4,x,t) ;

end
end
else
if j==
if i>6
if i==9
WL(i,j)=(1l-4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i-
1,j,1)+lambda*w(i, j-

1,1)+k*feval (H, t,x,y) +lambda*feval (h2,y, t)+lambda*feval (h5,x,t);
else
WL(i,j)=lambda*W(i+l,j,1)+(1-
4*lambda)*W(i,j,1)+lambda*W(i-1,73,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (h5,x,t);
end
else
if i==
WL(i,j)=lambda*W(i+l,j,1)+(1-
4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i,j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t, x,y) +lambda*feval (hl,y, t);
else
WL(i,j)=lambda*W(i+1,j,1)+(1-
4*lambda) *W(i,j, 1) +lambda*W(i-1,3,1)+lambda*W (i, j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H,t,x,y);

end
end

else
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if i==
WL(i,j)=lambda*W(i+1,j,1)+(1-

4*lambda)*W(i,3j,1)+lambda*W(i,j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (hl,y, t);

else if i==9
WL(i,j)=(1-4*lambda)*W(i,j,1)+lambda*W(i-

1,j,1)+lambda*W(i, j+1,1)+lambda*W(i, j-
1,l)+k*feval(H,t,x,y)+lambda*feval(h2,y,t);

else
WL(i,j)=lambda*W(i+1,5j,1)+(1-

4*lambda)*W(i,j,l)+lambda*W(i—l,j,l)+lambda*W(i,j+1,l)+lambda*W(i,j—
1,1)+k*feval (H, t,x,y):
end
end
end
end
end

end
for j=4:9
y=y0+j*hy;
for i=1:5
x=x0+i*hx;
if j==
if i==
WL(i,j)=lambda*W(i+1,j,1)+(1-

4*lambda)*W(i,j,1)+lambda*W (i, j-
1,l)+k*feval(H,t,x,y)+lambda*feval(hl,y,t)+lambda*feval(h6,x,t);

else if ji==
WL(i,j)=(1-4*lambda)*W(i,j,1)+lambda*W (i-

1,3,1)+lambda*w (i, j-
1,l)+k*feval(H,t,x,y)+lambda*feval(h3,y,t)+lambda*feval(h6,x,t);

else
WL (i,j)=lambda*W(i+1,5,1)+(1-

4*lambda)*W(i,j,l)+lambda*W(i—l,j,l)+lambda*W(i,j—
1,l)+k*feval(H,t,x,y)+lambda*feval(h6,x,t);

end
end

else
if i==
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WL(i,j)=lambda*W(i+1,73,1)+(1-
4*lambda)*W(i,j,1)+lambda*W(i,j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (hl,y,t);

else if i==

WL(i,j)=(1-4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i-
1,j,1)+lambda*W(i,j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (h3,y,t);

else

WL(i,j)=lambda*W(i+1,3j,1)+(1-
4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i-1,j,1)+lambda*W(i,j+1,1)+lambda*W(i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,Vy):

end

end
end
end
end
W(:,:,1+1)=WL;

end

Ahora hacemos la llamada al algoritmo. Pondremos p=200 para que nos calcule la
temperatura en t=0,2 segundos.
Los archivos f.m, H.m, h1.m, h2.m, h3.m, h4.m, h5.m, y h6.m son, respectivamente:

f.m

function z=f(x,y)
z=0;

H.m

function z=H(t,x,y)
z=0;

h1.m

function z=h1(y,t)
z=1000;

h2.m

function z=h2(y,t)
z=0;

h3.m
function z=h3(x,t)
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z=0;

h4.m
function z=h4(x,t)
z=0;

h5.m
function z=h5(x,t)
z=0;

h6.m
function z=h6(x,t)
z=0;

>> W=metodoprogresivo2(f,'H','h1','h2','h3",’"h4","h5','h6",200)

W(:,:,201) =
Columns 1 through 7
484.4574 666.0508 741.8531 773.6371 782.1963 772.7539 740.3647
271.8046 437.9409 527.7895 570.5733 582.4699 568.5253 524.2505
164.8660 286.2046 360.9049 398.5265 408.7173 394.7498 353.9724
101.5111 181.2106 231.2360 254.0637 259.2777 247.9268 218.1961
60.0236 105.9919 128.8935 127.3528 126.5395 119.6083 104.0396

32.6379 53.9201 51.0870 0 0 0 0
16.6410 26.0161 21.5815 0 0 0 0
7.9310 11.9542 9.2481 0 0 0 0
3.1412 4.6394 3.4704 0 0 0 0

Columns 8 through 9
664.5134 483.4893
434.2421 269.4658
278.8122 160.1703
166.9490 92.4477
78.4139 42.7098
0 0

0 0
0 0
0 0
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Gréfica de la estimacién de la temperatura de la plancha en t=0.2 segundos:

o o
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Isotermas de la plancha en t=0.2 segundos:
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PROBLEMA 2. CALENTAMIENTO DE UNA PLANCHA NO CUADRADA

Tenemos una plancha con la siguiente forma:

150

Los valores en rojo representan las temperaturas en el contorno de la plancha. Por tanto,

tenemos el siguiente planteamiento:

U=Up Uy,
Con las siguientes condiciones de contorno:
u(@yt)=0
u(l,y)=0,1<y<2
u,y.H)=100,0<y<1
u(2,y.)=100,2<y<3
ux,0H=0
ux,1,H=0,1<x<2
ux2)=0,1<x<2
‘ ux,3H)=0
Y la condicién inicial:
u(x,y,0)=0

Se pide: Calcular, para un determinado t, c6mo se distribuyen las isotermas.
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Resolucion:

Lo primero que hay que hacer es adaptar el algoritmo que hemos para calcular el
calentamiento de una plancha cuadrada (algoritmo A4.1). Lo que voy a hacer es un algoritmo
exclusivo para este tipo de problema, al que apenas se le pasan parametros.

ALGORITMO [A5.2]

Método progresivo. Es estable si A es menor o igual que Y.

Datos que recibe el algoritmo:
e H: funcién H(t,x,y)
e h1: condicién de contorno
e h2: condicién de contorno
o h3: condicién de contorno
e h4: condicién de contorno
e h5: condicién de contorno
e h6: condicién de contorno
e h7: condicién de contorno
¢ h8: condicién de contorno
e p:valorfinal de t
Datos que devuelve el algoritmo:
e W: matriz de p filas, donde cada fila es una matriz de orden (nx-1)*(ny-1). El valor
W(i,j.p) representara a Wi, .1

function W = metodoprogresivo(f,H,hl,h2,h3,h4,h5,h6,h7,h8,p)
x0=0;
y0=0;
hx=0.2;
hy=0.2;
k=0.001;
lambda=k/ (hx*hy) ;
W=zeros(9,14,p):;
W0=zeros(9,14) ;
W(:,:,1)=W0;
for 1=1:p
WL=zeros (9,14);
t=1*k;
for j=1:4
y=yO0+j*hy;
for i=1:9
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x=x0+i*hx;
if j==
if i==
WL(i,j)=lambda*W(i+1,3j,1)+ (1~
4*]lambda)*W(i,]j,1l)+lambda*W(i,j+1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (hl,
y,t)+lambda*feval (h5,x,t):
else if i==
WL(i,]j)=(1-4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i-
1,j,1)+lambda*W(i, j+1,1)+k*feval (H, t, x,y)+lambda*feval (h3,y, t)+lambda*
feval (h5,x,t);
else
WL(i,j)=lambda*W(i+l,73,1)+(1-
4*]lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i-
1,j,1)+lambda*W(i,j+1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (h5,x,t);
end
end
else
if g==4
if i>4
if i==
WL(i,j)=(1l-4*lambda)*W(i,j,1)+lambda*W(i-
1,j,1)+lambda*w(i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (h3,y, t)+lambda*feval (h6,x,t);
else
WL(i,j)=lambda*W(i+1,3,1)+(1-
4*1lambda) *W (i, j,1l)+lambda*W(i-1,j,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (hé,x,t);
end
else
if i==
WL(i,]j)=lambda*W(i+1,j,1)+(1-
4*lambda) *W(i,j,1)+tlambda*W (i, j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (hl,y,t);
else
WL(i,j)=lambda*W(i+1,j,1)+(1-
4*lambda)*W(i,j,1)+lambda*W(i-1,j,1)+lambda*W(i,j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H,t,x,y):

end
end

else
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if i==
WL(i,j)=lambda*W(i+1,3,1)+(1-
4*]lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i,j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (hl,y,t):;
else if i==
WL(i,]j)=(l-4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i-
1,j,1)+lambda*W(i,j+1,1)+lambda*W(i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (h3,y,t);
else
WL(i,j)=lambda*W(i+1,j,1)+(1-
4*lambda)*W(i,j, 1) +lambda*W(i-1,7j,1)+lambda*W(i,j+1,1)+lambda*W(i, j-
1,1)+k*feval (H,t,x,Vy);
end
end
end
end
end
end
for j=5:10
y=y0+j*hy;
for i=1:4
x=x0+i*hx;
if i==
WL(i,j)=lambda*W(i+1l,3j,1)+(1-
4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i,j+1,1)+lambda*W(i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (hl,y, t);
else if i==
WL(i,j)=(1-4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i-
1,j,1)+lambda*W (i, j+1,1)+lambda*W(i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (h2,vy,t);
else
WL(i,j)=lambda*W(i+l,3j,1)+(1-
4*lambda) *W(i,j,1)+lambda*W(i-1,j,1)+lambda*W (i, j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H,t,x,V);
end
end
end
end
for j=11:14
y=y0+j*hy;

for i=1:9
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=x0+i*hx;
if j==14
if i==
WL(i,j)=lambda*W(i+1,3j,1)+(1-
4*lambda)*W(i, j,1)+lambda*W (i, j-
1,l)+k*feval(H,t,x,y)+lambda*feval(hl,y,t)+lambda*feval(h8,x,t);
else if i==
WL(i,j)=(1-4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i-
1,j,1)+lambda*W (i, j-
1,l)+k*feval(H,t,x,y)+lambda*feval(h4,y,t)+lambda*feval(h8,x,t);
else
WL(i,j)=lambda*W(i+1,3j,1)+(1-
4*lambda)*W(i, j,1)+lambda*W(i-1,j,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (h8,x,t);
end
end
else
if i==1
WL(i,j)=lambda*W(i+1,3,1)+(1-
4*lambda) *W(i,3j,1)+lambda*W(i, j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (hl,y,t);
else if i== ;
WL(i,j)=(l-4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W (i-
1,j,1)+lambda*W(i, j+1,1)+lambda*W(i, j-
1,l)+k*feval(H,t,x,y)+lambda*feval(h4,y,t);
else
_ WL(i,j)=lambda*W(i+1,j,1)+(1-
4*lambda)*W(i,j,l)+lambda*W(i—1,j,l)+lambda*W(i,j+1,l)+lambda*W(i,j—
1,1)+k*feval (H, t,x,vy);
end
end
end
end
end
W(:,:,1+1)=WL;

end

Ahora hacemos la llamada al algoritmo. Pondremos p=200 para que nos calcule la
temperatura en t=0,2 segundos.
Los archivos f.m, H.m, h1.m, h2.m, h3.m, h4.m, h5.m, h6.m, h7.m y h8.m son, respectivamente:




Alfonso Sancho Miré. Analisis Numérico Il

f.m

function z=f(x,y)
z=0;

H.m

function z=H(t,x,y)
z=0;

h1.m

function z=h1(y,t)

z=0;

h2.m

function z=h2(y,t)

z=0;

h3.m

function z=h3(x,t)
z=100;

h4.m

function z=h4(xt)
z=100;

h5.m

function z=h5(x,t)

z=0;

hé.m

function z=h6(x,t)

z=0;

h7.m

function z=h7(x,t)
2=0;

h8.m

function z=h8(x,t)
z=0;
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>> W=metodoprogresivo3('f,'"H",’"h1','h2",'h3",’'h4','h5",'"h6',’h7,’h8’,200)
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W(:,:,201) =
Columns 1 through 7

0.0794 0.1313
0.2257 0.3710
0.5441 0.8875
1.2299 1.9906
2.6513 4.2566
5.4965 8.7290

11.0773 17.1936 17.
22.1214 32.5869 32.
45.2535 59.1443 59.

Columns 8 through 14

0.0216 0.0370
0.0453 0.0835
0.0646 0.1333
0.0570 0.1385
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

o O O o

0.1408
0.3919
0.
2
4
8

9200

.0244
.2701
.7333

1949
5872
1444

0.1126
0.3019
0.6697
1.3700
2.6876
5.5060
11.0797
22.1220
45.2536

0.1126
0.3019
0.6697
1.3700
2.6876
5.5060
11.0797
22.1220
45.2536

o O O O

@ & N O O O

.0694
.1704
.31lel
.4227

o O O o

.1408
.3919
.9200
.0244
.2701
.7333
17.
32.
59.

1949
5872
1444

o O O O

32
59

.0370
.0835
.1333
.1385

o O o O

0.1313
0.3710
0.
1
4
8

8875

.9906
.2566
.7290
17.

1936

.5869
.1443

0.
0.
0.
0.

H O N B O O O

0216
0453
0646
0570

o O O O

.0794
.2257
.5441
.2299
.6513
.4965
.0773
1214
45.

2535

Grafica de la estimacion de la temperatura de la plancha en t=0.2 segundos:




157

Alfonso Sancho Mir6. Andlisis Numérico il.

Isotermas de la plancha en t=0.2 segundos:
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En los casos anteriores hemos estudiado la ecuacion del calor en una plancha. En esta ocasion
vamos a intentar estudiar como evoluciona la temperatura de los puntos de un cubo.
Imaginemos que tenemos un cubo

donde 0<x<1,0<y<1,0<z<1.

La ecuacion del calor para tres dimensiones es la siguiente:

ou du  du 62

a [ax i oy? az

t>0

Con las siguientes condiciones de contorno:
u(t,0,y,2) = h(t,y,z) =1000
u(t1y.z)=h,(ty,z)=0
u(t,x,0,z) =h,(t,x,z) =0
u(t,x1,z) =h,(t,x,2)=0
u(t,x,y,0)=h,(t,x,y)=0
u(t,x,z,) =h,(t,x,y)=0

J+H(t X,y,2)

Y la condicién inicial:
u(0,x,y,z) =f(x,y,2)

Lo primero que vamos a hacer es discretizar la ecuacion. Si despreciamos los errores,

tenemos:

u+kxy.z)-uxyz) _ . ultx+hyz)-2ultxyz)+ult,x—hyz)
k n
u(t,x,y +h,z)-2u(t,x,y,z) +u(t,x,y — h,z) +
h2
u(t,x,y,z+h)-2u(t,x,y,z) +u(t,x,y,z-h)
h2

) +H(t,x,y.2)

Si tomamos x=x;, y=y,, z=z,, t=t;, A=ka’/h’ y Wijp' ~ u(t;,X, y;,Z;, tenemos:

+AWL, AW AW AW+ AW

Ij+ip Lhj-1p ij,p-1

W™ = (1-6W'  + W'

ijp I/p +gp

Wi = {100y, 2
P

1
=1,....n-1

i-1ip

donde n es el numero de divisiones que se haran.
Este método es estable si A<1/4.
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ALGORITMO [A5.3]

Método progresivo. Es estable si A es menor o igual que Y.

Datos que recibe el algoritmo:
e H: funcién H(t,x,y,z)
e h1: condicién de contomo
e h2: condicién de contorno
¢ h3: condicién de contorno
¢ h4: condicién de contorno
* h5: condicion de contorno
¢ h6: condicién de contorno
e (q:valorfinaldet
Datos que devuelve el algoritmo:
» W: matriz de q filas, donde cada fila es una matriz de (n-1) filas. Cada una de (n-1) filas
€s a su vez una matriz cuadrada de orden (n-1). El valor W(ij,p,q) representara a
Wijpa-t

function W = metodoprogresivo3d(f,H,hl,h2,h3,h4,h5,h6,q)
x0=0;

y0=0;

z0=0;

h=0.1;

k=0.001;

alpha=1;

lambda=alpha”2*k/h"2;

n=10;

W=zeros (n-1,n-1,n-1,p);

WO0=zeros (n-1,n-1,n-1);

W(:,:,:,1)=W0;

for 1=1:q
WL=zeros (n-1,n-1,n-1);
t=1*k;
for p=1l:n-1
z=z0+p*h;
for j=l:n-1
y=yO0+j*h;
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for i=1l:n-1
=x0+1i*h;
if p==
if j==1
if i==1
- WL(i,j,p)=lambda*W(i+l,j,p,1)+(1-
6*lambda) *W(i,j,p,1l)+lambda*W(i,j+1,p,1)+lambda*W(i,j,p+l,1)+k*feval (H
,t,X,y,z)+lambda*feval (hl,y, z,t) +lambda*feval (h3,x, z, t) +lambda*feval (h
S5,x,y,t);
else if i==n-1
WL(i,],p)=(1-
6*lambda)*W(i,j,p,1l) +tlambda*W(i-
1,3,1)+lambda*wW(i,j+1,p,1)+lambda*W (i, j,p+1,1)tk*feval (H, t,x,y,z)+lamb
da*feval (h2,y, z,t)+lambda*feval (h3, x, z, t) tlambda*feval (h5,x,y,t);
else
WL(i,j,p)=lambda*W(i+1,3,p,1)+(1-
6*lambda)*W(i,j,p,1l)+lambda*W(i-
1,3,1)+lambda*W (i, j+1,p,1l)+lambda*W(i,j,p+1,1)+k*feval (H,t,x,y,z)tlamb
da*feval (h3,x,z,t)+lambda*feval (h5,x,y,t);
end
end
else if j==n-1
if i==
WL(i,]j,p)=lambda*W(i+l,j,p,1)+(1-
6*lambda)*W(i,j,p,1l) +tlambda*W(i, j-
1,p,1)+lambda*W(i,j,p+1l,1)+k*feval (H,t,x,y,z)+lambda*feval (hl,y,z,t)+1
ambda*feval (h4,x,z,t)+lambda*feval (h5,x,y,t);
else if i==n-1
WL(i,3,p)=(1-
6*lambda)*W(i,j,p,1l)+tlambda*w(i-1,j,1)+lambda*W (i, j-
1,p,1)+lambda*W(i, j,p+1,1)+k*feval (H, t,x,y, z)+lambda*feval (h2,y,z,t)+1
ambda*feval (h4,x,z,t)+lambda*feval (h5,x,y,t);
else
WL(i,]j,p)=lambda*W(i+l,3j,p,1)+(1-
6*lambda)*W(i,j,p,1l) tlambda*W(i-1,j,1)+lambda*W (i, j-
l,p,1l)+lambda*wW(i,j,pt+l,1)+tk*feval (H, t,x,vy,z)+lambda*feval (hd4,x,z,t)+1
ambda*feval (h5,x,y,t);
end
end
else

if i==
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WL(i,j,p)=lambda*W(i+l,j,p,1)+(1-
6*lambda)*W(i,j,p,l) +lambda*W(i,j+1,p,1)+lambda*W(i, j-
l,p,l)+lambda*W(i,j,p+l,l)+k*feval(H,t,x,y,z)+lambda*fevai(hl,y,z,t)+l
ambda*feval (h5,x%,y,t):
else if i==n-1
WL(i,j,p)=(1-
6*lambda)*W(i,j,p,1l) +tlambda*W(i-
1,j,p,1l)+lambda*W(i,j+1,p,1) +tlambda*W(i, j-
1,p,1)+lambda*W(i, j,p+1,1)+k*feval (H,t,x,y,z)+lambda*feval (h2,y,z,t)+1
ambda*feval (h5,x,y,t):
else
WL(i,]j,p)=lambda*W(i+l,]j,p,1)+(1-
6*lambda)*W(i,j,p,1l)+lambda*W(i-
1,j,p,l)+lambda*W(i,j+1,p,1)+lambda*W (i, j-
1,p,1)+lambda*W(i,j,p+l,1)+tk*feval (H, t,x,y,z)+lambda*feval (h5,x,y,t);
end
end
end

end

else if p==n-1
if j==
if i==
WL(i,]j,p)=lambda*W(i+l,3j,p,1)+(1-
6*lambda)*W(i,j,p,1l)+lambda*W(i,j+1,p,1)+lambda*W(i,j,p-
1,1)+k*feval (H, t,x,y,z)t+lambda*feval (hl,y,z,t)+lambda*feval (h3,x,z,t)+
lambda*feval (h6,x,y,t);
else if i==n-1
WL(i,j,p)=(1-
6*lambda)*W(i,j,p,1l)+lambda*W(i-
1,3,p,1)+tlambda*W(i,j+1,p,1)+lambda*W(i,j,p-
1,1)+k*feval (H, t,x,y,2z)+lambda*feval (h2,y, z,t)+lambda*feval (h3,x,z,t)+
lambda*feval (h6,x,vy,t);
else
WL(i,j,p)=lambda*W(i+l,j,p,1)+(1-
6*lambda)*W(i,j,p,1l)tlambda*W(i-
1,j,p,1)+lambda*W (i, j+1,p,1) +tlambda*W (i, j,p-
1,1)+k*feval (H, t,x,y,z)+lambda*feval (h3,x,z,t)+lambda*feval (h6,x,y,t):
end
end

else if j==n-1
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if i==
WL(i,]j,p)=lambda*W(i+l,j,p,1)+ (1~

6*lambda) *W(i,j,p,1) +lambda*W (i, j-1,p,1)+lambda*W(i,j,p-
1,l)+k*feval(H,t,x,y,z)+lambda*feval(hl,y,z,t)+lambda*feval(h4,x,z,t)+
lambda*feval (h6,x,y,t);

else if i==n-1

WL(i,j,p)=(1-

6*lambda)*W(i,j,p,1)+lambda*W(i-1,j,p,1)+lambda*W (i, j-
1,p,1)+lambda*W(i,j,p-
1,l)+k*feval(H,t,x,y,z)+lambda*feval(h2,y,z,t)+lambda*feval(h4,x,z,t)+
lambda*feval (h6,x,y,t);

else

WL(i,Jj,p)=lambda*W(i+l,j,p,1)+(1-6*lambda)*W(i,j,p,1)+lambda*W (i-
1,j,p,l)+lambda*W(i,j~l,p,l)+lambda*W(i,j,p~
1,l)+k*feval(H,t,x,y,z)+lambda*feval(h4,x,z,t)+lambda*feval(h6,x,y,t);
end
end
else
if i==1
WL(i,]j,p)=lambda*W(i+1,3,p,1)+(1-
6*lambda)*W(i,j,p,l)+lambda*W(i,j+1,p,l)+lambda*W(i,j—
1,p,1)+lambda*W (i, j,p-
1,l)+k*feval(H,t,x,y,z)+lambda*feval(hl,y,z,t)+lambda*feval(h6,x,y,t);
else if i==n-1
WL(i,]j,p)=(1-
6*lambda)*W(i,j,p,1)+lambda*W(i-
l,j,p,l)+lambda*W(i,j+1,p,l)+lambda*W(i,j—l,p,l)+lambda*W(i,j,p—
1,l)+k*feval(H,t,x,y,z)+lambda*feval(h2,y,z,t)+lambda*feval(h6,x,y,t);

else

WL(i,j,p)=lambda*W(i+1,j,p,l)+(l—6*lambda)*W(i,j,p,l)+lambda*W(i—
1,j,p,l)+lambda*W(i,j+1,p,l)+lambda*W(i,j—l,p,l)+lambda*W(i,j,p—
1,l)+k*feval(H,t,x,y,z)+lambda*feval(h6,x,y,t);
end
end
end

end

else

if j==
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if i==
WL(i,j,p)=lambda*W(i+1,3,p,1)+(1-
6*lambda)*W(i, j,p,1l)+lambda*W(i,j+1,p,1)+lambda*W(i,j,p+1,1)+lambda*W(
i, 3,p-
1,1)+k*feval (H, t,x,y,z)+lambda*feval (hl, vy, z,t)+lambda*feval (h3,x,z,t);
else if i==n-1
WL(i,3,p)=(1-
6*lambda)*W (i, j,p,1l)+lambda*W (i~
1,j,p,1)+tlambda*W(i,j+1,p,1) +lambda*W(i,j,p+1,1)+lambda*W (i, j, p-
1,1)+k*feval (H, t,x,y,z) +tlambda*feval (h2,y, z,t)+lambda*feval (h3,x,z,t);
else
WL(i,j,p)=lambda*W(i+l,]j,p,1l)+(1-
6*lambda) *W(i,j,p,1l) +lambda*W (i-
1,j,p,1)+lambda*w(i, j+1,p,1)+lambda*W(i, j,p+1,1)+lambda*W (i, j,p-
1,1)+k*feval (H, t,x,y,z)+lambda*feval (h3,x,z,t);
end
end
else if j==n-1
if i==
WL(i,]j,p)=lambda*W(i+l,j,p,1)+(1-
6*lambda)*W(i, j,p,1l)+lambda*W (i, j-
1,p,1)+lambda*W (i, j,p+1,1)+lambda*W (i, j,p-
1,1)+k*feval (H,t,x,y,z)+lambda*feval (hl,y, z, t) +lambda*feval (hd,x,z,t) ;
else if i==n-1
WL(i,3,p)=(1-
6*lambda)*W (i, j,p,1)+lambda*W(i-1,j,p,1l)+lambda*W (i, j-
1,p,1)+lambda*W (i, j,p+1,1)+lambda*W(i, j,p-
1,1)+k*feval(H,t,x,y,z)+lambda*feval(h2,y,z,t)+lambda*feval(h4,x,z,t);

else

WL(i,]j,p)=lambda*W(i+l,j,p,1l)+(1-6*lambda)*W(i,j,p,1l) +lambda*W (i-
l,j,p,l)+lambda*W(i,j—1,p,l)+lambda*W(i,j,p+1,l)+lambda*W(i,j,p—
1,1)+k*feval (H, t,x,y,z)+lambda*feval (h4,x,z,t);
end
end
else
if i==
WL(i,j,p)=lambda*W(i+1,7j,p,1)+(1-
6*lambda) *W(i,j,p,1) +lambda*W (i, j+1,p, 1) +lambda*W(i, j-
l,p,1)+lambda*W(i, j,p+1,1)+lambda*W(i, j, p-
1,1)+k*feval (H,t,x,y,z)+lambda*feval (hl,y,z,t);
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else if i==n-1
WL(i,3,p)=(1-
6*lambda)*W(i,j,p,1)+lambda*W(i-
1,j,p,1)+lambda*W(i,j+1,p,1l)+lambda*W (i, j-
1,p,1)+lambda*W (i, j,p+1,1)+lambda*W(i, j, p-
1,1)+k*feval (H, t,x,y,z)+lambda*feval (h2,y,z,t);

else

WL(i,j,p)=lambda*W(i+l,]j,p,1)+(1-6*lambda)*W(i,j,p,1)+lambda*W (i-
1,j,p,1)+lambda*W (i, j+1,p,1) +lambda*W(i, j-
1,p,l)+lambda*W(i,j,p+1,l)+lambda*W(i,j,p—l,l)+k*feval(H,t,x,y,z);
end
end
end
end
end
end
end
end
end
W(:,:,:,14+1)=WL;

end

Ahora hacemos la llamada al algoritmo. Pondremos p=200 para que nos calcule la
temperatura en t=0,2 segundos.
Los archivos f.m, H.m, h1.m, h2.m, h3.m, h4.m, h5.m, y h6.m son, respectivamente:

f.m

function z=f(x,y)
z=0;

H.m
function z=H(t,x,y)

z=0;

h1.m
function z=h1(y,t)
z=1000;

h2.m
function z=h2(y,t)
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z=0;

h3.m
function z=h3(x,t)
=0;

h4.m
function z=h4(x,t)
z=0;

h5.m
function z=h5(x.t)
z=0;

hé.m
function z=h6(x.t)
z=0;

>> W=metodoprogresivo3d('f','H",'h1’,’'h2','h3','"h4','h5",'h6',200)

En este caso es mas complicado mostrar los datos, puesto que para el instante t=0.2 segundos
existen 9 matrices cuadradas de orden (n-1). Cada una de esas matrices representa a los
distintos valores que toma z.

Por ejemplo, el valor de la temperatura en t=0.2 y en el plano z=0.1 seria:

>> W(:,:,1,201)

ans =
Columns 1 through 7
332.7420 428.6939 460.3059 471.7276 474.7025 471.7276 460.3059
141.2284 205.9982 238.4636 252.6241 256.6679 252.6241 238.4636
63.6480 108.0385 133.5643 146.0737 149.8794 146.0737 133.5643
30.6600 60.2670 78.4258 88.0646 91.1138 88.0646 78.4258
15.7535 34.9782 47.2769 54.1574 56.3868 54.1574 47.2769
8.5006 20.7181 28.7643 33.4158 34.9459 33.4158 28.7643
4.7031 12.2218 17.2720 20.2511 21.2406 20.2511 17.2720
2.4921 6.8198 9.7513 11.4993 12.0833 11.4993 9.7513
1.0243 3.0452 4.3947 5.2003 5.4700 5.2003 4.3947

Columns 8 through 9
428.6939 332.7420
205.9982 141.2284
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108.0385 63.6480
60.2670 30.6600
34.9782 15.7535
20.7181 8.5006
12.2218 4.7031

6.8198 2.4921
3.0452 1.0243

El valor de la temperatura en t=0.2 y en el plano z=0.5 seria:
>>W(:,:,5,201)

ans =
Columns 1 through 7
474.6691 648.1052 718.2845 747.0961 755.0360 747.0961 718.2845
256.6161 410.2195 491.7447 530.5183 541.9196 530.5183 491.7447
149.8483 259.4356 327.5615 363.4710 374.5748 363.4710 327.5615
91.1193 164.4156 214.5075 242.8022 251.8714 242.8022 214.5075
56.4207 104.0975 138.6054 159.0057 165.7077 159.0057 138.6054
34.9916 65.3679 88.1347 101.9958 106.6249 101.9958 88.1347
21.2840 40.0435 54.4027 63.3086 66.3144 63.3086 54.4027
12.1157 22.8854 31.2308 36.4647 38.2426 36.4647 31.2308
5.4871 10.3857 14.2060 16.6161 17.4377 16.6161 14.2060
Columns 8 through 9
648.1052 474.6691
410.2195 256.6161
259.4356 149.8483
164.4156 91.1193
104.0975 56.4207
65.3679 34.9916
40.0435 21.2840
22.8854 12.1157
10.3857 5.4871

El valor de la temperatura en t=0.2 y en el plano z=0.9 seria:
>>W(:,:,9,201)

ans =
Columns 1 through 7
331.5414 427.6160 459.9050 471.6037 474.6357 471.6037 459.9050
134.0237 204.3576 237.7180 252.4079 256.5643 252.4079 237.7180
63.9000 107.6078 133.0981 145.9376 149.8171 145.9376 133.0981
34.1809 60.8065 78.3863 88.0640 91.1247 88.0640 78.3863
19.5973 35.9052 47.4962 54.2519 56.4545 54.2519 47.4962
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11.6193
6.8874
3.8649
1.7379

427.6160
204.3576
107.6078
( 60.8065
35.9052
21.6282
12.9310
7.2898
3.2855

21.6282 29.0573
12.9310 17.5311
7.2898 9.9339
3.2855 4.4889

Columns 8 through 9

331.5414
134.0237
63.9000
34.1809
19.5973
11.6193
6.8874
3.8649
1.7379

33.5450
20.3713
11.5873

5.2463

35.0373
21.3274
12.1481

5.5042

33.5450
20.3713
11.5873

5.2463

29.0573
17.5311
9.9339
4.4889

Para verio mejor, podemos dibujar gréaficamente los tres ejemplos anteriores:
t=0.2 segundos y z=0.1

0.9
0.8
07
06
> 05
0.4

0.3

t=0.2 segundos y z=0.5
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08

08

07

06

> 05

0.4

0.3

0.2

t=0.2 segundos y 2=0.9

09

08}

0.7

0.6

> 04

0.4

0.3

0.2




~ N~

Alfonso Sancho Mir6. Andlisis Numérico II. 169

PROBLEMA 4. PROBLEMA DE CONTROL

Tenemos una plancha como la del dibujo:

Las temperaturas son los nimeros en rojo. Queremos conocer qué temperatura hay que
ponerle en los contornos marcados con “< ?" para que en el punto (0'7,1'3) la temperatura sea
la que nosotros determinemos, en un instante dado.
Tenemos, por tanto, lo siguiente:

U=UgctUyy,

Con las siguientes condiciones de contorno:
u@y =0
u(lyh=01<y<2
ux0)=0
ux1,)=0,1<x<2
ux,2)=0,1<x<2
ux,3.H=0
Y la condici6n inicial:
u(x,y,00=0

Las condiciones de contorno que desconocemos son:
u@Ryt=¢?,0<y<1
u@yt)=¢?,2<y<3
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Para solucionar este problema, voy a implementar un algoritmo que recibe unos valores
iniciales de temperatura para los contornos donde no la conocemos, y va calculando las
temperaturas para los instantes t correspondientes hasta liegar a un t determinado. Una vez
hallados esos valores, que rellenarian la matriz W, comprobariamos qué valor tiene el punto
que queremos controlar. Si esta dentro de un margen de error determinado, el algoritmo ha
terminado. Si no, incrementamos o decrementamos (segun el caso) la temperatura en los
contornos donde no las conocemos, y volvemos a calcular las temperaturas.

El algoritmo termina bien cuando se llega a una buena aproximacion de la temperatura
deseada en el punto que queremos o bien cuando se sobrepasan las 100 iteraciones.

El algoritmo es el siguiente:

ALGORITMO [A5.4]

Datos que recibe el algoritmo:

H: funcién H(t,x,y,z)

e h1: condicién de contorno

¢ h2: condicién de contorno

* h3: condicién de contorno

¢ h4: condicién de contorno

e h5: condicién de contorno

e h6: condicién de contorno

e h7: condicién de contorno

¢ h8: condicién de contorno

e p:valorfinal de t

o d: temperatura deseada en el punto (0'7,1'3)

« h3ini: valor inicial que le vamos a dar al contorno h3

¢ hdini: valor inicial que le vamos a dar al contorno h4
Datos que devuelve el algoritmo:

¢ h3: valor que necesitamos poner en el contorno h3 para que el punto (0'7,1'3) tenga

una temperatura de (d +0.01)

¢ h4: valor que necesitamos poner en el contorno h4 para que el punto (0'7,1°3) tenga

una temperatura de (d + 0.01)

e it: nimero de iteraciones realizadas

function [h3,h4,it] =

metodoprogresivo (f,H,hl,h2,h5,h6,h7,h8,p,d,h3ini,h4ini)
x0=0;

y0=0;

h=0.2;

k=0.001;

lambda=k/ (h"2) ;
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W=zeros (9,14,p):
WO0=zeros (9,14);
W(:,:,1)=WO0;
ml=0;

m2=0;

h3=h3ini;
h4=h4ini;

a=1;

it=0;

while (a==1)
if (it<=100)
it=it+1;
for 1=1:p
WL=zeros (9,14);
t=1*k;
for j=1:4
y=y0+j*h;
for i=1:9
x=x0+1i*h;
if j==

if i==

WL(1i,]j)=lambda*W(i+1,j,1)+(1-

4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i,j+1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (hl,

y,t)+lambda*feval (h5,x,t);

else if i==
WL(i,j)=(1-4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i-
1,j,1)+lambda*W (i, j+1,1)+k*feval (H, t, x,y)+lambda*h3+lambda*feval (h5, x,

t);

else

WL (i, j)=lambda*W(i+1,3j,1)+(1-

4*]lambda)*W{i,j,1l)+lambda*W(i-
1,j,1)+lambda*W(i, j+1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (h5,x,t);

end

end
else

if §==

if i>4

if i==9
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WL(i,3)=(1-
4*lambda)*W(i,j,1)+lambda*W(i-1,j,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*h3+lambda*feval (h6,x,t) ;

else '

WL(i,j)=lambda*W(i+1,3j,1)+(1-
4*lambda) *W(i,j, 1) +lambda*W(i-1,7j,1)+lambda*W (i, j—
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (h6,x,t);

end
else
if i==

WL(i,j)=lambda*W(i+1,j,1)+(1-
4*lambda) *W(i,j,1)+lambda*W(i, j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (hl,y,t);

else

WL(i,j)=lambda*W(i+1,3,1)+(1-
4*lambda)*W(i, j,1)+lambda*W(i-1,73,1)+lambda*W (i, j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y):

end
end
else
if i==
WL(i,j)=lambda*W(i+1,7j,1)+(1-
4*lambda)*W (i, j,1)+lambda*W (i, j+1,1)+lambda*W (i, j-
l,l)+k*feval(H,t,x,y)+lambda*feval(hl,y,t);
else if i==
WL(i,3)=(1-
4*lambda)*W(i,j,l)+lambda*W(i—l,j,l)+lambda*W(i,j+1,l)+lambda*W(i,j—
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*h3;
else
WL(i,j)=lambda*W(i+1,3j,1)+(1-
4*lambda)*W(i,j,l)+lambda*W(i—1,j,l)+lambda*W(i,j+1,l)+lambda*W(i,j—
1,1)+k*feval (H, t,x,y);
end
end
end
end
end
end
for j=5:10
y=y0+j*h;
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for i=1:4
x=x0+i*h;
if i==
WL(i,j)=lambda*W(i+1,j,1)+(1-
4*]lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i,j+1,1)+lambda*w(i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (hl, vy, t):
else if i==
WL({i,j)=(1-4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i-
1,3,1)+lambda*W (i, j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (h2,y,t);
else
WL(i,j)=lambda*W(i+1,j,1)+(1-
4*lambda) *W(i,j, 1) +lambda*W(i-1,3,1)+lambda*W (i, j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,Vy);
end
end
end
end
for j=11:14
y=y0+j*h;
for i=1:9
x=x0+i*h;
if j==14
if i==1
WL(i,]j)=lambda*W(i+1,3,1)+(1-
4*lambda) *W(i,j,l)+lambda*W (i, j-
1,l)+k*feval(H,t,x,y)+lambda*feval(hl,y,t)+lambda*feval(h8,x,t);
else if i==
WL(i,j)=(1-4*lambda)*W(i,j,1l)+lambda*W(i-
1,3,1)+tlambda*w (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y) +tlambda*h4+lambda*feval (h8, x,t);
else
WL(i,j)=lambda*W(i+1,j,1)+(1-
4*lambda) *W(i,j,1l)+lambda*W(i-1,j,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t,x,y)+lambda*feval (h8,x,t) ;
end
end
else

if i==
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WL({i,j)=lambda*W(i+1,]j,1)+(1-
4*lambda) *W(i,j,1)+lambda*W(i,j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H, t, x,y)+lambda*feval (hl,y,t);
else if i==
WL(i,j)=(1-4*lambda)*W(i,j,1)+lambda*W(i-
1,j,l)+lambda*W(i,j+1,l)+lambda*W(i,j—l,l)+k*feval(H,t,x,y)+lambda*h4;
else
WL(i,Jj)=lambda*W(i+1,3j,1)+(1-
4*lambda)*W(i,Jj,1)+lambda*W(i-1,3,1)+lambda*W (i, j+1,1)+lambda*W (i, j-
1,1)+k*feval (H,t,x,y):
end
end
end
end
end
W(:,:,1+1)=WL;
end
puntol=(W(3,6,p+1)+W(4,6,p+1l))/2;
punto2=(W(3,7,p+1)+W(4,7,p+1))/2;
punto=(puntol+punto2)/2;
if (abs(punto-d)<0.01)
a=2;
else if (punto>d)
if (h3>h3ini)
ml=ml+1;
end
h3=h3-h3ini/ (5+ml) ;
h4=h4-h4ini/ (5+ml) ;
else if (punto<d)
if (h3<h3ini)
m2=m2+1;
end
h3=h3+h3ini/ (5+m2) ;
h4=h4+h4ini/ (5+m2) ;
end
end
end
else
if (punto<d)
warning('No hay solucién, ponga valores iniciales mayores') ;

else if (punto>d)
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warning ('No hay solucidén, ponga valores iniciales
menores');
end
end
return;
end

end

Vamos a hacer una llamada a este algoritmo.
>> [h3,h4,it]=metodoprogresivo('f,'H",'h1','h2','h5",'h6",'"h 7",'h§",200,0.9,300,300)

h3 =
910

910
it

Il

13

El resultado nos dice que, para obtener una temperature de 0.9 en el punto (0'7,1'3) tenemos
que poner 910 tanto en h3 como en h4. El algoritmo ha hecho 13 iteraciones para dar con la
solucién.

Puede suceder que pase lo siguiente:

>> [h3,h4,it]=metodoprogresivo('f,'H",'h1','h2",'h5",'h6",'h7",'h8",200,0.9,30,30)

Warning: No hay solucién, ponga valores iniciales mayores

> In metodoprogresivo at 127

Esto quiere decir que el algoritmo ha dado mas de 100 iteraciones y no ha encontrado una
solucién lo suficientemente aproximada. El mismo nos indica que necesita unos valores
iniciales mayores para poder aproximar la solucién. Por tanto, probemos con valores mayores:
>> [h3,h4,it]=metodoprogresivo(‘f,'H','h1",'h2",'h5",'h6",'h7",'h8",200,0.9,100,1 00)

h3 =
920

h4 =
920

42

Légicamente, el algoritmo ofrece unos valores muy parecidos a los que daba antes (910), pero
ha hecho 42 iteraciones frente a las 13 que hizo antes. El valor inicial que le demos al algoritmo
es muy importante, pues de €l dependera la calidad de la solucién dada.
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Puede pasar que le demos al algoritmo unos valores muy grandes y que con ellos no sea
capaz de llegar a la solucioén deseada.

Otra opcién que tenemos es exigir al algoritmo un error mas pequeio. Para hacerlo, tenemos
que cambiar el algoritmo y poner:

Donde pone esto:

if (abs(punto-d)<0.01)

a=2;

poner

if (abs(punto-d)<error)

a=2;

donde error es el error que deseamos.




Alfonso Sancho Miré. Andlisis Numérico Ii. 177

Apéndice: Formas de discretizacion

Primera derivada

Forma 1

£(x) = f(-’ii'—;q)-:&‘l +0(h)

e Forma2

_f(x+h)-f(x-h)
B 2h

f'(x) +0O(h?)

e Forma3

_f(x-h)-f(x)
B -h

£(x) +0(h)

Sequnda derivada

_ f(x+h)—F(x)+f(x—h)
h2

£"(x) +0(h?)




