
TEMA II: ÁLGEBRA DE CONMUT ACIÓN

En estecapítuloveremoslos métodosmatemáticosquesedisponenparalasoperaciones
relacionadascon los circuitosdigitales,asícomo las funcionesmásbásicasde la aritmética
binaria.

 1. Definición de Álg ebra de Boole . Postulados.

Sedefinecomoálgebra de Boolea un sistemamatemáticoconun conjuntodeelemen-
tosB y dosoperacionesbinariascerradas(·) y (+) siemprey cuandosecumplanlos siguientes
postulados:

• P1.- las operaciones tienen la propiedad conmutativa.

a+b = b+a

a·b = b·a

• P2.- las operaciones son distributivas entre sí

a·(b+c) = a·b + a·c

a+(b·c) = (a+b)·(a+c)

• P3.-lasoperacionestienenelementosidentidaddiferentesdentrodeB. Estoselemen-
tos son definidos como 0 para (+) y 1 para (·).

a+0 = a

a·1 = a

• P4.-paracadaelemento,a,del conjuntoB, existeotroelementodenominadocomple-
mento,a también del conjunto B, tal que se cumple:

a+a = 1

a·a = 0

Comopodemosver, encualquierálgebrabooleanasecumpleel principio dedualidad:

Cualquier teorema o identidad algebraica deducible de los
postulados anteriores puede transformarse en un segundo
teorema o identidad válida sin mas que intercambiar las
operaciones binarias y los elementos identidad.
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Como en cualquier álgebra, podemos disponer de constantes y de variables. Así,

una constante se define como cualquier elemento del con-
junto B.

Mientras que una variable es un símbolo que representa un
elemento arbitrario del álgebra, ya sea una constante o
una fórmula algebraica completa.

 2. Teoremas del Álg ebra de Boole .

En cualquier álgebra de Boole se pueden demostrar los siguientes teoremas:

Teorema2.1.-El elementoadel4ºpostulado(denominadocomplementoo negacióndea)está
unívocamente determinado, es decir, es único.

Demostración.- Supongamos que existen dos complementos de a:a1 y a2.

a2 = a2·1 =a2·(a+a1) = a2·a +a2·a1 = a·a1 + a2·a1 = (a +a2)·a1 = a1

Teorema 2.2.- (o Teorema de elementos nulos) Para cada cualquier elemento a, se verifica

a+1 = 1 y a·0 = 0
Demostración.-

a+1 = 1·(a+1) = (a+a’)·(a+1) = a + a’·1 = a + a’ = 1
a·0 = a·0+0 = a·0 + a·a’ = a·(a’+0) = a·a’ = 0

Teorema2.3.-Cadaunodeloselementosidentidadesel complementodelotro,esdecir, 1’ = 0
y 0’ = 1

Demostración.- Si fuese cierto, deberían cumplir el cuarto postulado del álgebra:

1 = 0 + 0’
0 = 0 · 0’

Por ser único l complemento: 0’ = 1

1 = 1 + 1’
0 = 1 · 1’

Por ser único el complemento: 1’ = 0

Teorema 2.4.- (o Teorema de idempotencia) Para cada elemento a, se verifica:

a + a = a
a · a = a

Demostración.-

a + a = a + a · 1 = a + a · (a + a’) = a + a · a + a · a’ = a · (1 + a) = a · 1 = a
a · a = a · a + 0 = a · a + a · a’ = a·(a + a’) = a·1 = a

Teorema2.5.- (o Teoremade involución)Paracadaelementodea, severificaqueel comple-
mento del complemento de a es a, es decir, (a’)’ = a

Demostración.-
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a’ + (a’)’ = 1 = a + a’ = a’ + a−> a = (a’)’
a’ · (a’)’ = 0 = a · a’ = a’ · a−> a = (a’)’

Teorema 2.6.- (o Teorema de absorción) Para cada par de elementos, a y b, se verifica:

a + a · b = a
a · (a + b) = a

Demostración.-

a + a · b = a · 1 + a · b = a · (1 + b) = a · 1 = a
a·(a + b) = (a + 0) · (a + b) = a + 0 · b = a

Teorema 2.7.- Para cada par de elementos, a y b, se verifica:

a + a’ · b = a + b
a · (a’ + b) = a · b

Demostración.-

a + a’ · b = (a + a’)·(a + b) = 1·(a + b) = a + b
a · (a’ + b) = a · a’ + a · b = a · b

Teorema 2.8.- (o Leyes de DeMorgan) Para cada par de elementos, a y b, se verifica

(a + b)’ = a’ · b’
(a · b)’ = a’ + b’

Demostración.- Se comprobará si se satisface el cuarto postulado

a + b + (a + b)’ = a + b + a’ · b’ = a + a’ · b’ + b + b’ · a’ =
= a + b’ + b + a’ =  a + a’ + b + b’ = 1 + 1 = 1

(a + b) · (a’ · b’) = a · a’ · b’ + b · b’ · a’ = b’ · 0 + 0 · a’ = 0 + 0 = 0

a · b + (a · b)’ = a · b + a’ + b’ = a · b + a’ + a · b + b’ =
= a + a’ + b + b’ = 1 + 1 = 1

a · b · (a’ + b’)  = a · a’ · b + a · b · b’ = 0 · b + a · 0 = 0 + 0 = 0

Teorema2.9.- (o LeyesdeDeMorgangeneralizadas)Paracualquierconjuntodeelementosse
verifica:

(X0 + X1 + … + Xn) = X0 · X1 · … ·Xn
(X0 · X1 · … · Xn) = X0 + X1 + … +Xn

Teorema2.10.- (o Teoremade asociatividad) Cadauno de los operadoresbinarios(+) y (·)
cumplela propiedadasociativa, esdecir, paracadatreselementos,a, b y c, se
verifica

(a + b) + c = a + (b + c)
(a · b) · c = a · (b · c)

 3. Álg ebra de Conm utación.

Hastaahorano hemospuestoningunarestricciónal conjuntodeelementosni a los ope-
radoresbinarios(salvo los postuladosquedeberíancumplir). Si particularizamosparael caso
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deloscircuitosdigitales,restringimosel conjuntodeelementosa losdosdígitosbinarios{0,1}
y las operaciones binarias son las siguientes:

Severifica queun álgebradefinidade la forma mostradaen la tabla2.1 setratade un
álgebradeBoole.La demostracióndeestaafirmaciónserealizamediantela verificacióndelos
cuatro postulados:

• P1.- Se comprueba por simple inspección de la definición de las operaciones.

• P2.- Se puede comprobar evaluando todas las combinaciones posibles.

• P3.- Por inspección de los operadores se puede verificar.

• P4.- Por definición del operador complemento.

Un álgebraasí definidase denominaálgebrade conmutación.Los operadoresde esta
álgebra reciben los siguientes nombres:

• operador +−−> operador OR

• operador ·−−> operador AND

• operador ‘−−> operador NOT

y los circuitoselectrónicosquerealizanestasoperacionessedenominanpuertas(OR, AND y
NOT o inversor).Estaspuertastienenunossímbolosespeciales,loscualessonmostradosenla
figura2.1.Éstossonlos símbolostradicionales;y aunqueexisteunasimbologíainternacional
también mostrada, usaremos preferentemente estos símbolos:

A B + · Negación

0 0 0 0
0 = 1

0 1 1 0
1 0 1 0

1 = 0
1 1 1 1

Tabla 2.1.  Operaciones del álgebra de conmutación.

A B C A·(B+C) A·B + A·C A + B·C (A + B)·(A+C)

0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 1 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

Tabla 2.2.  Demostración de la propiedad distributiva.

A B A·B A+B

0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

Tabla 2.3.  Demostración de los elementos neutros.
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 4. Funciones y Fórm ulas de Computación.

Enprimerlugarvamosadefinir lasrelacionesexistentesentreloselementosdelálgebra,
es decir, lo que se entiende por una función.

Se define una función completa de un conjunto S en otro T
como un subconjunto de SxT de forma que para cualquier
elemento s que pertenezca a S, exista un solo elemento t
de T, llamado valor de la función para s.

Una funcióncompletatambiénesdenominadafuncionescompletamenteespecificadaso fun-
ción deconmutación.Unaformaderepresentacióndelasfuncionesdeconmutaciónesla lla-
mada tabla de combinaciones o tabla de verdad. Está formada por n+1 columnas:n

columnasparalasvariablesdeentraday unaparael valordela función;y 2n filas (detodaslas
combinacionesposiblesde las n entradas).Un ejemplode tablade combinaciones,parauna
función de tres variables, sería la mostrada en la tabla 2.4:

Las funcionesde conmutaciónsepuedenexpresarmediantefórmulaso expresionesde
conmutación.Una fórmula o expresiónde conmutaciónde n variablesse definerecursiva-
mente como:

• Las constantes 1 y 0 son fórmulas de conmutación

• La variables xi es una fórmula si se encuentra restringida al conjunto {0,1}

• Si A es una fórmula, entoncesA también lo es

X2 X1 X0 F(X2, X1, X0)

0 0 0 F(0, 0, 0)
0 0 1 F(0, 0, 1)
0 1 0 F(0, 1, 0)
0 1 1 F(0, 1, 1)
1 0 0 F(1, 0, 0)
1 0 1 F(1, 0, 1)
1 1 0 F(1, 1, 0)
1 1 1 F(1, 1, 1)

Tabla 2.4.  Ejemplo de tabla de verdad de una función lógica

Puerta NOT o inversorPuerta ORPuerta AND

 Figura 2.1.- Símbolos tradicionales e internacionales de las puertas lógicas más básicas.

& ≥1 1
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• Si A y B sonfórmulasdeconmutación,entoncesel resultadodecualquieroperación
binariadeellastambiénlo es.Esdecir, A+B y A·B tambiénsonfórmulasdeconmuta-
ción

• Nadamásesunafórmuladeconmutación,amenosquesesiganlos anteriorespuntos
en un número finito

Así, encontramos que son fórmulas de conmutación:

x1·x2 + x3·x4
x1·(x2‘+ x3)

(x1’ + x2)·(x3 +x4)

Mientras que los siguientes ejemplos no son fórmulas de conmutación:

x1·+ x3·x4
x1·(x2+’ x3)

Comotodoslos postuladosy teoremasdel álgebrade conmutaciónfueron formulados
mediantevariables(lascualespuedensertantoconstantescomoexpresionescompletas),éstos
pueden ser aplicados a cualquier función o fórmula de conmutación.

Teorema 2.11.- Cada fórmula de conmutación describe una única función de conmutación.
Demostración.-De cadafórmula podemosobtenerunatablade combinacionesqueesúnica,

evaluandola fórmula paratodaslas combinacionesposiblesde las variablesde entradas.
Comouna función esbiunívocamenterepresentadapor una tablade combinaciones,si la
última es única, la primera también lo será.

Sedicequedosfórmulasdeconmutaciónsonequivalentes(A = B) si describenla misma
funcióndeconmutación.Porejemplo,si consideramosla funciónmostradaenla tabla2.5, las
siguientes fórmulas son equivalentes:

F(X1, X2) = X2
F(X1, X2) = X1’X 2 + X1X2

F(X1, X2) = (X1+X2)(X1’+X 2)

Comosepuedever, puedenexistir muchasfórmulasdeconmutaciónquedescribana la misma
función de conmutación.

Dentrodelasfórmulasdeconmutación,hayalgunasquesondeespecialinterés,lascua-
les se definen a continuación:

Se denomina término producto a la operación AND de un
número dado de literales (variables o constantes).

X1 X2 F(X1, X2)

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Tabla 2.5.  Ejemplo de función lógica.
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Se denomina término suma a la operación OR de un número
dado de literales (variables o constantes).

Se define fórmula normal disyuntiva a la expresión de la
función como suma de términos productos, o se dice que se
encuentra expresada en forma normal disyuntiva.

Se define fórmula normal conjuntiva a la expresión de la
función como producto de términos suma, o se dice que se
encuentra expresada en forma normal conjuntiva.

Por ejemplo:

• Fórmula normal disyuntiva −−> F(X0, X1, X2) = X1’·X2 + X1·X2

• Fórmula normal conjuntiva −−> F(X0, X1, X2) = (X1’ + X2)·(X1 +X2)

Se define mintérmino al término producto en el que apare-
cen todas las variables una y una sola vez, ya sea comple-
mentada o sin complementar; por lo tanto, un mintérmino
es un caso especial de término producto.

Por ejemplo, X1’·X2  es un mintérmino denominado m1.

A la fórmula normal disyuntiva en el que todos los térmi-
nos productos que aparecen son mintérminos, se le deno-
mina fórmula canónica disyuntiva.

Se verifican los siguientes teoremas:

Teorema2.12.- Dadala lista completade mintérminosde n variables,asignandoarbitraria-
mente1’s y 0’s a cadavariable,severificaqueun únicomintérminotomaráel
valor 1.

Demostración.-Paraquedoso másmintérminostomasenel valor 1 conunasolacombinación
delasvariablesdeentrada,sedebecumplirquedichosmintérminosnoseveaninfluidospor
algunavariable,quesetraduceen la inexistenciadedichavariableenel mintérmino.Pero
dicha afirmación,contradicela definición de mintérminoen la debenaparecertodaslas
variables de la función.

Teorema 2.13.- La fórmula compuesta por los 2n mintérminos será idénticamente 1.
Demostración.-Del teoremaanterior, vemosqueunadeterminadacombinaciónde1’s y 0’s en

lasvariablesdeentrada,provocaqueun mintérminotomeel valor 1. Por lo tantosi suma-
mostodoslos mintérminosposibles,siemprehabráalgúnmintérminoquetomeel valor 1,
que al sumarlo con los restantes 0’s, dará a la función el valor 1.

Teorema 2.14.- Cada función puede expresarse como suma de mintérminos.
Demostración.-Cualquierfunción se puedeexpresarcomo sumade términosproductos,al

evaluarlos paréntesisdeunafórmulaequivalente.Unavezquetengamosunafórmulaequi-
valentea la original escritacomosumade términosproductos,pasamosa incluir en todos
los términos,todaslasvariablesde la función.Paraello, haremosusodel elementoidenti-
dady el cuartopostulado(a+a’=1,enparticular),sustituiremoslos 1’s necesariosdelos tér-
minosproductospor expresionesdel tipo (a+a’)delasvariablesqueno aparecen.De nuevo
se evalúan los paréntesis y obtendremos finalmente la fórmula canónica disyuntiva.
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Supongamos que tenemos la fórmula disyuntiva F(x,y,z) = x·y + z’
Parapasara fórmula canónicadeberíamultiplicar por las variablesquefaltanen cadatér-
mino producto, es decir,
F(x,y,z) = x·y·(z+z’) + (x+x’)·(y+y’)·z’ =
= x·y·z + x·y·z’ +x·y·z’ + x·y’·z’ + x’·y·z’ + x’·y’·z’

Teorema 2.15.- La fórmula canónica disyuntiva o de mintérminos es única.
Demostración.-Comounacombinaciónde lasvariablesharáqueun solomintérminotomeel

valor 1, paraobtenerunafórmulaequivalentedemintérminos,ésteno puedesersustituido.
Repitiendoesterazonamientoentodoslos mintérminosqueaparecenenla fórmula,vemos
queningunoessustituible.Tampocosepuedeañadirmásmintérminosya queéstosharán
quela funcióntomeel valor 1 enun casoerróneo.Y por último, tampocosepuedeeliminar
ningúnmintérminoya queparala combinaciónqueseharía1, la función ya no tendríael
valorcorrecto.Porlo tanto,nosepuedenañadir, eliminaro sustituirmintérminos,por lo que
la fórmula queda inalterable.

Teorema2.16.-(o Primerteoremadeexpansión)Paraunafuncióndeconmutación,secumple
que      f(x1, x2,…, xn) = x1· f(1, x2,…, xn) + x1’ · f(0, x2,…, xn)

Demostración.-Usandolos postuladosy teoremasdel álgebrade Boole podemosrepresentar
f(x1, x2, …, xn) = x1· A + x1’ · B. Por lo que:

Si x1 = 1, f(1, x2,…, xn) = A
Si x1 = 0, f(0, x2,…, xn) = B

Teorema 2.17.- Cada función completa puede escribirse como:

f(x1, x2,…, xn) = ∑ f(i) · mi(x1, x2,…, xn)

donde i es el número decimal que hace que dicho mintérmino tenga el valor 1. Por ejemplo

m0 = x1‘ · x2’ · … · xn’
m1 = x1‘ · x2’ · … · xn
m2

n
-1 = x1 · x2 · … · xn

Esdecir, el númerodel mintérminoesigual al númerodecimalquecoincidecon la combina-
ción de señales de entrada que le da el valor “1” a dicho mintérmino.
Demostración.-Seaplicasucesivamenteel teoremadeexpansión.Vamosaparticularizarauna

función de tres variables(aunqueel desarrolloseríaperfectamenteválido paracualquier
número de entradas).

F(x,y,z) = x·F(1,y,z) + x’·F(0,y,z) = x·(y·F(1,1,z)+y’·F(1,0,z)) + x’·(y·F(0,1,z)+y’·F(0,0,z)) =
x·{y·(z·F(1,1,1)+z’·F(1,1,0))+y’·(z·F(1,0,1)+z’·F(1,0,0))} +
x’·{y·(z·F(0,1,1)+z’·F(0,1,0))+y’·(z·F(0,0,1)+z’·F(0,0,0))} =

x·y·z·F(1,1,1)+x·y·z’·F(1,1,0)+x·y’·z·F(1,0,1)+x·y’·z’·F(1,0,0) +
x’·y·z·F(0,1,1)+x’·y·z’·F(0,1,0)+x’·y’·z·F(0,0,1)+x’·y’·z’·F(0,0,0)

Porlo tanto,enunafórmulademintérminossóloapareceránaquellosquetomenel valor
1 paraalgunacombinacióndelasvariablesdeentrada,ya queel productopor 0 anularádicho
mintérmino.Porejemplo,la tabla2.6decombinacionestendrála siguientefórmulademintér-
minos.
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Por la aplicación directa del principio de dualidad,

se define maxtérmino como el término suma en el que apare-
cen una y una sola vez todas las variables de la función,
ya sean complementadas o sin complementar; por lo tanto,
un maxtérmino es un caso especial de término suma.

Por ejemplo, X1’+X 2  es un maxtérmino denominado M1.

A la fórmula normal conjuntiva escrita mediante maxtérmi-
nos se le denomina fórmula canónica conjuntiva o fórmula
de maxtérminos.

Se verifican los siguientes teoremas:

Teorema2.18.-Dadala lista completade maxtérminosde n variables,asignandoarbitraria-
mente1’s y 0’s a cadavariable,severificaqueun únicomaxtérminotomaráel
valor 0.

Demostración.-Paraquedoso másmaxtérminostomasenel valor0 conunasolacombinación
de las variablesde entrada,sedebecumplir quedichosmaxtérminosno seveaninfluidos
por algunavariable,quesetraduceen la inexistenciade dichavariableen el maxtérmino.
Perodichaafirmación,contradicela definiciónde maxtérminoen la debenaparecertodas
las variables de la función.

Teorema 2.19.- La fórmula compuesta por los 2n maxtérminos será idénticamente 0.
Demostración.-Del teoremaanterior, vemosqueunadeterminadacombinaciónde1’s y 0’s en

lasvariablesdeentrada,provocaqueun maxtérminotomeel valor 0. Por lo tantosi suma-
mostodoslos mintérminosposibles,siemprehabráalgúnmaxtérminoquetomeel valor 0,
que al multiplicarlo con los restantes 1’s, dará a la función el valor 0.

Teorema 2.20.- Cada función puede expresarse como suma de maxtérminos.
Demostración.-Cualquierfunciónsepuedeexpresarcomosumadetérminossuma,al evaluar

los paréntesisdeunafórmulaequivalente.Unavezquetengamosunafórmulaequivalentea
la original escritacomosumade términossuma,pasamosa incluir en todoslos términos,
todaslasvariablesde la función.Paraello, haremosusodel elementoidentidady el cuarto
postulado(a·a’=0,enparticular),sustituiremoslos 1’s necesariosdelos términosproductos

X0 X1 X2 F(X0,X1,X2)

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1

F(X0,X1,X2) = m1 + m2 + m3 + m5 + m7 = ∑ m(1,2,3,5,7)

Tabla 2.6.  Ejemplo de una fórmula expresada como suma de mintérminos.



Dpto. Ingeniería Electrónica de Sistemas Informáticos y Automática22

por expresionesdel tipo (a·a’) de las variablesqueno aparecen.De nuevo seevalúanlos
paréntesis y obtendremos finalmente la fórmula canónica conjuntiva.
Si consideramosla fórmuladisyuntiva F(x,y,z)=(x+y’)·z,parapasarlaa su formacanónica
actuamos con la adición de los términos
F(x,y,z) = (x+y’+z·z’)·(x·x’+y·y’+z) =
= (x+y’+z)·(x+y’+z’)·(x+y+z)·(x+y’+z)·(x’+y+z)·(x’+y’+z)

Teorema 2.21.- La fórmula canónica conjuntiva o de maxtérminos es única.
Demostración.-Para obteneruna fórmula equivalentede maxtérminos,un maxtérminono

puedesersustituido,ya queel valor 0 dedichomaxtérminono puedeserañadidoconotro.
Repitiendoesterazonamientoentodoslos maxtérminosqueaparecenenla fórmula,vemos
queningunopuedesersustituido.Tampocosepuedeañadirmásmaxtérminosya queéstos
haránquela funcióntomeel valor0 enuncasoerróneo.Y porúltimo, tampocosepuedeeli-
minarningúnmaxtérminoya queparala combinaciónqueseharía0, la funciónya no ten-
dría el valor correcto.Por lo tanto,no sepuedenañadir, eliminar o sustituirmaxtérminos,
por lo que la fórmula queda inalterable.

Teorema2.22.-(o Segundoteoremadeexpansión)Paraunafuncióndeconmutación,secum-
ple que      f(x1, x2,…, xn) = [x1+ f(0, x2,…, xn)] · [x1’ + f(1, x2,…, xn)]

Demostración.-Usandolos postuladosy teoremasdel álgebrade Boole podemosrepresentar
f(x1, x2,…, xn) = (x1+ A) · (x1’ + B). Por lo que:

Si x1 = 0, f(0, x2,…, xn) = A
Si x1 = 1, f(1, x2,…, xn) = B

Teorema 2.23.- Cada función completa puede escribirse como:
f(x1, x2,…, xn) = ∏ i [f(i) + Mi(x 1, x2,…, xn)]

donde i es el número decimal que hace que dicho maxtérmino tenga el valor 0. Por ejemplo

M0 = x1 + x2 + … + xn
M1 = x1 + x2 + … + xn’

M2
n
-1 = x1’ + x2’ + … + xn’

Esdecir, el númerodel maxtérminoesigual al númerodecimalquecoincideconla combina-
ción de señales de entrada que le da el valor “0” a dicho maxtérmino.
Demostración.-Seaplicasucesivamenteel teoremadeexpansión.Vamosa particularizara una

función de tres variables(aunqueel desarrolloseríaperfectamenteválido paracualquier
número de entradas).

F(x,y,z) = (x+F(0,y,z))·(x’+F(1,y,z)) =
{x + (y+F(0,0,z))·(y’+F(0,1,z))}·{x’+(y+F(1,0,z))·(y’+F(1,1,z))} =

{x + (y+(z+F(0,0,0))·(z’+F(0,0,1)))·(y’+(z+F(0,1,0))·(z’+F(0,1,1)))} ·
{x’+(y+(z+F(1,0,0))·(z’+F(1,0,1)))·(y’+(z+F(1,1,0))·(z’+F(1,1,1)))} =

(x+y+z+F(0,0,0))·(x+y+z’+F(0,0,1))·(x+y’+z+F(0,1,0))·(x+y’+z’+F(0,1,1)) ·
(x’+y+z+F(1,0,0))·(x’+y+z’+F(1,0,1))·(x’+y’+z+F(1,1,0))·(x’+y’+z’+F(1,1,1))

Porlo tanto,enunafórmulademaxtérminossóloapareceránaquellosquetomenel valor
0 paraalgunacombinaciónde las variablesde entrada,ya que la sumade 1 a los términos
sumasconsiguesu no influencia. Por ejemplo, la tabla 2.7 de combinacionestendrá la
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siguiente fórmula de maxtérminos.

El mododetransformarunafórmulademintérminosenotrademaxtérminossebasaen
la doblecomplementaciónya que(f ’)’ = f. En estatransformaciónseverificanlos siguientes
teoremas:

Teorema2.24.-El complementodeunafórmulademintérminosestáformadopor la sumade
los mintérminos que no aparecen en la fórmula original.

Demostración.-Comoya hemosvisto, en unafórmula de mintérminosúnicamenteaparecen
aquellosquepuedentomarun valor de1, mientrasquelos quetomansiempreel valor 0 no
aparecen.No obstante,comola complementaciónconsisteenintercambiar1’s por0’s,enla
fórmula complementadatomaránel valor 1 aquellosmintérminosquetomabanel valor 0,
mientrasquetomaránel valor 0 aquellosquetomabanel valor 1. Porlo tanto,enla fórmula
complementadaaparecerántodoslos mintérminosquepasana tomarel valor 1, quesonlos
mismos que en la fórmula original tomaban el valor 0 y por tanto no aparecían.

Teorema2.25.-El complementodeunafórmulademaxtérminosestáformadopor el producto
de los maxtérminos que no aparecen en la fórmula original.

Demostración.-Comoya hemosvisto, en unafórmula de maxtérminosúnicamenteaparecen
aquellosquepuedentomarun valor de0, mientrasquelos quetomansiempreel valor 1 no
aparecen.No obstante,comola complementaciónconsisteenintercambiar1’s por0’s,enla
fórmula complementadatomaránel valor 1 aquellosmaxtérminosquetomabanel valor 0,
mientrasquetomaránel valor 0 aquellosquetomabanel valor 1. Porlo tanto,enla fórmula
complementadaaparecerántodoslosmaxtérminosquepasana tomarel valor0, quesonlos
mismos que en la fórmula original tomaban el valor 1 y por tanto no aparecían.

Teorema 2.26.- Siempre se verifica las siguientes igualdades: mi’ = M i y Mi’ = mi.
Demostración.-Pordefinición,i esel númerodecimal,codificadoenbinarioconlasvariables

deentrada,quehacequeel mintérminotomeel valor de1 y el maxtérminotomeel valorde
0. Comoel mintérminoesel productodetodaslasvariables(complementadaso sincomple-
mentar),todasaquellasqueaparezcansin complementarsesustituiránpor 1, mientrasque
las complementadasse sustituyenpor 0. Y como el maxtérminoes la sumade todaslas
variables(complementadaso sin complementar),todasaquellasqueaparezcansin comple-
mentarsesustituiránpor0 y lasqueesténcomplementadassesustituiránpor1. Ahorabien,
por las leyesde DeMorgan generalizadas,el complementode mintérminoseráun maxtér-
mino (cambiaroperaciónAND por OR) con las variablesinvertidas(las que estabansin

X0 X1 X2 F(X0,X1,X2)

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1

F = M0 · M4 · M6 = ∏ M(0,4,6)

Tabla 2.7.  Ejemplo de fórmula expresada como producto de maxtérminos.
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complementar, ahoraapareceráncomplementadasy viceversa).Por lo tanto,el índicedel
mintérminoy del maxtérminoobtenidode su complementaciónes el mismo.Y como el
complementodelcomplementodeunelementoesesemismoelemento,la segundaigualdad
también queda demostrada.

No obstante,a la horadeimplementarlasfuncionesdeconmutaciónmediantecircuitoso
puertaslógicas, las expresionesen formas canónicasno derivan en una implementación
óptima,generalmente.Las expresionesmásempleadasparasu posteriorimplementaciónson
las que siguenuna serie de criterios de minimalidad. Los criterios más comunesson los
siguientes:

• Menor número de variables.

• Menornúmerode términos(ya que,por lo general,un términosuelecorresponderse
con una puerta lógica).

• Menor valor asociado. Este valor sigue la siguiente fórmula:

nº términos + nº variables – nº términos con un solo literal –1

El primercriterio (el númerodevariables)nosva a dar ideadel númerodeentradasquedebe
tenercadapuertalógicadel primernivel, esdecir, enel casodesuma(producto)deproductos
(sumas),nosindicaráel númerodeentradasdecadapuertaAND (OR).El segundocriterionos
va a dar ideadel númeroaproximadodepuertasdel primernivel. Porúltimo, el tercercriterio
nosvaadarideadelnúmerodetérminosquenoseránimplementadosconpuertas(la figurade
términos con un solo literal, que será implementada con un solo cable).

El pasodeunafórmulaa otra,y enparticulara la fórmulamínima,sebasaenla aplica-
ción de los postulados y los teoremas correspondientes al álgebra de conmutación.

Hastaahorahemosvisto funcionesqueseencuentrandefinidasparatodaslascombina-
cionesposiblesdevariables.No obstante,tambiénsepuedendarcasosdefuncionesqueno se
encuentrendefinidasparatodaslas combinacionesde entradas.Esto suelepasarcuandolas
variablesdeentradano sonindependientesentresí o queno puedandarsetodaslascombina-
ciones.A estetipo de funcionesse les denominafuncionesincompletaso incompletamente
especificadas.Unafunción incompletapuedeserla expresadapor la tabla2.8 decombinacio-
nes:.

En estecaso,las combinacionesparalas quela función no estáespecificadason011,110 y
111.Paraestascombinaciones,la funciónpuedetomarcualquiervalor ya queésteno essigni-
ficativo porqueno sedaráo no influirá. Estasfuncionessepuedenexpresarmediantela unión

X0 X1 X2 F(X0,X1,X2)

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 --
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 --
1 1 1 --

Tabla 2.8.  Ejemplo de tabla de verdad de una función incompleta.
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de dos funciones diferentes:

• Una función completa,f, que contemplatodaslas inespecificacionescomo 0 ó 1,
según el tipo de representación. En el caso anterior sería f = m1 + m2 + m5 = M0·M4.

• Y otra funcióncompleta,denominadafunción inespecificación,quecontemplatodas
las combinacionespara las que la función no estádefinida,soliéndosedenominar
como la funciónφ. En el caso anterior seríaφ = m3 + m6 + m7 = M3·M6·M7.

A la hora de crear la fórmula que expresa dicha función, hay que tener en cuenta dos puntos:

• La función f debe ser completamente implementada.

• La función φ no tieneporquésercompletamenteimplementada.Éstapuedequeno
seaimplementada,que seaimplementadasólo parcialmenteo que estécompleta-
mente implementada.

Lasinespecificacionessuelenserempleadasparaayudara la minimizacióndelasfórmu-
lasdeconmutación.Debidoa estasinespecificaciones,secumplequela fórmulademintérmi-
noso demaxtérminosno esúnica,ya quepuedenexistir tantasfórmulascomocombinaciones
de que sus inespecificaciones existan o no.

Sedefineel complementodeunafunciónincompletacomootrafunciónincompletacon
la misma función de inespecificación y el complemento de los valores definidos. Por ejemplo:

X0 X1 X2 F(X0,X1,X2) F(X0,X1,X2)’

0 0 0 0 1
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 -- --
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 -- --
1 1 1 -- --

Tabla 2.9.  Ejemplo de una función incompleta y su complemento.
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 5. Aritmética binaria.

Una vez visto el álgebrade Boole,y en particularel de conmutación,pasaremosa ver
comoseharíanlasoperacionesmásbásicasdela aritmética(suma,resta,multiplicacióny divi-
sión) utilizando el código binario.

 5.1. Suma binaria.

La sumabinariatienedossalidas:sumay acarreo.La salidasumaesel resultado,mien-
trasqueel acarreoeslo quesele añadea la siguientesuboperación.La tabladecombinaciones
para la suma de dos entradas es la tabla 2.10, que se encuentra junto a un ejemplo:

 5.2. Resta.

La restabinariatienedossalidas:restay desbordamiento.La salidarestaesel resultado,
mientrasque el desbordamientoes lo que se le vuelve a restara la siguientesuboperación,
comosi fueseun nuevo substraendo.La tabladecombinacionesparala sumadedosentradas
es la tabla 2.11, que se encuentra junto a un ejemplo:

A B Suma Acarreo

0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

Tabla 2.10.  Tabla de verdad correspondiente a la suma aritmética.

A B Resta Desbordamiento

0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

Tabla 2.11.  Tabla de verdad correspondiente a la resta aritmética.

Acarreo
Sumando A
Sumando B
Resultado

111111 1
010110.011
011011.110
110010.001

22.375
27.750
50.125

Sustraendo
Desbordamiento
Minuendo
Resultado

10100.11
10110 0
01011.01
01001.10

20.75

11.25
09.50
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 5.3. -Complemento.

Al igual quela restadelos númerosrealessepuedever comola sumadel númeronega-
tivo, enla restabinariasepuedehacerlo mismo.El númeronegativo enbinarioesel denomi-

nadocomplementoa dosdedichonúmero,representadopor 2B. El complementoa dosdeun
númerobinariosecalculainvirtiendodichonúmeroy sumarle1 a la inversión,comopodemos
ver en el siguiente ejemplo:

2(1011) = 0100 + 1 = 0101

+1111 -------------> +1111
-1011 ------------->+0101
+0100 ------------> +0100

Otra formadeobtenerel complementoa dosesla siguiente:empezandopor la derecha
sedejatodo igual hastaencontrarel primer 1 (inclusive) y a partir de ahí seinvierte la parte
restante bit a bit.

En el casodequeel resultadoseanegativo, tantoconla sumaconel complementoa dos
comoenla restabinaria,el númeroqueseobtieneesel númeronegativo binario,y por tanto,el
complemento a dos del número en cuestión.

 5.4. Desplazamiento.

En el casoque queramosrealizaroperacionescomplejas(multiplicación y/o división)
connúmerosdepotenciadedos(2, 4, 8, 16, 32), éstasresultanmuy simplespor propiacons-

truccióndelcódigobinario.La multiplicación(división)por2n serealizadesplazandoel punto
decimaln dígitosa la derecha(izquierda).Enel casodequenoexistanmásdígitos,serellena-
rán con ceros.Estaforma se puededemostrarpor la expresiónpolinómicade los números
binarios.

(bn·2
n + … + b0·2

0 + b-1·2
-1 + … b-q·2

-q) x 2j = bn·2
(n+j) + … + b0·2

(0+j) + b-1·2
(-1+j) + … + b-

q·2
(-q+j )

100110101.1 x 16= 1001101011000

 5.5. Multiplicación.

La multiplicacióndedosnúmerosbinarioscualesquierasebasaenla tabla2.12decom-
binaciones:

A B Producto

0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Tabla 2.12.  Tabla de verdad correspondiente al producto aritmético.
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Despuésserealizala sumade los productosparciales(comoen el casodecimal).Así,
mostramos como ejemplo la multiplicación de 5.75 x 5 = 28.75.

 5.6. División.

La división es la operaciónmáscompleja,realizándosegeneralmentea través de una
algoritmo.El algoritmoquevamosa emplearseráel siguiente.El divisor sealinearácon la
partemássignificativa (mása la izquierda)del dividendoy serestará.Si el resultadode esta
restaesnegativo, al cocientesele añadeun ceroa la derechay el divisor sedesplazaun dígito
a la derechay volvemosa restar. Si el resultadoespositivo, al cocientesele añadeun 1 a la
derechay al resultadodela restasele añadeel dígito inmediatamentesiguientede la derecha
del dividendo,y sevuelve a empezar. A continuación,vemosen la figura 2.2, y a modode
ejemplo, la división correspondiente a 45/5:

101.11
x 101
10111

000000
1011100
11100.11

5.75
x 5

28.75

101101 101
101

1001000101
101
000

 Figura 2.2.- Ejemplo de la división binaria.
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 6. Apéndice: Funciones Complejas.

Hastaahorahemosvisto funcionesdeformageneral.No obstante,existenfuncionescon
unas determinadas propiedades especiales que suelen darle el nombre.

 6.1. Funciones simétricas.

Una función se denomina totalmente simétrica cuando per-
manece inalterable ante cualquier permutación de sus
variables.

Enestoscasos,lo querealmentedael comportamientodela funciónnosonlasvariables
individuales,sinosuconjunto.En el casodequela simetríasedéparaalgunasvariablescom-
plementadas,sedicequela funciónessimétricamixta.Peroenamboscasossedicequela fun-
ción es simétrica.La forma de representarestasfuncioneses mediantela letra S, seguida
(mediantesubíndices)del númerode 1's paralos quela función tomael valor 1. En la tabla
2.13 mostramos un ejemplo:

No obstante,cuandola funciónnoessimétricaparatodassusvariablessinoparauncon-
junto de ellas, se dice que la función es parcialmente simétrica.

La ventaja de estas funciones es la fácil implementación mediante conmutadores.

 6.2. Funciones fr ontales y bac kales.

Cuando se puede encontrar una fórmula en suma de produc-
tos en la que una variable, x i , sólo aparece sin comple-

mentar (o complementada), se dice que dicha función es
positiva (o negativa) para la variable x i .

En cambio, si en todas las fórmulas aparece tanto la
variable sin complementar como la complementada, se dice
que la función es mixta en x i .

Mientras que si existe una fórmula en la que no aparece la
variable x i , se dice que la función es vacua en x i .

Extendiendo estas definiciones al conjunto completo de

X0 X1 X2 nº de 1’s F(X0,X1,X2)

0 0 0 0 1
0 0 1 1 1
0 1 0 1 1
0 1 1 2 0
1 0 0 1 1
1 0 1 2 0
1 1 0 2 0
1 1 1 3 1
F(X0,X1,X2) = S0,1,3(X0,X1,X2)

Tabla 2.13.  Ejemplo de una función simétrica.
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variables de la función, se dice que una función es fron-
tal (backal) si es positiva (negativa) en todas sus
variables.

La ventajadelasfuncionesfrontales(backales)esquesi disponemosdel valor sin com-
plementar(complementado)de las variablesde entrada,no nos haránfalta inversoresa las
entradas, simplificando de este modo la implementación del circuito lógico.

 6.3. Funciones umbrales.

Una función umbral se define como aquella que se puede
definir mediante desigualdades a modo de pesos, por ejem-
plo

f(x1, x2,…, xn) = 1 sin xi· wi >T

dondewi representael vectorpesoy T el umbral.La representacióngráficadeestasfunciones
(figura2.3)serealizamedianteunacajaenla quecadaentradaestáacompañadadel pesoaso-
ciado,mientrasqueen la esquinasuperiorderechasele indica el umbrala partir del cual el
valor de la función será 1.

La ventaja de estas funciones radica en una fácil implementación física.

W1

W2

Wn

T

F

 Figura 2.3.- Símbolo de una función umbral.


