TEMA 1l: ALGEBRA DE CONMUT ACION

En estecapituloveremodos métodosnatematicogjuesedisponerparalasoperaciones
relacionadagon los circuitos digitales,asi comolas funcionesmasbasicasde la aritmética
binaria.

1. Definicion de Alg ebra de Boole . Postulados.

Sedefinecomodélgebra de Boole a un sistemamatematicacon un conjuntode elemen-
tosB y dosoperacionesinariascerradag-) y (+) siemprey cuandosecumplanlos siguientes
postulados:

* P1.- las operaciones tienen la propiedad conmatati
a+b = b+a
a-b=Db-a
» P2.- las operaciones son distriilvas entre si
a-(b+c)=a-b+a-c
a+(b-c) = (a+b)-(atc)

» P3.-lasoperacionesienenelementosdentidaddiferentesdentrode B. Estoselemen-
tos son definidos como O para (+) y 1 para (+).

a+0=a
a-l=a

* P4.-paracadaelementoa, del conjuntoB, existe otro elementadenominada@omple-
mento,atambién del conjunto B, tal que se cumple:

ata=1
aa=0
Comopodemoser, encualquieralgebrabooleanasecumpleel principio de dualidad:

Cualquier teorema o identidad algebraica deducible  de los
postulados anteriores puede transformarse en un segundo
teorema o0 identidad valida sin mas que intercambiar las
operaciones binarias y los elementos identidad.
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Como en cualquier algebra, podemos disponer de constantesyatdes. Asi,

una constante se define como cualquier elemento del con-
junto B.

Mientras que una variable es un simbolo que representa un
elemento  arbitrario del algebra, ya sea una constante o]
una formula algebraica completa.

2. Teoremas del Alg ebra de Boole .

En cualquier algebra de Boole se pueden demostrar los siguientes teoremas:

Teorema2.1.-El elementca del 4° postuladgdenominad@omplementm® negaciénde a) esta
univocamente determinado, es dees unico.
Demostracion.- Supoagnos quexsten dos complementos deaay a.

5.2 = 521 =52-(a+51) = 52-a +52-511 = aél + 5.2'51 = (a +52)-51 = 5.1
Teorema 2.2.- (odorema de elementos nulogy® cada cualquier elemento a, edfica

atl=1ya0=0
Demostracion.-

atl=1.(atl) =(ata)-(atl)=a+a-l=a+a =1
a-0=a0+0=al0+aa=a(@+0)=aa =0

Teorema&.3.-Cadaunodelos elementosdentidadesel complementalel otro, esdecir, 1’ =0

yo=1
Demostracion.- Si fuese cierto, deberian cumplir el cuarto postulado del algebra:
1=0+0
0=0-0
Por ser tnico | complemento: 0’ = 1
1=1+1
0=1-0

Por ser tnico el complemento: 1' =0

Teorema 2.4.- (odorema de idempotenciaai@d cada elemento a, seriica:

at+ta=a
a-a=a
Demostracion.-

ata=-a+a-l=a+ta-(ata)=ata-at+a-a=a-(l+a)=a-1l=a
a-aza-a+0=za-a+a-a=-a(a+a)=zal=a

Teorema2.5.- (0 Teoremade involucion) Paracadaelementade a, se verificaqueel comple-
mento del complemento de a es a, es d&€)i = a
Demostracion.-
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a+@)y=1l=a+a=a+a>a=(a)
a-(@)y=0=a-a=a-a>a=(a)

Teorema 2.6.- (odorema de absorcionaf cada par de elementos, a y b,eséiva:
ata-b=a
a-(a+b)=a

Demostracion.-
ata-b=a-l1+a-b=a-(1+b)=a-1=a
a(a@a+b)=(@a+0)-(a+b)=a+0-b=a

Teorema 2.7.- &a cada par de elementos, a y b,esdiva:
ata -b=a+b
a-(@+b)=a-b

Demostracion.-
ata-b=(a+a)(a+b)=1(a+b)=a+b
a-(@+b)=a-a+a-b=a-b

Teorema 2.8.- (0 s de DeMagan) Rara cada par de elementos, a y b,esdiva
(@+by=a-p
(@a-by=a+b
Demostracion.- Se comprobara si se satisfel cuarto postulado
atb+(a+b)y=a+b+a -b’=a+a -b+b+b-a=
—at+tb'+b+a=a+a+b+b=1+1=1
(@a+b)-(a-b)=a-a-b’+b-b-a=b"-0+0-a=0+0=0
a-b+(a-by=a-b+a+b=a-b+a+a-b+b'=

—at+a+tb+b=1+1=1
a-b-(@+b)=a-a-b+a-b-b’=0-b+a-0=0+0=0

Teorema2.9.- (0 Leyesde DeMorgan generalizadadparacualquierconjuntode elementose
verifica:

Kg+ Xg+ ... + X5) =X - Xq - ... - X,
(XO . Xl et )%) :Y0+Y1+ +Yn

Teorema2.10.- (0 Teoremade asociatvidad) Cadauno de los operadoredinarios(+) y (+)

cumplela propiedadasociatva, esdecir, paracadatreselementosa, by c, se

verifica
(@a+b)+c=a+(b+c)
(@-b)-c=a-(b-c)

3. Alg ebra de Conm utacion.

Hastaahorano hemospuestoningunarestriccional conjuntode elementoshi a los ope-
radoresbinarios(salho los postuladogjue deberiarcumplir). Si particularizamogparael caso
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deloscircuitosdigitales,restringimosel conjuntode elementos los dosdigitosbinarios{0,1}
y las operaciones binarias son las siguientes:

A B + . Negacion
0 0 0 0 —
0 1 1 0 0=1
1 0 1 0 ~
1 1 1 1 1=0

Tabla 2.1. Operaciones del algebra de conmutacion.

Severifica que un algebradefinidade la forma mostradaen la tabla 2.1 setratade un
algebradeBoole.La demostraciomle estaafirmacionserealizamediantda verificaciondelos
cuatro postulados:

» P1.- Se comprueba por simple inspeccion de la definicién de las operaciones.

* P2.- Se puede comprobamatuando todas las combinaciones posibles.
A|lB|C A-(B+C) A-B+A-C A+ B-C (A + B)-(A+C)

ENNFNFN e Il=1l=]=)
Rlr|lolo|lkr|lr|lolo
=l =1 =1 =]
RlrRlo|lo|lo|lo|lo
RlkrlRlo|lolo|lo|lo

NN r==1f=)
[EN SN FiN FiN FiN =1 =][=)

1
Tabla 2.2. Demostracion de la propiedad distivia.

» P3.- Porinspeccion de los operadores se puerfecar.

A B | AAB| A+B
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

Tabla 2.3. Demostracion de los elementos neutros.
* P4.- Por definicion del operador complemento.
Un algebraasi definidase denominaalgebrade conmutacionLos operadoresle esta
algebra reciben los siguientes nombres:
» operador +—> operador OR
» operador ——> operador AND

» operador ——> operador NO

y los circuitoselectronicogjuerealizanestasoperacionesedenominarpuerta OR, AND y
NOT o inversor).Estagpuertagienenunossimbolosespecialedps cualessonmostrado®nla
figura2.1. Estossonlos simbolostradicionalesy aunqueexiste unasimbologiainternacional
también mostrada, usaremos preferentemente estos simbolos:



TEMA II: ALGEBRA DE CONMUTACION 17

Puerta AND Puerta OR Puerta NO o inversor

Figura 2.1.- Simbolos tradicionales e internacionales de las puertas légicas mas

4. Funciones y Form ulas de Computacion.

En primerlugar vamosa definir lasrelacionesxistentesentrelos elementoslel algebra,
es decirlo que se entiende por una funcién.

Se define una funcibn completa de un conjunto S en otro T
como un subconjunto de SxT de forma que para cualquier
elemento s que pertenezca a S, exista un solo elemento t
de T, llamado valor de la funcion para s.

Unafuncién completatambiénesdenominadduncionescompletamentespecificadas fun-
cion de conmutacionlUnaformade representaciode las funcionesde conmutacioresla lla-
madatabla de combinaciones o tabla de verdad. Esta formada por n+1 columnas:n

columnagparalasvariablesde entraday unaparael valor dela funcion;y 2" filas (detodaslas
combinacionegosiblesde las n entradas)Un ejemplode tablade combinacionesparauna
funcion de tresariables, seria la mostrada en la tabla 2.4:

X, | X1 | Xo F(X2, X1, Xo)
0 0 0 F(©, 0, 0)
0 0 1 F(, 0, 1)
0 1 0 F(O, 1, 0)
0 1 1 F@O, 1, 1)
1 0 0 F(1, 0, 0)
1 0 1 F(1, 0, 1)
1 1 0 F(1, 1, 0)
1 1 1 F(1, 1, 1)

Tabla 2.4. Ejemplo de tabla derdad de una funcion légica

Las funcionesde conmutaciorse puedenexpresarmedianteformulaso expresionegle
conmutacion.Una formula o expresionde conmutacionde n variablesse definerecursva-
mente como:

» Las constantes 1y 0 son férmulas de conmutacion

» La variables xes una férmula si se encuentra restringida al conjunto {0,1}

* Si A es una formula, entoncAstambién lo es
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* Si Ay B sonférmulasde conmutaciénentonce<l resultadade cualquieroperacion
binariadeellastambiénlo es.Esdecir, A+B y A-B tambiénsonformulasde conmuta-
cion

* Nadamasesunaférmulade conmutaciéna menosgquesesiganlos anteriorepuntos
en un namero finito

Asi, encontramos que son férmulas de conmutacion:

XX T X3 Xy
X1 (' + X3)
(X1' + X2) (X3 +Xg)

Mientras que los siguientes ejemplos no son férmulas de conmutacion:

X+ X%
X1 (%t X3)

Comotodoslos postuladosy teoremagiel algebrade conmutaciorfueron formulados
mediantevariableg(las cualespuedersertantoconstantesomoexpresionesompletas)gstos
pueden ser aplicados a cualquier funcion o formula de conmutacion.

Teorema 2.11.- Cada férmula de conmutacion describe una Gnica funcion de conmutacion.

Demostracion.De cadaférmula podemosobtenerunatablade combinacionegue esunica,
evaluandola férmula paratodaslas combinacionegosiblesde las variablesde entradas.
Comounafuncién es biunivocamentaepresentadaor unatablade combinacionessi la
altima es Unica, la primera también lo sera.

Sedicequedosformulasde conmutaciérsonequivalentegA = B) si describerla misma
funciénde conmutaciénPorejemplo,si consideramota funcion mostradaenla tabla2.5,las
siguientes formulas son egalentes:

F(X1,X2) =X
F(Xl,XZ) = X' X9+ X1 X5
F(X1,X2) = (X1+X)(X1'+X )
X1 X2 F(Xq,X2)

=

IR OO

0
1
0
1 0
Tabla 2.5. Ejemplo de funcién légica.

Comosepuedever, puederexistir muchaférmulasde conmutaciérquedescribarala misma
funcién de conmutacion.

Dentrodelasférmulasde conmutaciénhayalgunagjuesonde especialnterés Jascua-
les se definen a continuacion:

Se denomina término  producto a la operaciéon AND de un
namero dado de literales (variables o constantes).



TEMA II: ALGEBRA DE CONMUTACION 19

Se denomina término suma a la operacion OR de un numero
dado de literales (variables o constantes).

Se define formula normal disyuntiva a la expresion de la
funcibn como suma de términos  productos, o se dice que se
encuentra expresada en forma normal disyuntiva.

Se define formula normal conjuntiva a la expresion de la
funcibn  como producto de términos suma, o0 se dice que se
encuentra expresada en forma normal conjuntiva.

Por ejemplo:
» Formula normal disyunta ——> F(Xq, X1, X5) = X{-X5 + X;-Xo
* Formula normal conjunta—> F(Xq, X1, X5) = (X1 + X5)-(Xq +X5)

Se define mintérmino al término producto en el que apare-
cen todas las variables una y una sola vez, ya sea comple-
mentada o sin complementar; por lo tanto, un mintérmino
es un caso especial de término producto.

Por ejemplo, X1'-X2 es un mintérmino denominado m

A la férmula normal disyuntiva en el que todos los térmi-
nos productos que aparecen son mintérminos, se le deno-
mina férmula canodnica disyuntiva.

Se \erifican los siguientes teoremas:

Teorema2.12.- Dadala lista completade mintérminosde n variables,asignandaarbitraria-
mentel’sy 0’s a cadavariable,severifica que un Unico mintérminotomarael
valor 1.

Demostracion.Paraguedoso masmintérminostomaserel valor 1 conunasolacombinacion
delasvariablede entradasedebecumplir quedichosmintérminosno seveaninfluidospor
algunavariable,que setraduceen la inexistenciade dichavariableen el mintérmino.Pero
dicha afirmacién,contradicela definicion de mintérminoen la debenaparecertodaslas
variables de la funcion.

Teorema 2.13.- La formula compuesta por [bsmhtérminos sera idénticamente 1.

Demostracion.bel teoremaanterior vemosqueunadeterminada@ombinaciémde1’sy 0'sen
las variablesde entrada provocaque un mintérminotomeel valor 1. Porlo tantosi suma-
mostodoslos mintérminosposibles siemprehabraalgdnmintérminoquetomeel valor 1,
gue al sumarlo con los restantes, @ara a la funcion ebior 1.

Teorema 2.14.- Cada funcion puedgresarse como suma de mintérminos.

Demostracion.-Cualquierfuncion se puedeexpresarcomo sumade términosproductos,al
evaluarlos paréntesisle unaformulaequivalente. Unavez quetengamosunaféormulaequi-
valentea la original escritacomo sumade términosproductos pasamos incluir entodos
los términos,todaslas variablesde la funcion. Paraello, haremosusodel elementadenti-
dady el cuartopostuladga+a’=1,enparticular),sustituiremodos 1's necesarioslelos tér-
minosproductogor expresioneslel tipo (a+a’) delasvariablesqueno aparecenDe nue/o
se &aluan los paréntesis y obtendremos finalmente la formula canonica digyunti
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Supongmos que tenemos la férmula disyuat(x,yz) = x-y + Z’

Parapasara formula candnicadeberiamultiplicar por las variablesque faltanen cadatér-
mino producto, es degir

F(x,%,2) = x-y:(z+Z) + (x+X)-(y+y)-Z' =

=XYZ+HXYZ N2+ XY 2+ Xy XYy 7

Teorema 2.15.- La férmula canodnica disyuatd de mintérminos es unica.

Demostracion.Comounacombinacionde las variablesharagueun solo mintérminotomeel
valor 1, paraobtenerunaférmulaequivalentede mintérminos gsteno puedesersustituido.
Repitiendoesterazonamient@ntodoslos mintérminosqueaparecerenla férmula, vemos
gue ningunoessustituible. Tampocose puedeafiadirmasmintérminosya que éstosharan
guela funciontomeel valor 1 enun casoerroneo.Y por ultimo, tampocosepuedeeliminar
ningunmintérminoya que parala combinacionque se harial, la funcionya no tendriael
valor correcto.Porlo tanto,no sepuederafiadir eliminaro sustituirmintérminosporlo que
la férmula queda inalterable.

Teorema2.16.-(o Primerteoremade expansion)Paraunafuncionde conmutaciénsecumple

que (%, Xo,..., Xy) = Xq- f(1, %,..., X,) + X" - f(0, Xo,..., %)
Demostracion.tsandolos postulados/ teoremasiel algebrade Boole podemosepresentar
f(X1, X9, ..., %) = X1- A+ %" - B. Por lo que:

Sixg=1,f(1, %,...., %) = A
Six; =0, (0, %,..., X)) =B
Teorema 2.17.- Cada funcion completa puede escribirse como:
f(X1, Xpooes X) = 3 1(0) - My(Xq, X o.r %)

donde i es el nimero decimal que hace que dicho mintérmire ééragor 1. Por ejemplo

Mo =X - X' - ... = X,

m]_:Xl"Xz" X
n _

m2_1—X1'X2' )ﬁ

Esdecir, el numerodel mintérminoesigual al nUmerodecimalque coincideconla combina-

cion de sefales de entrada que le dalerV1” a dicho mintérmino.

Demostracion.Seaplicasucesramenteel teoremade expansionVamosa particularizaa una
funcion de tres variables(aunqueel desarrolloseriaperfectamente/dlido paracualquier
namero de entradas).

F(x,y,z) = x-F(1,yz) + X-F(0,yz) = x-(y-F(1,1,2)+y’-F(1,0,2)) + xX'-(y-F(0,1,2z)+y’-F(0,0,2)) =
x{y-(z-F(1,1,1)+z’-F(1,1,0))+y’-(z-F(1,0,1)+z"-F(1,0,0))} +
x'{y-(z-F(0,1,1)+z'-F(0,1,0))+y’-(z-F(0,0,1)+z’-F(0,0,0))} =

x-y-z-F(1,1,1)+x-y-z"-F(1,1,0)+x-y’-z-F(1,0,1)+x-y’-z’-F(1,0,0) +
xy-z-F(0,1,1)+xy-z’-F(0,1,0)+x’-y’-z-F(0,0,1)+x-y’-z’-F(0,0,0)

Porlo tanto,enunaférmulade mintérminosséloapareceraaquellosquetomenel valor
1 paraalgunacombinaciorde las variablesde entradaya queel productopor 0 anularadicho
mintérmino.Porejemplo,la tabla2.6 de combinacionesendréla siguienteférmulade mintér-
minos.
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Xo X1 X2 F(X0.X1,X2)

Rlr[r[r[o]o]o]o
Rlrlolo[r[r|olo
Rlolr|o|r|olr|o
Rlolr|o|r[r[r|o

F(Xp,X1,Xp) = my + mp + mg+ mg + my; =y m(1,2,3,5,7)
Tabla 2.6. Ejemplo de una férmutgpeesada como suma de mintérminos.

Por la aplicacion directa del principio de dualidad,

se define maxtérmino como el término suma en el que apare-
cen una y una sola vez todas las variables de la funcién,
ya sean complementadas o0 sin complementar; por lo tanto,
un maxtérmino es un caso especial de término suma.

Por ejemplo, X+X, es un maxtérmino denominadg.M

A la férmula normal conjuntiva escrita mediante  maxtérmi-
nos se le denomina férmula candnica conjuntiva o formula
de maxtérminos.

Se \erifican los siguientes teoremas:

Teorema2.18.- Dadala lista completade maxtérminosde n variables,asignandaarbitraria-
mentel’sy 0's a cadavariable,severificagueun Unico maxtérminotomarael
valor 0.

Demostracion.Paraquedoso masmaxtérminogomaserel valor 0 conunasolacombinacion
de las variablesde entradase debecumplir que dichosmaxtérminosno se veaninfluidos
por algunavariable,que setraduceen la inexistenciade dichavariableen el maxtérmino.
Perodichaafirmacion,contradicela definicion de maxtérminoen la debenaparecetodas
las variables de la funcion.

Teorema 2.19.- La formula compuesta por [bsaxtérminos sera idénticamente 0.

Demostracion.bel teoremaanterior vemosqueunadeterminadaombinaciérde1'sy 0'sen
las variablesde entradaprovocaque un maxtérminotomeel valor 0. Porlo tantosi suma-
mostodoslos mintérminosposibles siemprehabraalgiinmaxtérminoquetomeel valor 0,
gue al multiplicarlo con los restantes,ldara a la funcion ehlor 0.

Teorema 2.20.- Cada funcién puedpresarse como suma de maxtérminos.

Demostracion.Cualquierfuncién sepuedeexpresarcomosumade términossuma,al evaluar
los paréntesisle unaformulaequialente. Unavez quetengamosunaférmulaequivalentea
la original escritacomo sumade términossuma,pasamos incluir entodoslos términos,
todaslas variablesde la funcion. Paraello, haremosusodel elementadentidady el cuarto
postuladd(a-a’=0,en particular),sustituiremodos 1's necesariosle los términosproductos
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por expresioneglel tipo (a-a’) de las variablesque no aparecenDe nueso se evallanlos
paréntesis y obtendremos finalmente la formula canénica camajunti

Si consideramota formula disyuntva F(x,y,z)=(x+y")-z, parapasarlaa suformacanoénica
actuamos con la adicion de los términos

F(x,y,2) = (x+y'+z-2")-(X-X'+y-y'+z) =

= (X+y'+2)- (x+y'+Z')- (X ty+2) pekyr+2)- (X +y+2) - (X +y'+Z)

Teorema 2.21.- La férmula candnica conjuatb de maxtérminos es unica.

Demostracion.Para obteneruna férmula equivalente de maxtérminos,un maxtérminono
puedesersustituido,ya queel valor O de dicho maxtérminono puedeserafiadidoconotro.
Repitiendoesterazonamient@ntodoslos maxtérminogueaparecerenla formula,vemos
gueningunopuedesersustituido.Tampocose puedeafiadirmasmaxtérminos/a que éstos
haranquela funciontomeel valor 0 enuncasoerréneoY por ultimo, tampocosepuedeeli-
minar ningnmaxtérminoya que parala combinaciémueseharia0, la funciénya no ten-
driael valor correcto.Porlo tanto,no se puedenafiadir eliminar o sustituirmaxtérminos,
por lo que la formula queda inalterable.

Teorema2.22.-(0 Segundoteoremade expansion)Paraunafuncion de conmutacionsecum-
ple que  f(X Xo,..., X,) = X1+ (0, Xo,..., X)] - [X1" + (1, Xo,..., Xp)]
Demostracion.sandolos postulados teoremasiel &lgebrade Boole podemosepresentar
f(X1, Xo,..., Xy) = (X1 + A) - (%" + B). Por lo que:

Sixg =0, f(0, %,..., X)) = A
Six=1,1(1,%,..., %) =B

Teorema 2.23.- Cada funcidn completa puede escribirse como:
f(X1, Xou-evy Xo) = [T 1) + Mi(X 1, Xo,..., Xy)]

donde i es el nimero decimal que hace que dicho maxtérmireoekwdor 0. Por ejemplo

Mo=X1+ X+ ... + X,

M1:X1+X2+...+)9]’

n _ ’ ’ ’
M2 _1—X1 +X2 +...+Xn

Esdecir, el nUmerodel maxtérminoesigual al nUmerodecimalquecoincideconla combina-

cion de sefales de entrada que le dalerV0” a dicho maxtérmino.

Demostracion.Seaplicasucesiamenteel teoremade expansion.\dmosa particularizara una
funcion de tres variables(aunqueel desarrolloseriaperfectamentes/dlido paracualquier
namero de entradas).

F(x,y,2) = (x+F(0,yz))-(X'+F(1,y2)) =
{X + (y+F(0,0,Z))'(y’+F(O,1,Z))}'{X’+(y+F(1,0,Z))'(y’+F(1,1,Z))} =
{x + (y+(z+F(0,0,0))-(z'+F(0,0,1)))-(y'+(z+F(0,1,0))-(z’+F(0,1,1)))} -
{x'+(y+(z+F(1,0,0))-(z’+F(1,0,1)))-(y'+(z+F(1,1,0))-(z’+F(1,1,1)))} =
(x+y+z+F(0,0,0))-(x+y+z'+F(0,0,1))-(x+y'+z+F(0,1,0))-(x+y’+z’'+F(0,1,1)) -
(X'+y+z+F(1,0,0))-(x'+y+z'+F(1,0,1))-(x'+y’+z+F(1,1,0))-(x'+y'+z’'+F(1,1,1))

Porlo tanto,enunaférmulade maxtérminosoéloapareceraaquellosquetomenel valor
0 paraalgunacombinaciénde las variablesde entradaya que la sumade 1 a los términos
sumasconsiguesu no influencia. Por ejemplo, la tabla 2.7 de combinacionesendrala
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siguiente formula de maxtérminos.
Xo X1 X2 F(X0:X1,X2)

Rlr[r[r[o]o]o]o
Rlr[olo[r[r|olo
Rlolr|o|r|olr|o
Rlolr|o|r[r[r|o

F=My- My - Mg=T]M(0,4,6)
Tabla 2.7. Ejemplo de férmulxmresada como producto de maxtérminos.

El mododetransformamunaférmulade mintérminosen otrade maxtérminossebasaen
la doblecomplementacioya que(f’)’ = f. En estatransformaciorse verificanlos siguientes
teoremas:

Teorema2.24.-El complementale unaférmula de mintérminosestaformadopor la sumade
los mintérminos que no aparecen en la formula original.

Demostracion.Comoya hemosvisto, en unaférmula de mintérminostinicamenteaparecen
aquellosquepuedertomarun valor de 1, mientrasquelos quetomansiempreel valor 0 no
aparecenNo obstantecomola complementaciogonsisteenintercambiarl’s por 0’s,enla
férmula complementadéomaranel valor 1 aquellosmintérminosgue tomabarel valor O,
mientrasgquetomaranrel valor 0 aquellosquetomabarel valor 1. Porlo tanto,enla formula
complementadapareceratodoslos mintérminosquepasaratomarel valor 1, quesonlos
mismos que en la férmula original tomabanabv 0 y por tanto no aparecian.

Teorema?2.25.-El complementale unaférmulade maxtérminosestaformadopor el producto
de los maxtérminos que no aparecen en la formula original.
Demostracion.Comoya hemosvisto, en unaférmula de maxtérminoginicamenteaparecen
aquellosquepuedertomarun valor de 0, mientrasquelos quetomansiempreel valor 1 no
aparecenNo obstantecomola complementacioronsisteenintercambiarl’s por 0’s,enla
formula complementadéomaranel valor 1 aquellosmaxtérminosquetomabanel valor 0,
mientrasguetomararel valor 0 aquellosquetomabarel valor 1. Porlo tanto,enla férmula
complementadapareceratodoslos maxtérminogjuepasarmtomarel valor 0, quesonlos

mismos que en la férmula original tomabanadbv 1 y por tanto no aparecian.

Teorema 2.26.- Siempre serifica las siguientes igualdades: mM; y M;" = m;.

Demostracion.Pordefinicion,i esel nimerodecimal,codificadoenbinario conlasvariables
deentradaguehacequeel mintérminotomeel valorde 1 y el maxtérminatomeel valor de
0. Comoel mintérminoesel productodetodaslasvariablegcomplementadas sincomple-
mentar),todasaquellasgque aparezcarsin complementase sustituirdnpor 1, mientrasque
las complementadase sustituyenpor 0. Y como el maxtérminoesla sumade todaslas
variables(complementadas sin complementar)todasaquellasque aparezcarsin comple-
mentarsesustituirdnpor 0 y lasqueesténcomplementadasesustituiranpor 1. Ahorabien,
por las leyesde DeMorman generalizadasg| complementale mintérminoseraun maxtér-
mino (cambiaroperacionAND por OR) con las variablesinvertidas(las que estabarsin
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complementgrahoraaparecerarromplementadag viceversa).Por lo tanto, el indice del
mintérminoy del maxtérminoobtenidode su complementaciores el mismo.Y comoel
complementalel complementaleun elementesesemismoelementola segundaigualdad
también queda demostrada.

No obstanteala horadeimplementatasfuncionesde conmutaciormediantecircuitoso
puertaslogicas, las expresionesen formas candnicasno derivan en una implementacion
Optima, generalmentelas expresionesnasempleadaparasu posteriorimplementaciorson
las que siguenuna serie de criterios de minimalidad. Los criterios mas comunesson los
siguientes:

* Menor niumero deariables.

* Menornumerode términos(ya que,por lo generalun términosuelecorresponderse
con una puerta logica).

* Menor alor asociado. Estealor sigue la siguiente formula:

n° términos + n°ariables — n° términos con un solo literal —1

El primer criterio (el nUmerode variables)nosva a darideadel niumerode entradagjuedebe
tenercadapuertalégicadel primernivel, esdecir, enel casode suma(producto)de productos
(sumas)nosindicaréel numerodeentradasle cadapuertaAND (OR). El segundocriterio nos
va a darideadel numeroaproximadade puertasdel primer nivel. Por Gltimo, el tercercriterio

nosvaadarideadel nUmerodetérminosgqueno seranmplementadosonpuertagla figurade

términos con un solo literal, que serd implementada con un solo cable).

El pasode unaférmulaa otra,y en particulara la formulaminima,sebasaenla aplica-
cion de los postulados y los teoremas correspondientes al algebra de conmutacion.

Hastaahorahemosvisto funcionesque seencuentrardefinidasparatodaslas combina-
cionesposiblesde variables No obstantetambiénse puederdar casosde funcionesgueno se
encuentrerdefinidasparatodaslas combinacionesle entradasEsto suelepasarcuandolas
variablesde entradano sonindependientesntresi o queno puedandarsetodaslas combina-
ciones.A estetipo de funcionesse les denominafuncionesincompletaso incompletamente
especificadadJnafuncidonincompletapuedeserla expresadagor la tabla2.8 de combinacio-
nes..

Xo X1 X2 F(X0.X1,X2)

RlR|o

o

(el el el el
1
1

1 1 --
Tabla 2.8. Ejemplo de tabla derdad de una funcion incompleta.

RPRPIRPPRPOOOIO
R OO P, OO

En estecaso,las combinacioneparalas quela funcion no estaespecificadaon011,110y
111.Paraestascombinacioneda funcionpuedetomarcualquiervalor ya queésteno essigni-
ficativo porqueno sedarao no influira. Estasfuncionessepuederexpresarmediantda union
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de dos funciones diferentes:

* Una funcién completa,f, que contemplatodaslas inespecificacionesomo0 6 1,
segyun el tipo de representacion. En el caso anterior serig f+=ma + mg = Mg-M,.

» Y otrafuncion completa,denominaddunciéninespecificacidbngque contemplatodas
las combinacionegaralas que la funcion no estadefinida, soliéndosedenominar
como la funcionp. En el caso anterior seifes mg + mg + m; = M3-Mg-Mj.

A la hora de crear la formula quepeesa dicha funcion, hay que tener en cuenta dos puntos:
» La funcion f debe ser completamente implementada.

+ La funcion @ no tiene porquéser completamentémplementadaEstapuedeque no
seaimplementadague seaimplementadasélo parcialmenteo que estécompleta-
mente implementada.

Lasinespecificacionesuelenserempleadaparaayudarala minimizaciondelasférmu-
las de conmutaciénDebidoa estasnespecificacionesecumplequela formulade mintérmi-
noso de maxtérminosho esunica,ya quepuederexistir tantasformulascomocombinaciones
de que sus inespecificacionass&n o0 no.

Sedefineel complementale unafunciénincompletacomootrafunciénincompletacon
la misma funcién de inespecificacién y el complemento dedlases definidos. Por ejemplo:

Xo X1 X5 F(XoX1,X2) | F(Xo.X1,Xo)’
0 0 0 0 1
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 -- --
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 -- --
1 1 1 -- --

Tabla 2.9. Ejemplo de una funcion incompleta y su complemento.
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5. Aritmética binaria.

Unavez visto el algebrade Boole, y en particularel de conmutaciénpasaremos ver
comoseharianlasoperacionesasbéasicaglela aritmética(suma estamultiplicaciony divi-
sion) utilizando el codigo binario.

5.1. Suma hinaria.

La sumabinariatienedossalidas:sumay acarreolLa salidasumaesel resultadomien-
trasqueel acarreceslo quesele afiadea la siguientesuboperacion.a tabladecombinaciones
para la suma de dos entradas es la tabla 2.10, que se encuentra junto a un ejemplo:

A B Suma Acarreo
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

Tabla 2.10. @bla de erdad correspondiente a la suma aritmética.

Acarreo 1111111

Sumando A 010110.011 22.375
Sumando B 011011.110 27.750
Resultado 110010.001 50.125

5.2. Resta.

Larestabinariatienedossalidasrestay desbordamientd.a salidarestaesel resultado,
mientrasque el desbordamient@slo que sele vuelve a restara la siguientesuboperacion,
comosi fueseun nuevo substraendd.a tablade combinacionegarala sumade dosentradas
es la tabla 2.11, que se encuentra junto a un ejemplo:

A B Resta Desbordamiento
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

Tabla 2.11. @bla de erdad correspondiente a la resta aritmética.

Sustraendo 10100.11 20.75
Desbordamiento 101100
Minuendo 01011.01 11.25

Resultado 01001.10 09.50
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5.3. -Complemento.

Al igual quela restadelos numerogealessepuedever comola sumadel nUmeronega-
tivo, enla restabinariase puedehacerlo mismo.El nimeronegativo enbinario esel denomi-

nadocomplementa dosde dicho nimero,representadpor %B. El complement@a dosdeun
namerobinariosecalculainvirtiendodichonimeroy sumarlel ala inversion,comopodemos
ver en el siguiente ejemplo:

2(1011) = 0100 + 1 = 0101

+1111 ---eemeemmeee > +1111
-1011 - >+0101
+0100 ------------ > +0100

Otraformade obtenerel complementa dosesla siguiente:empezandgor la derecha
sedejatodoigual hastaencontrarel primer 1 (inclusive) y a partir de ahi seinvierte la parte
restante bit a bit.

En el casode queel resultadosseanegativo, tantoconla sumacon el complementa dos
comoenla restabinaria,el nUmeroqueseobtieneesel nimeronegativo binario,y portanto,el
complemento a dos del nUmero en cuestion.

5.4. Desplazamiento.

En el casoque queramogealizaroperacionesomplejas(multiplicacion y/o division)
connumerosde potenciade dos(2, 4, 8, 16, 32), éstagesultanmuy simplespor propiacons-

trucciondel codigobinario. La multiplicacién(division) por 2" serealizadesplazandel punto
decimaln digitosala derechgizquierda).En el casode queno existanmasdigitos,serellena-
ran con ceros.Estaforma se puededemostrarmpor la expresionpolindmicade los nimeros
binarios.

b2+ ..+l P +by 20+ b2 x 2= XM+ L+ gy 0D 4 XD+ 4
q.z(-q+l)
100110101.1 x 16= 1001101011000

5.5. Multiplicacién.

La multiplicacibnde dosnumerosbhinarioscualesquieraebasaenla tabla2.12de com-
binaciones:

A B Producto
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Tabla 2.12. @bla de erdad correspondiente al producto aritmético.
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Despuésserealizala sumade los productosparciales(comoen el casodecimal).Asi,
mostramos como ejemplo la multiplicacién de 5.75 x 5 = 28.75.

101.11 5.75

x 101 X5
10111
000000
1011100

11100.11 28.75

5.6. Division.

La division esla operacibnmas compleja,realizandosageneralmenta través de una
algoritmo. El algoritmo que vamosa emplearserael siguiente.El divisor se alinearacon la
partemassignificatva (masa la izquierda)del dividendoy serestaraSi el resultadode esta
restaesnegativo, al cocientesele afiadeun ceroala derechay el divisor sedesplazain digito
ala derechay volvemosa restar Si el resultadoes positivo, al cocientesele afiadeun 1 a la
derechay al resultadade la restasele afladeel digito inmediatamentsiguientede la derecha
del dividendo,y sevuelve a empezarA continuaciényemosen la figura 2.2,y a modode
ejemplo, la diision correspondiente a 45/5:

101101(101

101
0001011001
101
000

Figura 2.2.- Ejemplo de la\dsion binaria.
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6. Apéndice: Funciones Complejas.

Hastaahorahemosvisto funcionesde formageneral No obstantegxistenfuncionescon
unas determinadas propiedades especiales que suelen darle el nombre.

6.1. Funciones simétricas.

Una funcion se denomina totalmente simétrica cuando per-
manece inalterable ante  cualquier permutacion de sus
variables.

En estoscasos|o querealmentadael comportamientalela funcionno sonlasvariables
individuales,sino su conjunto.En el casode quela simetriasedé paraalgunasvariablescom-
plementadasedicequela funcibnessimétricamixta. Peroenamboscasossedicequela fun-
cion es simétrica.La forma de representaestasfuncioneses mediantela letra S, seguida
(mediantesubindicesyel nUmerode 1's paralos quela funciéntomael valor 1. En la tabla
2.13 mostramos un ejemplo:

Xo X1 Xy n° de 1% F(X0:X1,X2)

(el el el i)

NNEREEEEE

R olo|lkr|rlolo
WNN RN R[Ro
NN ERENE

1 1
F(X0,X1,X2) = §,1,dX0.X1,X2)
Tabla 2.13. Ejemplo de una funcion simétrica.

No obstantecuandda funciénno essimétricaparatodassusvariablessinoparaun con-
junto de ellas, se dice que la funcidn es parcialmente simétrica.

La ventaja de estas funciones es la facil implementacion mediante conmutadores.

6.2. Funciones fr ontales y bac kales.

Cuando se puede encontrar una formula en suma de produc-
tos en la que una variable, Xj, SOlo aparece sin comple-
mentar (0 complementada), se dice que dicha funcidn es
positiva (0 negativa) para la variable x i

En cambio, si en todas las formulas aparece tanto la
variable sin complementar como la complementada, se dice
que la funcion es mixta en x i

Mientras que si existe una formula en la que no aparece la
variable x  ;, se dice que la funcion es vacua en x i

Extendiendo estas  definiciones al conjunto completo  de
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variables de la funcidn, se dice que una funcibn es fron-
tal (backal) si es positiva (negativa) en todas sus
variables.

La ventajade lasfuncionesfrontales(backaleskesquesi disponemoslel valor sin com-
plementar(complementadojle las variablesde entrada,no nos haranfalta inversoresa las
entradas, simplificando de este modo la implementacién del circuito l6gico.

6.3. Funciones umbrales.

Una funcion umbral se define como aquella que se puede
definir mediante  desigualdades a modo de pesos, por ejem-
plo

f(X1, X0,..0y X)) = 1 Sinx;- W >T

dondew; represent&| vectorpesoy T el umbral.La representaciograficade estafunciones

(figura2.3) serealizamedianteunacajaenla quecadaentradeestaacompafnaddel pesoaso-
ciado, mientrasque en la esquinasuperiorderechasele indica el umbrala partir del cual el
valor de la funcion sera 1.

_Wl

_W2

_Wrl

Figura 2.3.- Simbolo de una funcién umbral.

La ventaja de estas funciones radica en una facil implementacion fisica.



