TEMA 1I: INTRODUCCION A LA TEORIA DE A UTOMATAS
FINITOS

Haciendounacomparaciorcon la ramacombinacionable ElectronicaDigital, el Alge-
brade Booleerala herramientanatematicgarapoderllevar a cabola reducciéndelasformu-
las logicas, y por lo tanto, del circuito de conmutacion.

En el casodelos circuitossecuencialegstaherramientano nosbastadebidoala depen-
denciatemporal.Por lo tanto, necesitamo®tra herramientgparaminimizar la dependencia
temporal de estos circuitos; esta herramienta eptéa de automatas finitos

1. Intr oduccién. Definicion.

En primerlugar, vamosa definirlo queseentiendgror autdmatdinito. Unaposibledefi-
nicion de autémata finito es la siguiente:

Un autdmata finito es un vector de tres elementos
M=(l,S,5, F)

donde | es el conjunto finito de entradas, S es el conjunto finito de estados (no
vacio), o es la funcion de transicion de estados y F es el conjunto finito de
estados finales (incluidos en S).

El hechode quetodoslos conjuntossearfinitos, le otorga a esteelementcel atributo definito.
Tambiénse puededesprendede la definicidn que un autdmatafinito esun tipo especialde
maquinasecuencialenla cualno existensefalegle salidacomotal sinoquesdlo hay sefiales
de entrada y estado, como sucedia en la maquina de Moore.

Debidoa estemotivo, lasmaquinasecuencialesumplentodoslos axiomasde los auto-
matadfinitos. Siendoéstala razénpor la cualempezaremosl estudiode la teoriadesarrollada
alrededor de los automatas finitos.

Al igual que en las maquinassecuencialeda representaciomle los automatadinitos
puedellevarsea cabode dosformasdiferentesmedianteun diagramade estadosp mediante
unatablade estadosDe estasdosrepresentacionefga masintuitiva paraunatraducciénpar-
tiendo de unasespecificacionede disefioes el diagramade estadosNo obstantegl trabajo
conlos diagramagie estadono essencilloni intuitivo. Porlo tanto,paraun posteriorproce-
sado utilizaremos la tabla de estados.
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2. Diagramas de Estado.

En los diagramagde estadopodemosencontrardos elementosestadosy transiciones.
Los estadosson las letraso simbolosenmarcadogdentrode un circulo generalmente)En
cambio, las transiciones son arcos dirigidos quati@sociadas una/s etiquetas.

Los estadosse puedendefinir como las posiblessituacionesa las que puedellegar el
automatagueestemogslescribiendoDentrode estosestadogpodemodistinguir entreestados
estables estadosnestablesCuandoexiste algunatransiciénparala cual sellega al mismo
estadadesdeel queseparte,sedice queesun estado estable. Mientrasquesi no existe nin-
gunatransicibnque cumplala condicionanterior se dice que esun estado inestable. En el
caso de la maquina demntas de refresco, los posibles estados pueden ser:

* No hay dinero en el interior de la maquina
» Existe el dinero suficiente para sacar un refresco

» Enelinterior dela maquinaestancadaunadelas cantidadepermitidasPorejemplo
si s6loseadmitenmonedagle 10,20y 50 c., el refrescocuesta60 c. y no sedevuelve
dinero, las cantidades pueden ser 10, 20, 30, 40, 50y 60 c.

Lastransicionesorresponderaalos eventosenlasentradagjueproduciranos cambios
de estadcenel sentidode la flechadel arco.El cambiode estadase producirasi la condicion
de entradacoincide con la etiquetaasociadaa dichatransicion.De nuevo, en el casode la
maquina de refresco, las posibles condiciones de entrada podrian ser:

* Introducir las diferentes monedas permitidas: 10, 20 y 50 c.

» Pulsar el botén para obtener el refresco.

Asi pues, una posible parte del diagrama del automata se mrestela figura 2.1:

10 c.

Oc. 10 c.

Figura 2.1.- Porcion del diagrama de estado correspondiente a la maquina de refi

Dicha porcion del diagrama se leeria del siguiente modo:

... Si no hay dinero almacenado en la maquina (estado de Oc.) e introducimos
una moneda de 10 c. (evento), pasaremos a la situacion de tener almacenado
10 c. (estado de 10c.)...

Si realizamosla descripciona través de la tabla de estado,la porcion anterior del
diagrama se mostraria en la tabla 2.1.
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10 c.
Oc. 10 c.

Tabla 2.1. Porcion de la tabla de estado correspondiente a la maquina de refresco.

Porlo tanto,un posiblediagramade estadgarala maquinade refrescasemuestraenla
figura 2.2. En estediagramadistinguimos8 situacionegosibles:cadaunade las cantidades
gue sepuedenalmacenasegun las monedasaceptadag0, 10, 20, 30, 40,50y 60 c.); y una
situacionen la queya esposibledar el refresco.Los eventosinvolucradosen dichamaquina
seranla insercionde cadaunade las monedag10, 20y 50 c.), y pulsarel botonde refresco.
Las transiciones de estado son las siguientes:

» Cuandantroduzcamosinamonedapasaremoal estadaconla cantidadactualizada;
peroenel casode quesobrepasemds cantidaddel refresconosquedaremognlos
60 c. yaqueno sedevuelve cambioy no esnecesari@macenadichacantidadsupe-
rior.

» Cuandopulsemosel botonderefrescoB, no sucederénadaa menosguenosencon-
tremos en el estado de 60 c., en cuyo caso se dara el refresco.

B

g e |
Lo
.g

10 c.
20 c,
50 c.

Figura 2.2.- Diagrama de estado correspondiente a la maquina de refresco.
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3. Teoremas y Definiciones.

Comonuestrainterésestacentradcenel analisisy disefio,vamosa orientarlos teoremas
y definicionesde la teoriade autdmatadginitos hacialos sistemasecuencialedJnavezreali-
zada esta aclaracion, en esta teoria encontramos las siguientes definiciones:

Equiv alencia: Una maquina M es equivalente a otra M*, si para cualquier
secuencia de entrada es posible encontrar algan estado inicial tal que la
secuencia de salida sea la misma. Esta relacion es denotada por M = M*.

Compatibilidad : Una maquina M es compatible con otra M*, si para cualquier
secuencia de entrada es posible encontrar un estado inicial tal que la secuen-
cia de salida sea la misma, siempre y cuando ésta esté especificada. Esta
relacion se denota por M ~ M*.

Maquina completamente especificada : es una maquina en la cual no exis-
ten ningun estado total para los que no esté especificada la funcién de
proximo estado y/o de salida. En caso contrario, se dice que la maguina esta
incompletamente especificada

A continuaciénvamosa ponerejemplosde maquinascompletase incompletasunapri-
mera maquina podria ser la siguiente:

Atravésdeunalineaserievallegandobits, sedesearealizarunamaquinaqueindiquela lle-
gada de la secuencial->0->1

En estamaquina)a sefialde entradaesla lineaseriemencionadanteriormentegonlas posi-
bles combinacionegde ‘1’ y ‘0. Como ambascombinacionesson posibles,no podemos
encontramingunasituacionde no especificacionPorlo tanto,la maquinaserdcompletamente
especificadaya quetantola salidacomolos préximosestadosieberarestarespecificadopara
todas las secuencias de entradas.

Una sgunda maquina podria ser la descrita a continuacion:

La figura 2.3 muesta el esquemale una maquinatrituradora. La maquinaescuestiondebe
gobernarlos motoes de trituracion segun las siguientesespecificacionessuandono exista
nadaquetriturar, los motores debenestar apagados;cuandola maquinaestéllena, ambos
motoesdebenestarfuncionando;cuandola maquinaestémediovacia, sélo debefuncionar
un motor y en particular aquel que en el estadoanterior estuviea apagado (con el fin de
garantizar una mayor vida activa de ambos mesjr

S1

S2

M1 M2

Figura 2.3.- Esquema de una maquina trituradora.
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Estamaquinaesun ejemploclarode maquinaincompletaya quelos sensoresle presenciés 1
y S2nuncapuedertenerla combinaciér51S2="1 0", yaqueesfisicamentémposible.Porlo
tanto,paraestacombinacionde entradani la salidani el préximo estadcestararespecificado
porqueno importaracualesseanal no llegar nuncadichacombinaciénNo obstantepodemos
encontrarnosnaquinasenlos quela salidasi estaréespecificad@eroel proximo estadano, y
viceversa.

Segyun las definicionesde compatibilidady de equivalencia,se compruebael siguiente
teorema:

Teorema 1. Seerifica que si las maquinas M y M* estan especificadas de forma:
e completa: M = M* <=> M ~ M*
e incompleta: M = M* => M ~ M*

Demostracion.De las definicionesde equivalenciay compatibilidadse desprendeuela pri-
meraenglobaa la segundapor lo quela direccibnhaciala derechade lasimplicaciones
guedademostradaEn cuantoa la direcciénde la izquierda,sélo se puedeverificar a
priori cuandolas dos definicionesseaniguales,casoque solo se puededar cuandose
trata de maquinas completamente especificadas.

Cubrimiento . Una maquina M* cubre a otra M si cualquier secuencia de
entrada aplicada a M* produce la misma secuencia de salida que si se aplica
a M, siempre y cuando M esté completamente especificada. Esta relacion es
denotada por M O M*.

Estados compatib les: Dos estados internos S; y S; se denominan compati-

bles, si para cualquier secuencia de entrada, tomando ambos estados como
iniciales, las dos secuencias de salida correspondientes resultan idénticas
siempre que ambos estados de salida estén completamente especificados.
Esta relacion es denotada por S; ~ S;. En caso contrario, los estados se deno-

minan incompatib les.

La definicibn de compatibilidad se reduce a comprobar que tienen el mismo
valor de salida y sus proximos estados son compatibles para cualquier condi-
cion de entrada, ya que la aplicacion de la definicion de forma directa es invia-
ble.

Clase de compatibilidad o clases o compatib les: Consiste en un conjunto
de estados, los cuales son compatibles dos a dos.

Clase maximal o maximo compatib le: Sera aquella clase que no es un sub-
conjunto de ninguna otra clase, y por lo tanto no esta contenida totalmente en
ninguna otra.

Coleccion de clases cerrada : Es un conjunto de clases, en el cual los proxi-
mos estados correspondientes a cada clase estdn contenidos al menos en
una clase de la coleccion, para cualquier secuencia de entradas.

Cubrimiento de una tabla de estados : Se trata de una coleccién de clases
gue cubre a una tabla de estados, si cada estado interno de la tabla esta con-
tenido en una clase de la coleccién como minimo.
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4. Minimizacion del NUmer o de Estados.

El nimerode estadoss el conjuntode situacionegjue es necesarialmacenarPor lo
tanto,nuestrointerésen la teoriade autdmataginitos secentraenla reducciondel nimerode
estadosDe estaformaobtendremosin disefiominimoencuantoa elementogle memoria,que
son los elementos criticos en el disefio semicustom.

El problemade la minimizaciéndel nimerode estadogparaunamaquinaM esequva-
lente a obtenerunacoleccidncerradade clasescon un nimerominimo que cubrasutablade
estadosA estacoleccionla denominaremosubrimiento minimo, y los estadosnternosdela
maquina reducida seran las clases de dicho cubrimiento.

Llegado estemomento,debemogreguntarsi la minimizacionde unamaquinaincom-
pletamenteespecificadgpuedereducirseal de unamaquinacompletamentespecificadaPara
ello podriamossuponermuela maquinaminimaseriala de unamaquinacompletadandoleun
determinado alor a las inespecificaciones.

Consideremosomo ejemplola maquinade Moore especificadgor la tablade estados
mostrada en la tabla 2.2:

a b S
A A B 0
B B C -
C A C 1

Tabla 2.2. Ejemplo de maquina incompletamente especificada.

Al utilizar todaslas combinacionesle salidadel estadoB, nosquedariarias tablasde estado
mostradas en la tabla 2.3 y tabla 2.4:

a b S

A A B 0

B B C 0

C A C 1

Tabla 2.3. Maquina completamente especificada obtenida a partir del ejemplo de la tabla 2.2.

a b S

A A B 0

B B C 1

C A C 1

Tabla 2.4. Maquina completamente especificada obtenida a partir del ejemplo de la tabla 2.2.

En la tabla 2.3 seevifica que los tres estados son incompatibles por las siguientes razones:
* Los estados Ay C son incompatibles por tener difereaieses de salida.
» Los estados B y C son incompatibles por tener difereateseg de salida.

* Los estadosA y B sonincompatiblesya que, a pesarde tenerel mismo valor de
salida,los proximosestadoge la combinacionde entradab (B - C) sonincompati-
bles.
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En la tabla 2.4 seevifica que los tres estados son incompatibles por las siguientes razones:
* Los estados Ay C son incompatibles por tener difereaieses de salida.
» Los estados Ay B son incompatibles por tener diferertieses de salida.

» Losestado® y C sonincompatibleyaque,apesardetenerel mismovalordesalida,
los préximos estados de la combinacion de entrada b (A - B) son incompatibles.

No obstantegnla tabla2.4 severificaquelos estadosA - B y B - C soncompatiblegor las
siguientes razones:

* Los estados Ay C son incompatibles por tener difereaieses de salida.
* Los estados Ay B seran compatibles si lo son los estados By C.
» Los estados B y C seran compatibles si lo son los estados Ay B.

* Comono sehanencontradosncongruenciagnla compatibilidadde los estadosA y
B,y By C, ambas parejas se consideran compatibles.

Porlo tanto,si elegimosdosnuesosestadost y 3 comolos correspondienteglos estadoAB

y BC, nos encontramosante una maquinaequivalentea la original; y por tenerun menor
numerode estadosynamaquinamaseficiente(queparaestecasoparticularseraminima).La
tabla de estados correspondiente a esteanm@quina sera la mostrada en la tabla 2.5:

a

b

S

a

a

B

0

B

a

B

1

Tabla 2.5. Maquina minima del ejemplo de la tabla 2.2.

Por lo tanto, llegamosa la conclusionde que debemodratar de forma diferentea las
magquinas completamente e incompletamente especificadas.

4.1. Maquinas completamente especificadas.

En este tipo de maquinas se cumplen los siguientes teoremas.

Teorema2. La relacionde compatibilidadse denominaequivalencia,dondecadaclasede
compatibilidad representa una clase deedencia.

Demostracion.Utilizando las definicionesde compatibilidady equivalencia,sabemogjuela
Unicadiferenciaexistenteradicaen la necesidadle quelas salidasy proximosestados
seancompletamentespecificadosnel primercaso.Comoenlasmaquinagjueestamos
tratando,estarestriccion se cumple para todos los estadosy secuenciasie entrada,
ambas definiciones coinciden.

Teorema 3. El conjunto de maximos compatibles es el cubrimiento minimo cerrado.

Demostracion.En primerlugar, enel conjuntode maximoscompatiblesseencuentramepre-
sentadogodoslos estadogle la maquinaen cuestion por lo cual esteconjuntoseraun
cubrimientode dichamaquina.Ademas por la definicion de méximo compatiblesabe-
MOos que no seranningun subconjuntade otro maximo, por lo cualtodosellos deberan
estarrepresentadosn la maquina.Porlo tanto,el nimerominimo de clasesnecesarias
sera el formado por todos los maximos compatibles.
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Porlo tanto,la reducciéndel nUmerode estadosonsistiréen la obtencionde los maxi-
mos compatiblescorrespondientea la maquinaconsideradaParallegar a estefin, primero
tenemogjueobteneros estadosompatiblesparadespuéser cualesde ellosformanlos dife-
rentes maximos compatibles de la maquina secuencial.

4.1.1. Obtencidn de los estados compatibles

Paraobteneros estadosompatiblesun posiblemétodoesel denominadaomotabla
de pares compatibles. Estatablatienela formamostradeen la figura 2.4, dondeS; - S;, son

los estados de nuestra maquina secuencial. La tabla se rellena de la siguiente forma:

» Cuandolos estadosonincompatiblesya que existe combinacionesle entradapara

las que el @lor de las sefales de salida es diferente, se identifica con un aspa (X).

Cuanddos estadosoncompatiblesya que paratodaslas combinacionesle entrada
tantoel valor de las salidascomolos proximosestadosoniguales,seidentificacon
una onda (~).

Cuandano secumpleningunadelascondicionesanterioresesdecir, todaslascombi-
nacionesle entradaienenel mismovalor de salidaperodiferentegproximosestados,
seidentificacon la parejade los proximosestadosya que estosnosdeterminararsi
realmente xste compatibilidad o no.

S

S)

Sh

Figura 2.4.- Apariencia de la tabla de pares compatibles.

Unavezcompletadda tabla,determinaremoka compatibilidaddetodoslos estadosiguiendo
las siguientes ggas (que soélo tendrambor para el tercer punto):

Enel casode quelos proximosestadoseanncompatibleslos estadopresentetam-
bién seran incompatibles.

En el casode quelos préximosestadoseancompatibles|os estadogpresentesam-
bién serdn compatibles.

Enel casode quelos proximosestadoseanos estadopresentesgstosserancompa-
tibles.

Unavez quehayamogachadaodoslos estadosncompatiblesgel restoseconsidera-
ran compatibles.

Porejemplo,si consideramo$a maquinarepresentadpor el diagramade estadosnos-
tradoenlafigura2.5,junto consutablade estadosEn ellapodemodlistinguirun total de siete
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estadogdesdesl estadA al estaddG), unasefialde entraday unasefalde salida.La tablade
pares compatibles también es mostrada en la misma figura.

0,0

1,1 0 1

A|AO0|C1
B|AO|C,1
C|FO0|G,O0
D|E1|B,0
E|D1|ADO
F|CO0|FO
G|G,0|C,0

A

~ B

X X C

X X X D

X X X AB E

X X GF X X F

X X GE X X FC G

Figura 2.5.- Diagrama de estados del ejemplo de la maquina completamente espec

Los Unicosestadosobrelos quesedebeprestarunaespeciahtencion(no sehapodido
determinaren unaprimerapasadasu compatibilidad)sonlos paresC-F, C-G,D-Ey F-G. Si
empezamogor el par D-E, obsenamossusproximosestadosD-E parax=0 (que por serel
mismo par no apareceen la tabla),y A-B parax=1; luego podemosafirmar que estepar es
compatibleya quelos proximosestadogparatodaslas combinacionesle entradasoncompati-
bles.En el casodelos paresC-F, C-Gy F-G, vemosquela compatibilidadde un pardepende
de la de otro formando un ciclo como podem&sa/continuacion:

C~F => G~F =>F~C
C~G => G~F => F~C => G~F

Comono sehallegadoa ningunacondicionde incompatibilidad puedeserciertoambascon-

diciones:quetodoslos estadoseanncompatible queseancompatiblesPerocomonuestro
interésestaenla reducciondel nUumerode estadogparagarantizada minimizaciéndel circuito

secuenciakquialente,siemprese consideraraue todos son compatiblesPor lo tanto, los

parescompatiblesgue encontramo®n la maquinade partidasonlos siguientes A~B, D~E,

C~F C~GyF~G.
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4.1.2. Obtencion de los maximos compatibles

Una vez obtenidoslos parescompatibles gl siguientepasoconsisteen determinaros
maximoscompatibles.Para ello disponemosie dos métodosdiferentes:un métodotakular
basado en los estados compatibles; y un método algebraico basado en los pares incompatibles.

El métodotakular estdbasadaen unatablacon tres columnas:unaprimeraen la que
colocamodos estadosptraenla que colocamodos estadosompatiblescon el dela primera
columnayy untercerodondeseagrupanos estadosompatiblesiosados,porlo quela tltima
celdade estacolumnacontendraal cubrimientocerradode maximoscompatiblesParaevitar
la duplicidad,enla columnade estadosompatiblesélo seconsideraratos estadoya vistos,
esdecir, siempezamogpor el ultimo estadalela tablade parescompatiblesla compatibilidad
s6loseconsiderar&onlos estadoslela columnadel estadeencuestion Si continuamogonel
ejemplo anterigrobtendriamos la tabla 2.6.

Estados CEC LC
G G
F G FG
E - E, FG
D E DE, FG
C FG DE, CFG
B - B, DE, CFG
A B AB, DE, CFG

Tabla 2.6. @&bla de la lista de compatibles del ejemplo de la figura 2.5.

Por lo tanto, la lista de maximos compatibles para el ejemplo sera: AB, DE, CFG

En el sgundométodo,se obtieneunafuncion de conmutaciércomo expresiénde pro-
ductode sumadal que cadatérminosumaesla sumade los paresincompatiblesA partir de
estaférmula se obtieneunaexpresionminimaen forma de sumade productosutilizandolos
teoremasiel Algebrade Boole,entrelos quetendranunaespecialmportancidos teoremasie
absorcion y de idempotencia:

 ata=a

* a-a=a

e (a+b)(atc)=a+b-c

 atab=a
Unavezobtenidda expresibnminimaen sumade productosseverificaquepor cadatérmino
productohabraun maximo compatible,que estar&ormadopor los estadosjue no aparezcan
endichotérmino.Si aplicamosstemétodoala maquinaanterior parala cuallos paresncom-

patibleseran:A-C, A-D, A-E, A-F, A-G, B-C, B-D, B-E, B-F, B-G, C-D, C-E,D-F, D-G, E-F
E-G; la funcién a minimizar es la siguiente:

F=(A+C)(A+D)(A+E)(A+F)(A+G)(B+C)(B+D)(B+E)(B+F)(B+G)(C+D)
(C+E)(D+F)(D+G)(E+F)(E+G)

F = (A+CDEFG)(B+CDEFG)(C+DE)(D+FG)(E+FG)
F = (AB+CDEFG)(C+DE)(DE+FG) = (AB+CDEFG)(CFG+DE)



TEMA 1I: INTRODUCCION A LA TEORIA DE AUTOMATAS FINITOS 19

F = ABCFG + ABDE + CDEFG

Unavez tenemogodoslos términosproductos habratantosmaximoscompatiblescomotér-
minos productos Estosmaximoscompatiblesestararformadospor los estadogjue faltanen
dichos términos.

» Del término ABDE, obtenemos el maximo compatible CFG.
» Del término ABCFG, obtenemos el maximo compatible DE.

» Del término CDEFG, obtenemos el maximo compatible AB.

4.1.3. Obtencidn de la maquina minima

El proceso finaliza obteniendo la tabla minima. Esta se obtiene de la siguiente forma:
» Asociando a cada maximo compatible un estado.

» Redefiniendo los proximos estados en elvowdfabeto.

Asi para nuestro ejemplo, la tabla minima de estado seria la mostrada en la tabla 2.7:

x=0 x=1
a a,0 X,1
B B,1 a,0
X X.0 X0

Tabla 2.7. @bla de estados de la maquina minima del ejemplo de la figura 2.5.

gue se correspondera con el siguiente diagrama de estados:

5

Figura 2.6.- Diagrama de estados de la maquina minima del ejemplo de la figura

0,0
0,1

4.2. Maquinas incompletamente especificadas (Apéndice).

Ya se ha discutidoque estetipo de maquinasdebetenerun tratamientodiferentea las
méaquinascompletas Este hechoviene motivado principalmenteporque podemosencontrar
gueun estadoescompatiblecon otrosdosqueno lo seanentresi. En estetipo de maquinas,
encontramos las siguientes definiciones:

Sea C, un compatible y C,; el compatible formado por los proximos estados
de los estados C, para una condicion de entrada X;. Entonces se dice que
Cgi es implicado por C .
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Para cualquier compatible C,, el conjunto de compatibles implicados, P, es
el conjunto de todos los compatibles C; de implicados por C tal que:

*C,i tenga mas de un elemento
Cq OCq4
Coi OGCy si G OPg
Un compatible Cg se dice excluido por otro Cy si:
Cq OCp
Py OPg
Un compatible prima es aquel que no es excluido por ningun otro compati-

ble. Seran equivalentes a los maximos compatibles en el caso de maquinas
completamente especificadas.

Con estaultima definicion concuerdartodoslos maximoscompatibles Ademas,se verifica
gue un compatibleque implique un conjuntode compatiblesvacio excluye a todossussub-
compatibles.

Teoremad. Existeal menosun cubrimientominimo cuyosmiembrossoncompatiblespri-
mos.

Demostracion.-En el casode las maguinascompletamenteespecificadasel cubrimiento
minimo eraaquelformadopor los maximoscompatiblesY comoenel cubrimientofor-
madopor los compatiblegrimas,seencontraranodoslos maximoscompatiblesgxis-
tird un cubrimiento minimo formado por compatibles primas.

De estaforma,debemodhallartodoslos compatiblegprimas,delos cualesseeligiranlos
gue estaran en el cubrimiento minimo. La seleccion debeasatisfes condiciones:

» Las compatibles seleccionados deben cubrir todos los estados internos.
» El conjunto de compatibles seleccionado debe ser cerrado.

* El nimero de compatibles debe ser minimo.

Porlo tanto,la reducciénde la tablade estadosorrespondienta unamaquinaincom-
pletamente especificada corntidos siguientes pasos:

* Enprimerlugar debemo®bteneras clasegprimas.Paralo cualdescomponemdss
maximos compatibles en subclases, y despeéficaremos cuales son primas.

» Laslistainicial declasegprimasseconstituyeconlos maximoscompatiblesnayo-
res.

» Despuésse afladena la lista los siguientesmaximoscompatibles,inferioresen
tamafo, que no searatuidos por ningln maximaoxestente ya en la lista.

» El proceso se repite hasta que ya no queden compatibles.

Vamosa ver comoejemplola reduccionde la maquinamostradaenla tabla2.8. En esta
tablaencontramosintotal deochoestadogosiblesconsietecondicionesleentradalasines-
pecificaciones son tales que pueden estar inespecificadas la salida, el proximo estado o ambos.
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X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
a a,- d,0 el b,0 a,-
b b,0 d,1 a,- a,- a,l
c b,0 d,1 a,l 0,0
d e,- b,- b,0 a,-
e b,- e,- a,- b,- e,- a,1l
f b,0 C,- -1 h,1 f,1 0,0
g c1 el g,0 f,0
h a,l e,0 dl b,0 b,- e,- a,l

Tabla 2.8. Ejemplo de minimizacién de una maquina incompleta.

La obtenciondelos maximoscompatibleserealizadela mismaformaqueenel casode
las maquinas completas. Es deeir primer lugr hallamos la tabla de pares compatibles:

A
AD B
X ~ C
B | a8 | Ac | °
Ao | a8 | X | - |E
X X DC X >§K =
~ X ?3% X EH G
X X X ~ ﬁ‘g X X H

Figura 2.7.- @bla de pares compatibles del ejemplo de la tabla 2.8.

segguidamente hallamos la lista de maximos compatibles:

Estados CEC LC
H
G -- H, G
F G H, FG
E H EH, FG
D E, H DEH, FG
C D,FG CD, DEH, CFG
B C,DE BCD, BDE, DEH, CFG
A B,D,E,G ABDE, BCD, DEH, CFG, &
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Esdecir, los maximoscompatibledde dichamaquinasonMC = {abde,ag, bcd, cfg, deh}. Por
lo tanto,

* lalistade compatiblegprimasempezargor “abde”, cuyo conjuntode implicantes
sera P = {-}. Esto implica que dicho compatibleslaye a todas sus subclases.

» Afadiremodos maximoscompatiblesenorden(detresestadosy lascombinacio-
nesdetresestadosle los compatiblesuperiorecuyaslista de implicadosno sea
el conjunto wacio, por lo que la lista quedara:

LC = {abde, bcd, cfg, deh}
Pycg = {de, ab, ag}
Petg = {dc, eh}

Pdeh: {ab, ad}

» A continuacionafiadiremosos compatiblesledosestadoy lascombinacionesle
dosestadogle los compatiblesuperioresuyaslista deimplicadosno seael con-
junto vacio:

LC = {abde, bcd, cfg, deh, ag, bc, bd, cd, cf, cg, fg, de, dh, eh}
Pag = {-}
Poc = {-} Ppg = {de, ag} Ry = {de, ab}
Pes = {cd} Pcg = {cd, fg} Pty = {€h}

Poe= {-} Pan = {-} Pen={ab, ad}
» Porultimo afiadiremo$os estadogcompatiblesie un soloestado)jueno esténen
compatibles superiores cuyas listas de implicados sean el corgando v

LC = {abde, bcd, cfg, deh, ag, bc, bd, cd, cf, cg, fg, de, dh, eh, f}

De todosestoscompatiblesyemosquequedarexcluidosbd (por abde) de (porabde)y ehpor
(deh).Ademados compatiblesag,bc, dey dh excluyenatodassussubclaseya quetienenun
conjunto de implicantesagio. Por lo tanto, el conjunto de clases primas seria el siguiente:

LC = {abde, bcd, cfg, deh, ag, bc, cd, cf, cg, fg, dh, f}

» Una vez que hemosobtenidotodos los compatiblesprimas, debemosseleccionar
aquellasque cumplanlas tres restriccionesgue vimos anteriormentePara realizar
estaseleccion,podemosutilizar las denominadasablasde cubrimientoy cierre o
tablasCC. En estagtablas,lasfilas correspondea los compatiblegprimas,mientras
gue las columnasestandivididas en dos partes:una parte de cubrimiento, cada
columnacorresponda cadaestadadela maquinainicial, enla quetachamogos esta-
dosquesoncubiertospor los compatiblegprimas;unapartede cierre,cadacolumna
corresponde un proximo estadade un compatibleprima, de tal formaquesecoloca
un - (punto)enla celdacorrespondiental estadgpresentey unax (cruz)enla celda
correspondiente al préximo estado.

La tabla correspondiente al ejemplo anterior seria la mostrada en la tabla 2.9:
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Cubrimiento Cierre
bic|d|e|f|g|h|lab|ag|de|cd|eh|ab|ad| de|ag|cd|cd|fg |eh
abde [[X [X| [X[X X X X [X X
bcd X [ X |X . . . X X |X
cfg X X | X : : X
deh X | X X X X |- : X X
ag X X X X
bc X | X
cd X [X X X |X
cf X X
cg X X
fg X | X X
dh X X
f X

Tabla 2.9. @bla de cubrimiento y cierre (CC) correspondiente al ejemplo de la tabla 2.8.

* UnavezobtenidaatablaCC, pasamos aplicarunaseriedereglasparatratarde eli-

minar filas y/o columnas.aPa lo cual, daremos dos definiciones de dominacion:
Una fila r; es x-dominada por otra rj, si r; tiene todas las cruces de r; y no tiene
puntos.

Una columna u; es dominada por otra uj, si u; tiene todas las cruces y el punto
(si lo hubiera) de u;.

Si la fila r; es x-dominada por otra, entonces r; puede ser eliminada asi como
todas las columnas en las que tenga un punto.

Si una columna u; sélo tiene una cruz en la fila r; y blancos en todas las
demas, se debe seleccionar el compatible rj- Después eliminamos dicha fila y
todas las columnas en las que tenga cruces.

Si una columna u; es dominada por otra u;, podemos eliminar la columna u;,

Si la fila r; sOlo tiene puntos, puede ser eliminada con todas las columnas
donde tenga los puntos.

Cuando no sea posible reducir mas la tabla, diremos que nos encontramos
ante una tabla ciclica.

Utilizandoestageglaspodemosrer quela columna“‘de” (de“bcd”) dominaala columna‘ab”
(de“bcd™), por lo que podemoseliminarla. Tambiénvemosquela columna“ab” (de “deh”)
dominaa la columna“ad” (de “deh”), por lo quepodemoseliminarla.Y quela columna“d”
dominaa la columna“e”, por lo que podemoseliminarla. Resultandda tabla CC reducida
mostrada en la tabla 2.10.

* Unavezquehayamogeducidola tabla,pasamos aplicarel métododela funciénde
Petryck.Estafunciénesunafuncionlogicaen productode sumasgnla queexisteun
términosumapor cadacolumnaenla quehayaalginpuntoo algunacruz. Estosteér-
minos estaranformadospor cadacompatiblesin complementarsi hay unacruz, o
complementadacsi hay un punto.Estafuncion esrepresentadan formade sumade
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Cubrimiento Cierre
alb|c|e|f|g|hllab|ag|cd|eh|ad| de|ag|cd|cd|fg|eh
abde ||[x [x| [x X X [X
bcd X | X . T X |X
cfg X| |[X|x : : X
deh X X X |- |x X
ag |x X X X
bc X |X
cd X X X |X
cf X| |x
cg X X
fg X | X X
dh X
f X
Tabla 2.10. @bla de cubrimiento y cierre (CC) correspondiente al ejemplo de la tabla 2.8
minimizada.

productos Asi, la funcion minimaseraaquellaformadapor los compatiblesdel tér-
mino producto en el queistan el menor nimero de compatibles sin complementar

Porlo tanto, si denominamo<C;,..., C;» a los compatiblesabde,...f, la funcion de Petryck
sera:

P = (G+Cg)(C1+Cot+Ce)(CotCatCat CrtCgtCo)(C1+Cy)(C3+CgtCy g+ Cy p)
(C3+CstCqtC1g)(Cy+Cr)(Cr+Cy)(Co'+Cp)(Cot Ca'+C7)(C3+C ) (C1+Cy)
(C1+Cy+C7)(C5+C7)(C ot Cr+Cg) (C o+ Cr+Co) (C3+Cg+C 1) (Ca+Ce 1) =

Aplicando las Iges del algebra de conmutacion.

P =C1C4C3CsC, + C1C4C3C5C7 + C1C4C1oCsCo + C1C4C1oCsCr + C1C4C10CsCg'Co'C3'Co
+ C1C4C1C'C7CgCgC3Ch

De aqui podemoscomprobarque el término con menosvariablessin complementares el
altimo con un total de cuatro compatibles,de tal forma que podemosdeterminarque la
maquinacon un menornumerode estadosserala compuestgor los compatiblesC;=abde,

C,=deh, Cg=bcy C,4=fg. Por ultimo, la tabla reducida se muestra en la tabla 2.11:

X1 Xo X3 X4 X5 Xg X7
C, C. Csl |C,0 [Cp1  |C,0 |Cy- [Cu-
Ca Cil  [Cya0 |Cul  [Cye0 [Cuepl [Crayp- |Cil
Co Cie0 |Crapl |Col |- C.- |Cul  [Cyp0
Cio Cie0 |Col |-1 Csl  |Ciol [Cip0  |Cip0

Tabla 2.11. @bla de estados reducida



