Capitulo 5

Espacios Vectoriales Euclideos.
Métodos de los minimos cuadrados

En este tema iniciamos el estudio de los conceptos geométricos de distancia y perpendiculari-
dad en K ™. Empezaremos con las definiciones de estos conceptos. Posteriormente, analizaremos
la existencia de bases formadas por vectores mutuamente perpendiculares lo que nos llevara al
teorema de la mejor aproximacion.

5.1. Producto escalar o interno. Norma y distancia eu-
clidea. Ortogonalidad

Definicién 5.1.1. Sea V' un espacio vectorial sobre K. Un producto escalar o interno
sobre V es una aplicacion tal que a cada par de elementos x e y de V' le asigna un nimero
(x,y) € K que satisface las siguientes propiedades:

" (T, y+2) = (z,9) + (2 2),

v (aw, 2) = a(z, 2),
w (x,x) >0y (x,x) =0 si y solo si x= 0,
para cualesquiera x,y,z€V,a € K .

De las propiedades anteriores se deduce que (x +y,z) = (x,z) + (y,z), (x,az) = alx,z).
Noétese que si K=R, entonces (x,y) = (y, ).

Ejemplos.
(1) En K", dados dos vectores ey, definimos un producto interno como

(,y) = T1y1 + Tayo + - + Tnyn = Ty,
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52 Capitulo 5. Espacios Vectoriales Euclideos. Métodos de los minimos cuadrados

Obsérvese que si K = R, entonces

(,y) = T1y1 + Toyo + -+ + Ty = 2'y.

(2) En el espacio vectorial de las funciones continuas definidas sobre un intervalo cerrado
la, b] con valores en R, dadas f y g, definimos un producto interno como

(f,g) = / (f - 9)()de.

Definicién 5.1.2. Un espacio vectorial con un producto interno se llama espacio vectorial
euclideo.

5.1.1. Norma y distancia euclidea
En un espacio euclideo usaremos la notacion:
|z]| = +v/ (=, ®);
el nimero ||z|| se llama norma euclidea (o simplemente norma) de .

Lema 5.1.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz.). Sea V' un espacio vectorial euclideo y x,y € V,
entonces se verifica:

(2 )| < [ll] ||yl

ademds, la iqualdad se da si y solo si e y son proporcionales.

Lema 5.1.2 (ley del paralelogramo.). Sea V' un espacio vectorial euclideo, se cumple:
e+ yl* + |z — ylI* = 2 (|2 + ||4]]*) -

cualquiera que sean x,y € V.

Proposicion 5.1.3. Sea V' un espacio euclideo sobre K . La mnorma definida anteriormente
en V wverifica las siguientes propiedades:

||| =0 si y sdlo si z= 0,

laa]| = |al - [|2]l, y

llz+ yl| < ||| + ||y|| (desigualdad triangular).
para cualesquiera T,y €V ya € K.

Si V' es un espacio euclideo, entonces ||z — y|| representa la distancia entre los vectores x
ey, d(z,y) = ||z -yl

Proposicion 5.1.4. Sea V' un espacio euclideo sobre K . La distancia definida anteriormente
en V werifica las siguientes propiedades:

(&) ®niversidad de Huelva

Escuela Técnica Superior de Ingenierfa Gra,do en I EléCtI‘iC&




5.2. Bases ortonormales: Método de ortogonalizacion de Gram—Schmidt 53

v d(z,x) =

(

= d(z,y) = d(y, o).
(
(

dxz+ 2z, y+ 2) = d(z, y).
v d(x,y) < d(x, 2) + d(z,y) (desigualdad triangular).
para cualesquiera x,y,z € V.

Definicién 5.1.3. Un espacio vectorial en el que esté definida una distancia se llama espacio
vectorial métrico.

5.1.2. Ortogonalidad

Definicién 5.1.4. Sea V' un espacio vectorial euclideo. Diremos que dos vectores x,y € V' son
ortogonales, o perpendiculares, si (x,y) = 0. En ese caso, escribiremos © L y.

Dados dos vectores no nulos x,y € R", sea t el unico dngulo (en radianes) del intervalo
[0, ] tal que
(z,y)
IEdlINa]
entonces diremos que t es el angulo que forman x e y.

cos(t) = e [-1,1],

Teorema 5.1.5 (Pitagoras). Sea V' un espacio vectorial euclideo. Si x e y son vectores ortog-
onales en V', entonces

=+ 9ll* = ||l + []]]*.

En general, si @1, xo, . .., T, son ortogonales dos a dos, entonces

o+ 22+ + ]| =@ + [l + -+ (]

Observaciéon. En cualquier espacio vectorial euclideo real es cierto el reciproco. Sin embargo,
en C" eso no ocurre (basta tomar en C? los vectores = (0,1)" e y = (0,4)").

5.2. Bases ortonormales: Método de ortogonalizacién de
Gram—Schmidt

Definicién 5.2.1. Sea V' un espacio vectorial euclideo. Diremos que un conjunto A de vectores
en'V es un sistema ortogonal si los vectores de A son ortogonales dos a dos. Si ademds,
todos tienen norma euclidea igual a 1, diremos que A es un sistema ortonormal.

Proposicion 5.2.1. Sea V' un espacio vectorial euclideo. Todo sistema ortogonal de vectores
no nulos en V' es un conjunto linealmente independiente.
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54 Capitulo 5. Espacios Vectoriales Euclideos. Métodos de los minimos cuadrados
Es fécil encontrar ejemplos que muestran que el reciproco de la proposicién anterior no es
cierto.

Definicién 5.2.2. Sea V' un espacio vectorial euclideo. Diremos que una base B de un sube-
spacio de V' es ortonormal (ortogonal) si B es un sistema ortonormal (ortogonal).

Teorema 5.2.2 (Método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.). Sea V' un espacio vectorial
euclideo. Sea {xy, @, ..., x.} un conjunto de vectores linealmente independiente en V. Entonces
existe un sistema ortogonal {yy, Ys, - .., ¥y, } tal que:

(1, @2, Ty) =Yy, Yoy -+ Yp) para p=1,2,...,1.

Los vectores Yy, Yy, - - ., y,, pueden hallarse usando el método de Gram-Schmidt que consiste
en:

(1) Tomar y, = x;.

(2) Parap=2,3,...,r tomar y, = ®, — a1y, — aaYy — -+ — ap_1Y,_; donde los escalares a;
se escogen con la condicion y, L y;,, i =1,2,...,p—1.
Corolario 5.2.3. El sistema {y,, Yy, ..., Y.} del teorema anterior puede escogerse ortonormal.

Corolario 5.2.4. Todo espacio vectorial euclideo de dimension finita no trivial admite bases
ortonormales.

Observacién. Si aplicamos el método de Gram-Schmidt a un conjunto que no es linealmente
independiente, obtenemos el vector cero cuando llegamos a un vector que es combinacién lineal
de los anteriores.

5.3. Espacios fundamentales de una matriz

Definicién 5.3.1 (Espacios fundamentales de una matriz). Sea A € M,,,x,(K). Se definen:

F(A) El espacio fila de la matriz A como la variedad lineal de K" engendrada por los
vectores filas de la matriz A, o sea F(A) =< fi, fo, -y fon >

R(A) El espacio columna de la matriz A como la variedad lineal de K™ engendrada por
los vectores columnas de la matriz A, o sea R(A) =< ¢, ¢a, ..., €, >.
Notese que R(A) ={xic1 + 0+ -+ - + Tpcp, Y (@, ..., x,) €K' =
Do : T
=l a & - ¢ |, Y(®, ..., x,) €K'} = {Az / Ve e K"}

N(A) El espacio nulo de la matriz A como la variedad lineal de K™ definida por
N(A)={zeK" / Az = 0}.
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5.4. Subespacios ortogonales. Proyecciones ortogonales
sobre subespacios

Definicién 5.4.1 (Subespacio ortogonal). Sea F  un subespacio de un espacio vectorial eu-
clideo E. Se llama ortogonal de F al conjunto de los vectores que son ortogonales a todos los
vectores de F', es decir,

={zxecEk/xz-y=0 Vy € I}
Propiedades.-
a) F1 es un subespacio de E.
b) (F+G)t = FLNG: VEG Cc E
o) ' = (F4)*
d)
e) (FNG)r = Ft4+ G

Teorema 5.4.1. Sea E un espacio euclideo, dim(IF) = n. Sea F' un subespacio de E, entonces
E = F@F*, es decir:
FNFt = {0} E = F+F*

Los subespacios fundamentales de una matriz satisfacen determinadas relaciones de ortog-
onalidad, veamos cuales son.

Teorema 5.4.2. Se verifica:
1. N(A) = (F(A):  FA) = V(A
2 N(AY = (R(A): R(A) = (M(AY))*

5.4.1. Proyecciones ortogonales sobre subespacios

Es bien conocido que para hallar la minima distancia desde un punto a un plano en el
espacio tridimensional, hay que proyectar perpendicularmente dicho punto sobre el plano. En
un espacio vectorial euclideo se verifica un teorema andlogo que veremos a continuacion.

Definicién 5.4.2. Sean V' un espacio vectorial euclideo,  un vector de V y E un subespacio
de V. Se define la proyeccion ortogonal de x sobre E como aquel vector de E, si existe,
denotado por Proyg(x), tal que x — Proyg(x) es ortogonal a todos los vectores de E.

Observacion: Este concepto esta bien definido porque cuando exista sélo habra un vector
que cumpla estas condiciones.
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56 Capitulo 5. Espacios Vectoriales Fuclideos. Métodos de los minimos cuadrados

Definicién 5.4.3. Sea V un espacio vectorial euclideo. Sea E un subespacio de V' de dimension
finita con base ortonormal {1, xs,. .., x.}. Dado un vector x € V definimos su desarrollo
de Fourier con respecto a {x, @a,..., 2.} como el vector de E dado por

r

U= F(z) = Z(mza T) T;

i=1

El coeficiente (x;, x) recibe el nombre de i-ésimo coeficiente de Fourier de x con respecto al
sistema ortonormal dado.

Teorema 5.4.3 (Teorema de la mejor aproximacién.). Sea V' espacio vectorial euclideo. Sea
E un subespacio finito dimensional de V' con base ortonormal {xy, Ta, ...,z }. Dado un vector
x eV, sea U= F(x) su desarrollo de Fourier correspondiente a la base dada. Entonces:

s x—7 es ortogonal a todos los vectores de E, es decir, el desarrollo de Fourier de x coincide
con la Proyeccion ortogonal de x sobre E.

Proypx = F(x).

» Fl vector v es el vector de E mds cercano a x, es decir:

||z —

=min{||lz—y|| : ye £},

Yy, ademds, si W es otro vector en E distinto de v, entonces ||x — U|| < ||z — w||.

T
En particular, x € E si y solo si x = Z(:z:l, x)x;.
i=1

Teorema 5.4.4. Sea {x,, s, ...,z } un sistema ortonormal en V, €V y

r

7= (@ o)

i=1
su desarrollo de Fourier con respecto al sistema dado. Entonces:
- — T 2 —

o (|01 + = 917 = el |* = 320 (2, @) + [ — o]

= (|72 = S0, &, ) |* < ||2||* (Desigualdad de Bessel).

= S s, ®)) = ||®]|? siy sdlo si x € (1,2, ..., 2) (Igualdad de Parseval).

Nota: Obsérvese que la construccion del método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt
implica que
yp =Tp — Pr0y<y1,--~,yp71>(wp)7

y por tanto
HYpH = d(wpv <331, T >:Bp—l>) .
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5.4.2. Complemento ortogonal de un subespacio vectorial

Definicién 5.4.4. Dado un subespacio E de un espacio vectorial euclideo V', definimos su

ortogonal como
Et ={ycV : (z,y) =0 para todo x € E}.

Teorema 5.4.5. Si E es un subespacio de V' (espacio vectorial euclideo de dimension finita),
entonces E+ es también un subespacio de V y se cumple E@Q E+ =V y B+ = E.

5.5. Aproximacion por minimos cuadrados

Sea A una matriz real m x n y b un vector m x 1. Si m > n, entonces el sistema Az = b
serd, en general, incompatible: hay mas ecuaciones que incégnitas. La solucion aproximada que
buscaremos serd aquella que hace més pequena la distancia entre Az y b; es decir, minimiza
el error E? = ||Az — b|? , que recibe el nombre de desviacién cuadratica.

Definicién 5.5.1 (Solucion en el sentido de los minimos cuadrados). Diremos que xy es una
solucion en el sentido de los minimos cuadrados para el sistema Ax = b si se verifica:

|Azg — b|| < ||[Az—b]] VYV xeR"

ya vimos que el elemento que més se aproxima a un subespacio es su proyeccion ortogonal
sobre él. En consecuencia, el vector Azy —b € R(A)*. Denotaremos por P la proyeccién
ortogonal de R™ sobre el espacio columna de A, R(A), es decir, Pb = Ax.

Como Azy—b € R(A)*, y todos los elementos de R(A) son de la forma Ay ,Vy € R",
entonces

Ay - (Azg—b)=0 VyeR"

Teniendo en cuenta que el producto escalar en R™ se expresa de la forma x-y = 'y obtenemos
la expresién:

(Ay)'(Azy —b) =0

de donde se deduce que
y'(A'Azy — A'b) =0

Al ser esta expresion cierta Vy € R", entonces
AtAzy = A'b

Estas ecuaciones, que siempre tienen solucion xg, se llaman Ecuaciones Normales de Gauss.
Una vez visto esto, es inmediato comprobar el siguiente:

Teorema 5.5.1. Sea A una matriz real m x n y b € R™. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

- Xy es una solucion en minimos cuadrados para el sistema Ax = b.

- Axg = Pb (Axy es la proyeccion de b sobre el espacio columna).
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58 Capitulo 5. Espacios Vectoriales Fuclideos. Métodos de los minimos cuadrados
- AtAxy = A'b.
Noétese que:

» Si A'A es invertible, entonces @y = (A'A)"'A'b es la solucién tnica en el sentido de
los minimos cuadrados.

= Si A'A no es invertible, existen infinitas soluciones en el sentido de los minimos cuadrados.
Ello nos lleva a definir el concepto de solucién optima.

5.5.1. Soluciones 6ptimas

Definicién 5.5.2. (Solucién éptima) Diremos que @y es una solucidn dptima en el sentido
de los minimos cuadrados para el sistema Ax = b si es una solucion en minimos cuadrados con
norma minima, es decir, ||xo|| < ||| para cualquier otra solucion en minimos cuadrados .

Teorema 5.5.2. Sea A una matriz real m x n y b € R™. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

- Xy es una solucion optima en minimos cuadrados para Ax = b.
- Axzg = Pb y oy € F(A) (0 R(AY)).

Ademds, en ese caso, xy es la unica solucion dptima.

5.5.2. Aplicaciones. Regresiéon

Supongamos que tenemos una nube de puntos (z;,v;), ¢ = 1,2,...,m que representa los
resultados de un cierto experimento (por ejemplo, z; es la carga aplicada sobre una cierta
estructura e y; es la deformacion que se produce; y; es la distancia a un satélite que va camino
de Marte y x; el tiempo; x; los costes de produccién en un proceso econémico e y; los volimenes
producidos con los precios y las ganancias). El problema de la regresién lineal consiste en buscar
una expresion del tipo y = ax + b que nos permita calcular y conocida z. Si las mediciones no
son exactas o bien la funcion ax + b es sélo una aproximacion, es de suponer que, en general,
la igualdad y; = ax; + b no se va a cumplir para ciertas parejas de datos, cualesquiera que sean
a y b. Lo que se hace es calcular a y b de manera que la recta y = ax + b es la que mejor se
aproxima a la nube de puntos (z;,y;) en el sentido de los minimos cuadrados.

El sistema a resolver es:

ar1 +b =1
ars+b =1y

Ay +b =Y
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5.5. Aproximacién por minimos cuadrados 59

que, escrito en forma matricial, queda:

rp 1 (7

T9 1 a Y2
s ( b ) -

Ty 1 Um

Si todos los valores de x; son iguales, la recta es x = x1 , que no es de la forma que buscamos.
Supongamos que, al menos, hay dos valores de x; que son distintos, el rango de la matriz es
2y, por tanto, la solucién 6ptima es la tnica solucion de las ecuaciones normales de Gauss:

rp 1 (7

T o T g 1 a T, o T, Y2
( 11 1 > : <b) B ( 11 1 )

T, 1 Ym

es decir,

n

E T m E Yi

i=1 i
resolviendo el sistema, obtenemos los valores éptimos ag y by:

g (5 (3

i=1 i=1

=1

Qo

by = %(Zyz - aozil?i)
i=1 i=1

Observaciones.

Algunos ajustes no lineales pueden reducirse a ajustes lineales. Por ejemplo, y = ae®

se reduce a un ajuste lineal tomando logaritmos: log(y) = log(a) + bz.

Los resultados de la secciéon anterior pueden aplicarse al problema de la regresién
polinémica, y = ag + a1 + - - - + a,2". En este caso la matriz que se obtiene es de
orden m x (n + 1).

Se pueden resolver también ajustes con mas variables, como por ejemplo: z = ax +
by + c.
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60 Capitulo 5. Espacios Vectoriales Fuclideos. Métodos de los minimos cuadrados

Larecta y = ax+0b , asi calculada, se llama recta de regresién de y sobre x. Andlogamente
se puede buscar la recta de regresién de x sobre y de la forma x = ay + (5. En general,
ambas rectas no tienen por qué ser iguales. En la recta de regresion y = ax + b las distancias se
miden proyectando el punto verticalmente sobre la recta, mientras que en la recta x = ay + 3
las distancias se miden proyectando horizontalmente (Ver Figura 8.1).

Otra posibilidad seria considerar la distancia a la recta; o sea, buscar la recta r que hace
minima la suma de los cuadrados de las distancias de cada punto a la recta: Y, d((z;, y;), 7).
Estas distancias se miden proyectando el punto perpendicularmente sobre la recta de la Figura

8.2.
Y Y

A

y=ax+b r=oy+p

1

° x X

0 0 v
Figura 8.1: Rectas de Regresion

Y

)

0
Figura 8.2: Recta de Regresién generalizada

T
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Ejercicios

5.1 Dado el espamo Vectorlal de los pohnomios de grado menor o igual a uno y el producto

escalar py () o py(x fo pi(x (x)dx
., Qué angulo forman los pohnomlos r+3y 2x+47

5.2 Sea V el espacio vectorial de los polinomios en = de grado menor o igual que 2 y una base
B{ e; = 2% ey =z, e3 = 1}. Se considera el producto escalar definido por: e; - e; =

— . Se pide:
itjr1 0P
(a) El dngulo de los vectores 1y x.

(b) Estudiar para qué valores de a son ortogonales z +a y x — a.

5.3 Sea A € M,,«,,. Probar que en R" los subespacios N (A) y F(A) son complementarios y

ortogonales.
Comprobar lo anterior para la matriz A = 1 ? i y descomponer el vector (3,3,3)
en suma de un vector de N'(A) y otro de F(A)

5.4 (a) Hallar las ecuaciones implicitas de F'* siendo F' =< (1,0,1), (0,1, —1) >.

(b) Hallar una base de G siendo las ecuaciones implicitas de G*:

.T1—132+ZL'3:0
171:0

(c) Hallar una base de H* siendo las ecuaciones implicitas de H: z; — 69 = 0
5.5 Sean F* =< (1,-1,2,1),(0,1,-2,1),(1,0,0,2) > y G =< (1,1,—1,0) >. Hallar:

(a) FyGt

(b) (F+G)* (FNG)*

5.6 Sea F =< (1,1,1,0),(0,1,—1,0) >C R*

(a) Comprobar que F + F+=R*y FnF+={0}.

(b) Descomponer el vector (0,1,2,0) como suma de un vector de F' y otro de F*.
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5.7

5.8

5.9

5.10

5.11

5.12

5.13

Capitulo 5. Espacios Vectoriales Fuclideos. Métodos de los minimos cuadrados

(c) Demostrar que dicha descomposicién es unica.

Descomponer el vector (1,3,-1,4) en suma de dos vectores u + ¢ siendo u proporcional a
(2,1,0,1) y 7 L u.

Hallar la solucién 6ptima del siguiente sistema

—I1 —21'2 =1
2£L'1 +4ZL‘2 =0
Ty +2x5 =0

31’1 +6.772 =0

Tratar de ajustar mediante una recta y = c+dt los puntos y =0, t =2, ey =6, t = 2.

Hallar por el método de los minimos cuadrados la solucién éptima de los sistemas:

xr1 +x9 +x3 +I4 = 2 xr1 +xo = 2
a) T +x9 +x3 +x4 = 3 b) T1 —To9 = 0
Ty +x9 +x3 +x4 = 4 2.731 +Ty = 2

Para los siguientes puntos, ajustar por el método de los minimos cuadrados una recta y
una parabola , comparando los errores correspondientes:

(a> (‘17-1>> (071)7 (172) y (272)
(b> (‘170)7 (0?3>7 (1>2> y (272)

Una pieza se estira hasta las longitudes de L= 5,6 y 7 metros bajo la aplicacion , respectiva,
de tres fuerzas de F'= 1,2 y 4 toneladas. Suponiendo que se verifica la ley de Hooke
L = a+ bF', encontrar la longitud aproximada de la pieza.

Dados los cuatro puntos de R? : (1,2, a1), (0, —1, ), (1,2, a3) v (0, —1, ay),

(a) Encontrar el plano z = ax 4 by + ¢ que mejor aproxima, en el sentido de los minimos
cuadrados, a dichos puntos.

(b) Hallar las condiciones sobre los a; que garantizan que el plano pasa por los cuatro
puntos.
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