Capitulo 4

Autovalores y autovectores.
Diagonalizacion y formas candnicas

Dado un homomorfismo, nos hemos planteado el problema de elegir bases cualesquiera de manera que la matriz
del homomorfismo sea diagonal. Con los endomorfismos el problema se nos complica un poco. Si V' es un espacio
vectorial y f € End(V), dada una base de V), existird una matriz cuadrada A, de tal forma que f(Z) = AZ.
La matriz A depende de la base de V que elijamos. La diagonalizacion consiste en encontrar una base de V'
en la que la matriz del endomorfismo f tenga forma diagonal.

Existen varias formas de diagonalizar un endomorfismo. Nos vamos a centrar en este tema en la diagona-
lizacion por semejanza, es decir, buscamos que la nueva matriz del endomorfismo sea diagonal y semejante a la
actual.

4.1 Awutovalores y Autovectores. Propiedades

4.1.1 Matrices semejantes

Definicién 4.1 (Matrices semejantes) Sean A y B dos matrices cuadradas de orden n. Decimos que A es
semejante a B si existe una matriz cuadrada P invertible tal que A = P~'BP.

Propiedades de las matrices semejantes
1. Si A es semejante a B, entonces |A| = |B].
2. Si A es semejante a B, A* es semejante a B,
3. Si A es semejante a B y p(t) es un polinomio con coeficientes en R, entonces p(A) es semejante a p(B).

4. Si A es semejante a B y A es regular, entonces B es regular y A~! es semejante a B~L.

4.1.2 Autovalores y autovectores

Definicién 4.2 (Autovalor y autovector) Sea f:V — V un endomorfismo. Decimos que X € K es un
autovalor o valor propio de f si 3Z €V, ©#0 / f(&) = A\Z. El vector & se llama autovector o vector
propio asociado al autovalor .
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Obsérvese que los autovectores son aquellos cuyos transformados tienen su misma direccién.

Definicién 4.3 Dada una matriz cuadrada A, llamamos autovalores y autovectores de A, a los autovalores
y autovectores del endomorfismo f de matriz asociada A, es decir A € K es un autovalor o valor propio
de Asi 3ZeV, Z#0 ) AZ = A\Z. El vector  es el autovector asociado al autovalor .

Definicién 4.4 (Espectro de f) Se llama espectro de f, y se designa o(f) , al conjunto de todos los
autovalores del endomorfismo f

o(f) = {A €K /X es autovalor de f }
Definicién 4.5 (Espectro de A) Se llama espectro de A, y se designa o(A) , al conjunto de todos los

autovalores de la matriz A
o(A) = {A €K /X es autovalor de A}

Definicién 4.6 (Subespacio propio) Al conjunto de todos los autovectores asociados a un autovalor X, junto
con el vector 0 se denomina subespacio propio asociado al autovalor A\ y se suele denotar Ay.

Ay ={& | A% = i} U {0}

Propiedades de los autovalores.

1. Dos autovalores distintos no tiene autovectores comunes, es decir si A1, A2 € 0(A), A\ # Ag, entonces
A)\l N A)\2 = {0}

Esto es equivalente a decir que “Un autovector Z estd asociado a un tnico autovalor”. Elreciproco,
no es cierto.

2. Ay A? tienen los mismos autovalores.
3. Si A es autovalor de A, kA es un autovalor de kA.

4. Si A es un autovalor de A, A —k es un autovalor de A — kI.

1
5. Si A es un autovalor de A, y A es regular (] A | #0), Y e autovalor de A~1.

6. Autovectores correspondientes a autovalores distintos son linealmente independientes.

7. Si X\ es autovalor de A, = X\F es autovalor de AF.

4.1.3 Polinomio caracteristico

Dado f € End(V), fijada una base de V, en dicha base f tendré asociada una matriz cuadrada A. La definicién
dada en 4.3 es equivalente a la expresién AZ — AZ = 0 o bien (A= XDZ = 0.

Esta dltima relacién representa un sistema homogéneo. Recordemos que para que un sistema homogéneo
admita solucion distinta de la trivial, debe ocurrir que el determinante de la matriz del sistema sea cero, es decir

| A= X |=0

Para obtener pues, los autovalores de A, bastara resolver la ecuacién | A — AI |= 0, llamada ecuacion carac-
teristica de A.
ain — A a2 T a1n

a21 Qg2 — A --- a2n,
A=A =] . . . =0

apnl Gn2 o Gpp — A
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Desarrollando la expresién |A — AI| se obtiene el polinomio en A , de grado n
P(A\) = ao\™ + e\ o+ oap N+ oap
llamado polinomio caracteristico de A.
Los autovalores de A son, pues, los ceros de su polinomio caracteristico.
Definicién 4.7 (Multiplicidad algebraica) Si Ao es una raiz de multiplicidad « de la ecuacion carac-
teristica de A, se dird que Ao es un autovalor de orden o« de A. A « se le llama multiplicidad algebraica
de Xy se suele notar mg(X).
Se observa facilmente que:
ag = (—1)" a; = (—1)" 'traza(A) an, = |4|
donde la traza de A se define como la suma de los elementos de la diagonal principal de A.

Teniendo en cuenta las relaciones existentes entre los coeficientes de una ecuacién y sus soluciones, se
observa que si A1, A2, ---, A, son las raices del polinomio caracteristico (no necesariamente autovalores de
A, pues pudiera darse el caso de que \; ¢ K), entonces

Mo+ A2+ -+ A, =traza(A) Mz A, = 4]

Una vez resuelta la ecuacién caracteristica y obtenidos, por tanto, los autovalores de A, para calcular los
autovectores habrd que resolver el sistema (A — \I)Z = 0 para obtener los autovectores correspondientes.

Nota:
De la igualdad AjAg--- A, =| A |, se deduce que si A es una matriz regular, no puede tener ningiin autovalor
nulo.

Proposicion 4.1 Si B y A son semejantes, tienen el mismo polinomio caracteristico y, por lo tanto, los mismos
autovalores.

Nota:
De la proposicién anterior se deduce que el polinomio caracteristico de la matriz de un endomorfismo no depende
de la base que hayamos elegido, sino del endomorfismo.

4.1.4 Subespacios invariantes

Definicién 4.8 (Subespacio invariante de un endomorfismo) Sea f un endomorfismo del espacio vecto-
rial V, y sea U CV wun subespacio. Se dice que U es invariante por [ si Vu e U = f(d) €U o, lo que
es lo mismo, f(U)CU.

Proposicion 4.2 El subespacio propio Ay asociado a un autovalor A de una matriz (o endomorfismo) es un
subespacio vectorial invariante.

Definicién 4.9 (Multiplicidad geométrica) Se llama multiplicidad geométrica de A y se denota mg(A),
al numero de autovectores linealmente independientes asociados asociados a A es decir

mg(A) = dim(Ay)

Proposicion 4.3 La dimension del subespacio Ay viene dado por

dim(Ay) = dim(N(A — AI)) = dim(V) — rango(A — XI)
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Proposicién 4.4 Si A es un autovalor de A con multiplicidad algebraica r, entonces 1 < dim(Ay) <7, es
decir
1< my(N) < ma()

4.1.5 Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema 4.1 (Teorema de Cayley-Hamilton) Toda matriz cuadrada A sobre un cuerpo K es raiz de su
polinomio caracteristico.

Es decir, si p(\) = agA™ +a; A" ! +--- +a, es el polinomio caracteristico y ©,, es la matriz nula de orden
n , entonces
p(A) = apA" + a1 A"+ +a, ] =06,

Aplicacién al calculo de A~!

Sea A una matriz invertible (es decir, | A|# 0)

Teniendo en cuenta que agA™ + a1 A" 1 +---+a,] =0, , se obtiene
aoA” + alA”_l + -4 an,lA = —anl
Alser a, =|A|# 0,

ao a - a2 — QAn—1
J=—_2247 _ 22 gpn 1_7An 2_,.,._2In A
Qnp Qnp Qnp Gp
Multiplicando por A~!
— ag _ ai — a2 _ Ap—1
Alz——An 1_7An2_7An3 —LI
G, G Gp Qp

4.2 Matrices diagonalizables.

Definicién 4.10 (Matriz diagonalizable) Sea A € M, (K). Diremos que A es diagonalizable sobre K si es
semejante a una matriz diagonal.

Dado un espacio vectorial V, fijada una base B, un endomorfismo f de V, tendra asociada una matriz A, donde
A = M(f,B). Si conseguimos encontrar una base B’ formada por autovectores, B = {&,Z2, - ,Zn} ,
entonces

f(fl) = )\151 = ()\1,0,0,"',0)
f(f2) = )\25?2 = (07>‘230a"'30)
f(fS) - )\353 = (0707)‘37"'70)

y, por tanto, referida a esta base, la matriz del endomorfismo serd, pues, diagonal

A0 0 - 0
0 X 0 - 0
D=| 0 0 x - 0
0 0 0 - A,

siendo D = P7'AP, con P la matriz del cambio de base, que resulta ser la matriz que tiene por columnas los
autovectores de A colocados en el mismo orden en el que se colocan los autovalores de f en la diagonal.
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Asi pues, es bastante importante obtener la mencionada base formada por autovectores. ; Es siempre
posible encontrar dicha base? En general, la respuesta es NO.

Teorema 4.2 La condicion necesaria y suficiente para que una matriz sea diagonalizable sobre el cuerpo K es

(a) que el polinomio caracteristico se pueda factorizar en K

(b) que la multiplicidad de cada autovalor A\ sea igual a la dimension del subespacio propio asociado Ay,
es decir, que las multiplicidades algebraica y geométrica coincidan mqy(X) = mg(A).

4.3 Forma candnica de Jordan.

Hasta ahora hemos visto cudndo una matriz es diagonalizable. Hemos dado condiciones en las cuales una matriz
cuadrada A era semejante a una matriz diagonal.

Ahora bien, ese resultado no es siempre posible (basta encontrar autovalores multiples cuya multiplicidad
algebraica no coincida con su multiplicidad geométrica, o bien que el polinomio caracteristico no se pueda
factorizar en el cuerpo en que estemos trabajando).

Ejemplo.-
La matriz cuadrada de orden n:
1 _
0 1 0
0 1 0
g\ = -
0 A 1
0 1
0

no es diagonalizable (estas matrices se conocen con el nombre de bloques de Jordan).

El problema es que aunque A tiene multiplicidad algebraica igual a n, no da lugar a n autovectores
independientes sino a uno sdlo.

Finalizaremos con el resultado més conocido para matrices no diagonalizables: el teorema de Jordan. Este
teorema prueba que cualquier matriz cuadrada es semejante a una matriz formada por bloques de Jordan.

Teorema 4.3 Sea A una matriz cuadrada. Entonces existen r autovalores Ai,Aa,..., A\ (que pueden ser
iguales) y r nimeros naturales my, ma, ..., m, tales que A es semejante a la matriz diagonal por bloques:
(m1)
S (mz)
mo
J= g
s

Esta matriz recibe el nombre de forma candnica de Jordan de la matriz A. En ella un mismo autovalor A
aparece en tantos bloques como indica mgy(A) y el nimero de veces que aparece en la diagonal de J es mq(A).

Si P es la matriz que reduce A a su forma de Jordan, entonces sus mj primeras columnas satisfacen:

Axy = My, i.e., x1 s un autovector correspondiente a Aq
Azi =Mzt a1 1=2,--,m
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Los vectores z; (i = 2,...,m1) se llaman autovectores generalizados de A, y la sucesién x1, -+, se dice que
es una cadena de Jordan correspondiente a A;. Naturalmente, cada bloque tiene su cadena correspondiente.

En el caso de que haya autovalores complejos (simples o multiples), la forma candnica real de Jordan de
la matriz A adopta la forma

D I,

PlAP=B= .
D I
D

b 1 0
siendo D = { ab } e I, = [ 0 1 ] para A =a=+ib, puessi A es un autovalor, también lo
— a

es su conjugado A y con la misma multiplicidad.

4.3.1 Meétodo de Caros para el calculo de J

1. Se calculan los autovaloresde A Aq, Ag, -+, A\; con sus multiplicidades correspondientes my, mo, - -+, my

2. Para cada autovalor A de multiplicidad m se calculan los rangos de las matrices (A — AI)? (a lo sumo
habria que calcular la potencia (A — AI)™

rg(A—X) =r —>q¢ = n—rg si @ < m, seguimos
rg(A—X)2 =19 = qu = 11— 72 si 1 +q2 < m, seguimos
rg(A—=XP =1, =g, = Tp_1—T1p st i+t + g = m, FIN

(@ + a2 + -+ + g, = multiplicidad de 1 |

3. Al valor propio A le corresponden:

Qa — Q2 bloques de Jordan de orden
Q2 — q3 bloques de Jordan de orden
‘ Gp—1 — Gp ‘ bloques de Jordan de orden p — 1
’ a0 ‘ bloques de Jordan de orden

4.3.2 Calculo de P

Una vez calculada la matriz J por el método de Caros, procedemos a calcular la matriz P.
Para ello, llamemos Ny = Ker(A — AI)*. Tomemos un vector

U € Nix \ Ni—ia

o lo que es lo mismo, un vector para el cual, segiin el método de Caros, exista un bloque de Jordan de orden 1.
Una vez obtenido v}, calculamos:
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y el vector U resulta ser un autovector de A (o una combinacién lineal de ellos) y los vectores {¥;} j =2,---,i
son sus autovectores generalizados.

Esta operacién se repite para cada bloque de Jordan que nos indique el método de Caros, obteniendo asi
m autovectores (propios o generalizados) asociados al autovalor A .

Repitiendo el proceso para cada A llegamos a obtener n autovectores independientes, es decir, una base
respecto de la cual, la matriz del endomorfismo es su Forma Canénica de Jordan, o lo que es lo mismo, hemos
encontrado la matriz P.

4.4 Sistemas de ecuaciones en diferencias.

En esta seccién se estudiard el comportamiento de los sistemas de ecuaciones en diferencias dados por una
ecuacién recurrente de la forma 1w, = At,_i;. Como casos particulares importantes, se consideraran las
ecuaciones en diferencias lineales, los procesos de Markov y los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes.

Definicion 4.11 Sea A una matriz cuadrada de orden p y sea Uy, Us, -+, Un, - UNG sucesion de vectores en
K? definidos de manera recurrente por

ﬁn:Aﬁnflv n=12---

a partir de un vector inicial iy € KP. Una relacion de recurrencia de esta forma se llama sistema de ecua-
ciones en diferencias lineal y homogéneo (que son los tnicos que estudiaremos).

Si #, = Au,_1 es un sistema de ecuaciones en diferencias, se tiene, razonando por induccién, que u, = A™uy.
Con esta expresién podemos hallar u,, para cualquier valor de n. Sin embargo, vamos a dar una expresion més
simple para 1,, que nos permitira ahorrar tiempo de célculo y también estudiar el comportamiento a largo plazo
de la sucesién 1i,.

4.4.1 Potencias de una matriz.
Lema 4.1 Sea A una matriz cuadrada de orden p y J = P~YAP su forma candnica de Jordan, entonces
A" =pJ"P7l n=1,2, -

de manera que si J =diag(Jy, J2,- -+, J;), entonces J" =diag(J7, J5, -, 7).
En particular, si A es diagonalizable, entonces

A" =P . Pl n=1,2--

siendo A1, A2, -+, Ap los autovalores de A.
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Lema 4.2 Si Jy es un bloque de Jordan de orden r de una matriz A cuadrada de orden p, entonces

n n n—1 n n—2 .. n n—r+1
e () (Cn
n n n—1 .. n n—r+2
e e L)

J0 = n=1,2,

n
A7 )\n—r+3
(%)

A’n

siendo (Z) =0 st n<k

4.4.2 Sistemas de ecuaciones en diferencias

Teorema 4.4 Sea A una matriz cuadrada de orden p yug € KP. Entonces la solucidn del sistema de ecuaciones

en diferencias u, = Au,_1 con vector inicial ug es
Up =PJ"P luy n=1,2---

siendo J = P~YAP la forma candnica de Jordan de A.

Corolario 4.5 Si en las condiciones del teorema, ademds A es diagonalizable, entonces
7._l:n :Cl)\?fl+02)\gfg+"'+cp)\gfp TL:].72,"‘

stendo A1, Az, ..., Ay los autovalores de A, ¥1,%s,...,%, autovectores linealmente independientes asociados a
Ay A2, ..., Ap Tespectivamente y ¢ = (c1,¢a, ..., ¢p)t la solucion del sistema P¢ = .

Definicién 4.12 Sea (z,) una sucesion de nimeros construida de la siguiente manera: dados p valores iniciales

21,%2,...,2p € R definimos z, para n > p+ 1 mediante
Zn 4+ 012n—1 + G22n—2+ ...+ ap2n_p =0 (siendo ap # 0)

Una relacién de recurrencia de la forma dada se llama ecuaciéon en diferencias lineal homogénea de orden
p. Para hallar una expresién mas sencilla de z, transformamos esta ecuacién en un sistema de ecuaciones en

diferencias de la siguiente manera:

Sea U, = (2p, 2p—1,-..,21)" € RP y, en general, @, = (2n,2n—1---,2n—pt+1)" entonces se tiene
Zn —aq —da e —Qp—1 —Qyp Zn—1
Zn_1 1 0 e 0 0 Zn—9
Up = = 0 1 o 0 0 = Aun—l
Zn—p+2 . . . . . Zn—p+1
Zn—pt1 0 0 s 1 0 Zn—p

esta relacién es vélida paran=p+1,p+2,---
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Proposicion 4.5 Los autovalores de la matriz

—aq —a9 —Qp—1 ap
1 0 0 0
A= 0 1 0 0
0 0 1 0

son las raices del polinomio
q(\) :)\p+a1)\p*1+...+ap’

este polinomio recibe el nombre de polinomio caracteristico de la ecuacién en diferencias.

Teorema 4.6 Si el polinomio caracteristico de una ecuacion en diferencias de orden p tiene p raices distintas
A, A2y ..., Ap, entonces la solucidn (z,) de la ecuacidn homogénea se expresa como

Zn=CAT H Ay + oAy n=12,...

donde las constantes cy,ca, ... ,cp se determinan a partir de los p valores iniciales dados.

4.5 Matrices Estocasticas: Cadenas de Markov.

Definicién 4.13 Diremos que una matriz real A cuadrada de orden p es estocéstica, o de Markov, si sus
elementos son no negativos y sus columnas suman 1 o, de otra forma,

(1) a;; > 0 para todos 1,5 =1,2,---,p y
n

(2) Zaijil para cada j=1,2,---,p

=1

Las matrices estocéasticas se encuadran dentro de un tipo mas general de matrices, las llamadas no negativas, que
son aquellas que verifican la condicién (1). Las matrices no negativas participan de muchas de las propiedades
de las matrices estocésticas.

Sin embargo, las matrices estocasticas, por su interpretacién en términos de probabilidad, son de mayor
utilidad. Suponiendo que un sistema consta de p estados posibles Ej, Fs,---, E,, el elemento genérico a;;
representa la probabilidad de pasar del estado F; al estado F;.

Definicion 4.14 Un sistema de ecuaciones en diferencias i, = Ai,_1 en el que A es una matriz estocdstica
y ug es un vector de probabilidad, es decir un vector con coordenadas no negativas que suman 1 recibe el nombre
de cadena de Markov finita.

El vector u,, se llama vector de estados de la n-ésima etapa y representa la situacion de los estados del sistema
en dicha etapa.

En este apartado se estudiaran en primer lugar algunas propiedades de las matrices estocésticas para pasar
a discutir posteriormente ciertos problemas que se plantean en las cadenas de Markov.

Proposicién 4.6 Una matriz A no negativa es estocdstica si y sélo si e!A = et donde
e=(1,1,---,1)t. En consecuencia,

e Si A y B son estocasticas, AB también lo es.
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e Si A es estocdstica, A™ también lo es.

o Si A es estocdstica, entonces 1 es un autovalor de A.

Teorema 4.7 Si A es estocdstica, entonces el radio espectral py = 1 o sea, todos sus autovalores \ verifican

A < 1.

Definicién 4.15 Se denomina vector estacionario o de equilibrio de una matriz A, a todo vector de
probabilidad X tal que AT = .

Teorema 4.8 Toda cadena de Markov tiene un vector estacionario.

Obsérvese que cualquier vector de equilibrio es un autovector asociado al autovalor A = 1 y que si en algtiin
momento se alcanza un vector de equilibrio, es decir #,, = x, entonces ya no se abandona nunca ese vector, o
sea U, = x para m > n. Por tanto, los vectores de equilibrio tienen una cierta relacién con la conducta limite
de la sucesiéon ,,.

Sin embargo no es cierto que siempre exista el lim A" .

n—oo

Ejemplos

e Si A= ( (1) (1) ) y Uy = ( (1) ) entonces o, = ( (1) ) mientras que g, = ( (1) ) y ain cuando

exista el limite anterior puede depender del vector inicial .

. 1 0 . 1 . 1 . 0 . 0
OSIA<0 1>yu0<0>esun(O)peroconu{)(l)esu%(l).

Teorema 4.9 Si A\ =1 es el unico autovalor de médulo 1, de la matriz A, entonces para cada vector de estados
inicial Uy, existe el lim A™idy. En particular si iy es un vector de probabilidad, el lim A"y es un vector de

n—oo n—oo
equilibrio.

Para algunas cadenas de Markov, el limite es independiente del vector inicial.

Definicién 4.16 Se dice que la cadena de Markov de matriz A es reqular si existe un m € N para el que

al"" > 0 para todos i,j = 1,2,---,p; donde A™ = (aI").

Teorema 4.10 Si A es la matriz de una cadena de Markov reqular entonces

e FEziste un unico vector estocdstico estacionario &
e Para cualquier vector estocdstico iy la sucesion A"y tiende a .

e lim A" = A, donde A tiene todas las columnas iquales a T, (el limite anterior es en el sentido de elemento

n—oo
a elemento de la matriz).

Otra condicién alternativa a la del teorema anterior viene dada por:

Teorema 4.11 Si A = 1 es el dnico autovalor de mddulo 1 y ademds es simple, el lim A"ugy existe y es

. . n—oo
independiente de ug.
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(*)Sistemas de ecuaciones diferenciales. Exponencial de una matriz

En la primera parte del tema estudiamos los sistemas de ecuaciones en diferencias, en dichos sistemas la evolucién
se produce de forma discreta. Si consideramos dicha evolucién, pero de forma continua, tendremos los sistemas
de ecuaciones diferenciales. Nos vamos a limitar a estudiar los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
homogéneos de coeficientes constantes, los definimos a continuacién.

Definicién 4.17 Sean uy(t),u2(t), us(t), -+, un(t) un conjunto de funciones de la variable independiente t,
llamamos sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneo con coeficientes constantes a un
conjunto de expresiones del tipo:

w(t) = anuwi(t) Hapua(t) +--- Farpu,(t)
Uo(t) = asrui(t) Hageus(t) +--- Faspu,(t)
U3(t) == azjug (t) +a32u2 (t) —+ .. +a3nun (t) (41)
Un(t) = anmui(t) Hanguz(t) +-- Fannun(t)

cona;; €ER, Vi,j=1,---,n

El sistema [4.1] lo podemos expresar matricialmente u(t) = Au(t), siendo A una matriz cuadrada de orden n
y real, u(t) el vector (uq(t),uz(t), - un(t))t y u(t) el vector (uy(t),uz(t), - un(t))t.

Teorema 4.12 La solucidn del sistema [4.1] con valores iniciales dados por el vector ug = (u10,U20, "+, Uno)*

es u(t) = eMug

4.5.1 Exponencial de una matriz

La solucién del sistema [4.1] viene dada por la exponencial de una matriz. Vamos a calcular dicha exponencial.
Si tenemos en cuenta el desarrollo en serie de potencias de e® y sustituimos x por At nos quedara:

At)?2 (At)?
(2!) +(3!)

et =T+ At +

Si diagonalizamos la matriz A y sustituimos A por PDP~! la expresién anterior se transforma en:

Dt)?2  (Dt)3
eAt:P(I+Dt+%+%+-~-)P_1

que es la matriz resultante de la exponencial.

Teorema 4.13 Si la matriz A, del sistema [4.1], es diagonalizable la solucion del sistema [4.1] con valores
iniciales ug = (u10, U20, “Uno)’ €s:

u(t) = C16>\1t1)1 + 026A2tv2 + 036A3t1)3 4t Cne)\”tvn

Los coeficientes {Cy,Ca, -+ ,Cyr} los obtenemos a partir de los valores iniciales, {A1, A2, -+ A} son los autova-
lores de la matriz A y {v1,vs -+ v, } son sus respectivos autovectores.
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(*)Estabilidad.

Supongamos que un cierto sistema real evoluciona segiin un sistema de ecuaciones en diferencias i, = Aw,_1 a
partir de un vector inicial @y. Puede ocurrir que no podamos conocer iy exactamente, sino sélo una aproximacion
1y obtenida experimentalmente. El problema de la estabilidad de un sistema de ecuaciones en diferencias consiste
en determinar si los valores obtenidos v,, = A¥,,_1 a partir de ¥y se parecen o no a los valores reales i,.

Definicién 4.18 Sea @ = (z1,22,- -+, xp)" € KP. Definimos su norma-2, o norma euclidea, como

1802 = VEZ = \/l21]2 + 222 + - + [z, 2
La norma euclidea en KP es una generalizacion de la distancia al origen en R>.

Definimos su norma—infinito como
[Z]loe = max{|z1], |22, -- -, [xp|}

Es claro que [|T]oo < [|Z]l2 < \/PIIZ]co-

Definicién 4.19 Sea (&), una sucesion de vectores en KP. Diremos que § € KP es el limite de (&), cuando
n tiende a infinito si se verifica

lim || — &l = 0

n—oo

para alguna (no importa cudl, teniendo en cuenta la desigualdad anterior) de las normas definidas, y, en ese
caso, escribiremos y = lim &, .
n

Obsérvese que ¥ es el limite de &, si y s6lo si cada coordenada del vector ¥ es el limite de la correspondiente
coordenada de Z,.

Definicién 4.20 Diremos que la solucion del sistema de ecuaciones en diferencias i, = At,_1 obtenida a
partir de un vector inicial Uy es:

e Asintéticamente estable, si dado cualquier estado inicial Uy, la solucion v, = Av,_1 obtenida a partir
de €l verifica
lim (¢, —@p) =0 = lim |, — ¥,] =0.
n—oo n—oo
e Estable, si la solucion v, = Av,_1 obtenida a partir de cualquier otro estado inicial ¥y, cumple que la
distancia entre U, y v, estd acotada por una constante a que depende sdlo de vUy:

|, — Tl <a ¥V n

e Inestable, si no se verifican (1) ni (2) o, equivalentemente, si existe un vector vy tal que si U,, = Av,_1
es la solucidn correspondiente, entonces la sucesion (||in — Un||)n no estd acotada.

Proposicion 4.7 La estabilidad de la solucion correspondiente a g es equivalente a la estabilidad de la solucidn
cero, es decir i, = 0 que corresponde a tomar uy = 0.
En otras palabras, la estabilidad de un sistema de ecuaciones en diferencias i, = Au,_1 solo depende de
la matriz A y no del vector inicial Uy, de manera que diremos que el sistema es
o Asintdticamente estable si ||A™ip|| — 0, para cada .

e Estable si (||[A™up]|). estd acotada para cada ug.
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o Inestable si existe algin iy tal que (||A™Uo||)n no estd acotada.

Naturalmente, todo sistema asintoticamente estable es estable pero mo reciprocamente.

Teorema 4.14 Sea A una matriz cuadrada de orden p. El sistema 0, = Ail,,_1 es:

Asintdticamente estable si y sdlo si |\ < 1 para todo autovalor A de A, o sea si y sélo si el radio espectral
pa < 1.

Estable, pero no asintoticamente estable, si y solo si pg = 1 y ademds para aquellos autovalores tales que
Al =1 se verifica mq(X) = mg(N) .

Inestable si y solo si |A| > 1 para algin autovalor de A , o bien existe un autovalor X tal que |A\| =1 y
ma(A) > mg(A).

Corolario 4.15 La estabilidad de un sistema i,, = Au,_1 es la misma que la del sistema correspondiente a
la matriz At.

Antes de finalizar hacemos referencia a la estabilidad de la solucién de los sistemas de ecuaciones diferenciales.
La estabilidad de de la solucién viene determinada por las exponenciales e puesto que la solucién es una
combinacién lineal de tales exponenciales. Por ello diremos que la solucién es asintéticamente estable si
la exponencial tiende a cero, diremos que es estable si dichas exponenciales estan acotadas y diremos que la
solucién es inestable si la exponencial no esta acotada.
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Ejercicios

4.1 Calcular los autovalores y subespacios invariantes asociados a las matrices

1 20 5 0 —4
A=1 -1 3 1 B=1|0 3 0
01 1 2 0 -1

4.2 Diagonalizar las siguientes matrices, calculando la matriz de paso

1 0 -2 -7 -5 -5
A= 0 1 -4 B=1| -5 2 —4
00 -1 -5 —4 2
1 a d
4.3 Determinar la matriz A = [ 2 b e | de manera que admita por autovectores a los vectores (1,0,1),
3 f

(-1,1,0) y (0,1,-1).

a 1 p
4.4 Sea la matriz A= [ b 2 q
c -1 r

Sabiendo que admite como autovectores (1,1,0), (—1,0,2), (0,1, —1), hallar los autovalores y los elementos
de la matriz.

1 0 2
4.5 Sea A=| —1 2 1 |. Expresar A~! en funcién de I3 y de A.
1 1 2
1 0 1
4.6 Dada la matriz A= | a -2 2
3 0 —1

a) Calcular los valores de a para los que A es diagonalizable.
b) Para dichos valores de a, calcular los autovalores y los autovectores de A~1.

c¢) Para dichos valores de a, calcular A™.

3 0 a
4.7 Dada la matriz A = 3 =1 b
-2 0 ¢

a) Calcular A de forma que (2,0, —1) sea un autovector cuyo autovalor correspondiente es A = —1.

b) Hallar los demds autovalores y autovectores.

4.8 Estudiar para qué valores de los parametros a y b, la matriz
5 0 0
A= 0 —1 b | esdiagonalizable. Calculando:
3 0 a
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a) Forma canénica de Jordan y matriz de paso para los valores a = -1y b = 1.
b) Forma canénica de Jordan y matriz de paso para a = 1y b = 10. Calcular en este caso A'?.

4.9 a) Determinar una matriz A cuadrada de orden tres, sabiendo que tiene por autovalores A = —1 (doble)
y A = 0 y siendo los autovectores para A = —1 el (1,—2,1) y su vector asociado es (0,1,0) y el
autovector asociado a A =0 es (1,-2,0).

1 1 1
b) Dada la matriz A= | 0 1 1 |, obtener la forma canénica de Jordan y su matriz de paso.
0 0 0
0 ¢c a
4.10 Sabiendo que la matriz A= | 1 0 b | es diagonalizable, tiene un autovector de la forma (d,0,—1)
1 1 0

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

con d > 0, y el autovalor correspondiente a (d,0, —1) es doble, calcular a, b y c.

La distribucién de la poblacién de tres grupos de animales, en el ano n viene dada por el vector
U = (T, Yn, 2n) siendo
Tpt1 Tyn +4zy
1
Yn+1 = gTn
1
Zn+1 - Eyn

Si la poblacién inicial es de 3000 animales, 1000 de cada grupo, calcular la poblacién que habrd de cada
grupo al cabo del tiempo.

Describir razonadamente las dindmicas fundamentales del movimiento de ecuaciones:
Tpy1 = 5/2x, +3yn
Ynt1 = —3/2x, —2y,
Zntl = —6x, —6y, —1/2z,

donde (xy,,Yn, 2, ) representa las coordenadas de la posicién del mévil en la n-ésima transicién.

Resolver la ecuacion en diferencias de Fibonacci: z,, = 2,1 + z,_2 para los valores iniciales z; = 1, 29 = 1.

Resolver la ecuacién en diferencias z,, — 3zp,_2 + 22,3 =0 dados 21 = 1,20 = 0,23 = 1.

Usando una ecuacién en diferencias adecuada, calcular el valor de los siguientes determinantes tridiagonales
de orden n:

4 V3 0 0 a 0 0

V3 4 V3 0 - 0 b a b 0 --- 0

0 V3 4 V3 - 0 0 b a b - 0
a) | . . ) b) |. ) .

0 - 0 V3 4 V3 0 0 b a

0 - 0 V3 4 0 0 b a
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4 3 0 e 0
14 3 0 0
0 3 4 3 0
c) i .
0 0 3 4 3
0 0 3 4

4.16 Dado el sistema de ecuaciones en diferencias ,, = Aw,,_1, siendo

0 a> 0 0

10 0 O
A =

0 1 0 a?

0 0 1 O

a) Obtener la expresién general de .
b) Calcular @9, dado el vector inicial @y = (0, 2,0, 2).

c¢) Estudiar la estabilidad del sistema segin los valores de a.

4.17 Los hébitos de trabajo de un estudiante son como sigue. Si estudia una noche, estd seguro en un 70 % de
que no estudiara la noche siguiente. Por otra parte, la probabilidad de que no estudie dos noches seguidas
es de 0.6. A la larga, jcon qué frecuencia estudia?

4.18 Supongamos que hay tres centros principales de camiones en Barcelona, Alicante y La Coruna. Cada mes,
la mitad de los que estdn en Barcelona y en Alicante van a La Coruna, la otra mitad permanece donde
estd, y los camiones de La Coruna se dividen igualmente entre Barcelona y Alicante. Construir la matriz
de transicién y encontrar el estado estacionario.

4.19 Encontrar la matriz de transiciéon para un curso de matemadticas que se imparte en dos clases, si cada
semana dejan el curso % de los que estan en la clase A y un % de los que estén en la clase B, y ademas %
de cada clase se pasa a la otra.

4.20 Juan puede estar triste o contento. Sien un determinado dia estd contento, también lo estd al dia siguiente,
cuatro de cada cinco ocasiones que ocurre. Si un dia estd triste, también lo estd al dia siguiente en una
de cada tres ocasiones. A la larga, jcudl es la probabilidad de que esté contento en un determinado dia?

4.21 Supongamos que hay una epidemia en la que cada mes se enferma la mitad de los que estan sanos y muere
la cuarta parte de los que estan enfermos. Encontrar el estado estacionario de la enfermedad.

4.22 En la Escuela Politécnica Superior de la Universidad de Huelva, un estudiante tiene que pasar tres cursos
antes de obtener el titulo. Cada ano realiza un examen para pasar de curso y si lo suspende, debe repetir.
Las probabilidades de aprobar cada examen son: 0.8 el primero, 0.7 el segundo y 0.5 el tercero. Estudiando
la cadena de Markov asociada, deducir la probabilidad de que acabe en menos de 5 anos.

4.23 Un paifs estd dividido en tres regiones demogréficas. Se ha determinado que cada afio el 5 % de los
residentes en la regién 1 se cambie a la regién 2 y otro 5 % a la regién 3. De los residentes en la region
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2, el 15 % se cambia a la regién 1 y el 10 % a la regién 3. Y, de los residentes en la regién 3, el 10 % se
cambia a la regién 1 y el 5 % a la regién 2. ;Qué porcentaje de la poblacién residird en cada una de las
tres regiones después de un largo periodo de tiempo?

4.24 Los hijos de los miembros del partido socialista votan a dicho partido con probabilidad 0,5, al conservador
con probabilidad 0,4 y al liberal con probabilidad 0,1.
Las probabilidades para los hijos de los miembros del partido conservador son 0,7 para los conservadores,
0,2 para los socialistas y 0,1 para los liberales.
Por tltimo, para los hijos de los miembros del partido liberal las probabilidades son 0,2 para conservadores,
0,4 para socialistas y 0,4 para liberales.
Dadas estas estadisticas,jcudl es la probabilidad de que el nieto de un miembro del partido liberal vote al
partido socialista?
;,Cudl es el modelo de votacion a largo plazo?

-3 4

4.25 Resolver el sistema u(t) = Au(t), con A = ( o 3

) y valor inicial dado por u(0) = ( 1 )



