Capitulo 3

Espacios vectoriales y aplicaciones
lineales

3.1 Espacios vectoriales. Aplicaciones lineales

Definicién 3.1 Sea V un conjunto dotado de una operacion interna “+"7 que llamaremos suma, y sea K un
cuerpo conmutativo que define sobre V una operacion externa “-”, que llamaremos producto por escalares.

a-aeVaeKya € V

Diremos que (V,+, -K) es un espacio vectorial sobre K, respecto de las operaciones suma y producto
por escalares si se verifican las siguientes condiciones:
1. (V, 4) es un grupo conmutativo.
2. El producto por escalares cumple las siguientes propiedades:

211-d =a Va eV
22a-(B-d) = (af)-a Va, f €K, Va €V
(

-, -

) = (@-@) + (a-b) VYa€eK Va beV
i = (a-d) + (B-q) Va, § €K, Vad eV

Los elementos de V' se denominan vectores y los de K escalares.

Aunque son operaciones distintas la suma de vectores y la de escalares, por comodidad se representan por
el mismo signo. Igualmente omitimos el (.) del producto interno en K. Cuando K = R, el espacio vectorial se

llama real.

Propiedades.-

—

1.VaeV:0-a = 0.
2. VaeK:a-0 = 0.
3.VaeV,VaeK: —(a-d) = (—a)-d = a-(—ad).

4.YaeV,VaeK:a-a =0 =2a=06a=0.
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Definicién 3.2 (Subespacio vectorial) Sea (V,+, K) un espacio vectorial y F una parte no vacia de V', se
dice que F' es subespacio vectorial de V', si las restricciones a F' de las dos operaciones de V', dotan a F' de
una estructura de espacio vectorial, es decir si:

1. (F,+) es subgrupo de (V,+) (V ibeF=>ad—be F)

2.VaeK, Vae F=a-d€eF

Teorema 3.1 (Caracterizacién de subespacios vectoriales) Sea (V,+,-K) un espacio vectorial y sea F
una parte no vacia de V. F es subespacio vectorial de V' si y sélo si:

Vo, €K, Vai,be F=>a-d+3-beF
Obsérvese que:

e El vector nulo 0 pertenece a todos los subespacios de un espacio V.

e Un espacio vectorial V' tiene como subespacios, entre otros posibles, al conjunto {6}, formado sélo por el
vector nulo, que se llamarad subespacio nulo. El mismo espacio V es un subespacio de si mismo. Los
demas subespacios de V, distintos de V' y {6}, se llaman subespacios propios.

3.1.1 Intersecciéon y suma de subespacios

Definicién 3.3 (Interseccién de subespacios vectoriales) Sea (V,+,-K) un espacio vectorial. Se define
la interseccion (N) de dos subespacios vectoriales Uy W de V, como el subconjunto de V que verifica:

aeUNW < deUANaeW

Teorema 3.2 La interseccion de un niumero cualquiera de subespacios vectoriales de un espacio vectorial V es,
a su vez, un subespacio vectorial de V.

La unién de subespacios de un espacio vectorial V', en general no es un subespacio de V.

Definicién 3.4 (Suma de subespacios) Sea (V,+,K) y sean Uy y Us dos subespacios de V. Se llama
suma de Uy y Us al conjunto, que se denota Uy + Us:

U, + Uy = {ﬁ1+ﬁ2/ﬁ1€U1, ’JQGUQ}

Teorema 3.3 El conjunto U; +Us es un subespacio de V; es mds, se trata del menor de todos los subespacios
que contienen a Uy y Us.

Definicién 3.5 (Suma directa) Sean U; y Us subespacios de un espacio vectorial (V,+,-K)y sea L CV,
Uy + Uy es suma directa de L, lo que se denota poniendo Uy & Uy = L, si se verifica que Uy +Us = Ly
UyNU, = {0}

Si L =V a los subespacios Uy, Uy se les denominan subespacios suplementarios.
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3.2 Dependencia e independencia lineal

3.2.1 Combinacién lineal. Subespacio generado por un conjunto de vectores

Definicién 3.6 (Combinacién lineal) Sea (V,+, K) un espacio vectorial. Se llama combinacién lineal de
los vectores v, Ua,..., U, €V a todo vector & de V de la forma:

T = MU1 + Xty + ... + )\p ’171,, con A, Ag, ..., )\p e K.

Definicién 3.7 (Subespacio vectorial generado por un conjunto de vectores) Consideremos (V,+, -K)
un espacio vectorial y sea H = {0y, Us,..., Up} CV.

El subconjunto {\vh + Xat2 + ... + X0, / A1, A2, ..., Ap € K} se denomina variedad lineal generada
por el conjunto H. Se suele escribir L(H) o (H).

Se demuestra facilmente que L(H) es un subespacio vectorial de V' que recibe el nombre de subespacio
vectorial generado (o engendrado) por ¥, ¥, ..., Tp.

3.2.2 Independencia lineal. Sistema de generadores

Definicién 3.8 (Dependencia lineal) Sea H = {#, ¥, ..., U,} un sistema de vectores de un espacio vectorial
V' sobre un cuerpo K.

e Se dice que H es un sistema linealmente independiente o sistema libre, si la unica combinacion lineal
de ellos que vale O es la que tiene todos sus coeficientes nulos; esto es, si

YMT 4 ATy + oo+ AT, =0, Ay A2, oo, M €K = A =X =.. =), =0

e Se dice que H es un sistema linealmente dependiente o sistema ligado si no es un sistema libre, esto
es, st existen algunos escalares A1, Az, ..., Ap, no todos nulos tales que \U1 + Aotz + ... + A\pt, = 0.
Se dice que un vector depende linealmente de otros si es combinacion lineal de éstos.

Propiedades

1. El vector 0 es combinacién lineal de cualquier familia de vectores. Por tanto, si un sistema contiene al
vector nulo, entonces el sistema es ligado.

2. Un sistema de vectores es ligado si y s6lo si alguno de sus vectores depende linealmente de los demés. Por
tanto, si @ # 0, entonces el sistema S = {@} es libre. Un sistema {@, ¢}, formado por dos vectores, es
ligado si y sélo si uno de ellos es proporcional al otro.

3. Si un sistema S de vectores es libre, entonces también lo es cualquier sistema que resulte de prescindir de
alguno de los vectores de S.

4. Si un sistema S de vectores es ligado, entonces también lo es cualquier sistema que resulte de anadir algin
vector a S.

Definicién 3.9 (Sistema de generadores de un espacio o subespacio vectorial) Sea (V,+,-K) un es-
pacio vectorial y L C'V un subespacio vectorial. Se dice que los vectores {U1,Ts, ..., Up} de L son un sistema
de generadores del subespacio vectorial L, siy sdlo si, todo vector de L es combinacidn lineal de {¥1, V2, ..., Up }.

Teorema 3.4 (Teorema Fundamental de la independencia lineal) Sea (V,+, -K) un espacio vectorial y
L CV un subespacio vectorial que estd generado por un cierto sistema G = {1, Uz, ..., Uy }. Si I = {th,Vs, ..., Tp}
es un sistema libre de vectores de L entonces se verifica que h < p.
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3.3 Base y dimensién

Definicién 3.10 (Base de un espacio o subespacio vectorial) Sea (V,+,-K) un espacio vectorial y L un
subespacio vectorial de V. Diremos que el sistema H = {iy, s, ...,t4,} C L es una base de L si y sdlo si
verifica:

1. Forman un sistema de generadores de L.

2. Son linealmente independientes.

En el espacio vectorial R", los vectores:
e; =(1,0,...,0), & =(0,1,0,...,0), ..., & = (0,0,...,1)

forman una base que se llama base candnica de R".

Teorema 3.5 (Teorema de existencia de la Base) Sea (V,+, K) un espacio vectorial de tipo finito (es
decir, generado por un nimero finito de vectores) y sea L CV, L # {6} subespacio vectorial. Cualquier sistema
generador de L incluye una base. En consecuencia, todo subespacio vectorial de tipo finito posee alguna base.

Teorema 3.6 (Teorema de la dimensién) Sea (V, 4+, K) un espacio vectorial de tipo finito y L un subespa-
cio vectorial de V. Todas las bases de L tienen igual nimero de vectores. A este numero se le llama dimensién
del subespacio L y se representa por dim(L).

Se conviene en que el espacio {0} tiene dimensién 0.

Teorema 3.7 Sea (V,+,-K) un espacio vectorial de tipo finito y L un subespacio vectorial de V.
Si S = {1, Us,...,Up} es un sistema de vectores de L, entonces se verifica que:

1. Si S es un sistema generador de L, entonces p > dim(L).
2. Si S es un sistema libre , entonces p < dim(L).
3. Si S es generador de L y dim(L) = p, entonces S es base de L.

4. 81 S es libre y dim(L) = p, entonces S es base de L.

Por tanto, la dimension de un subespacio vectorial L es el nimero méaximo de vectores de L linealmente
independientes. Ademads, la dimension de L es el niimero minimo de vectores de un sistema generador de L.

Teorema 3.8 (Teorema de Steinitz o de la base incompleta) Sea (V,+,-K) un espacio vectorial de di-
mension n, {€1, €a,..., €} una base de V y el conjunto S = {1, Va2, ..., Up} un sistema libre de vectores de
V', donde p < n. Entonces existe algin sistema S’ de n — p vectores de V', tal que SU S’ sea una base de V. Es
mds, los vectores de S’ se pueden tomar de entre los de una base cualquiera {€1, €s,..., €,} de V.

Teorema 3.9 (Férmula de Grassmann) Si U; y U son dos subespacios de un espacio vectorial de di-
mension finita, se verifica:

dzm(Ul) + dZm(Ug) = dim(Ul-i-UQ) + dim(UlﬁUQ)
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3.3.1 Coordenadas de un vector. Unicidad

Lo que hace del concepto de base algo realmente 1til es que, recurriendo a ellas, cualquier vector queda identi-
ficado mediante los coeficientes de la 1inica combinacién lineal que lo expresa en funcién de los vectores de la
base. A estos coeficientes se les llama coordenadas. En un espacio vectorial de dimensién finita, si se dispone
de una base, conocer un vector viene a ser lo mismo que conocer sus coordenadas.

Teorema 3.10 (Unicidad de la expresién de un vector en una base) Sea (V,+, K) un espacio vector-
ial. Todo wvector de un subespacio vectorial L C 'V, L # {6} se expresa de manera unica como combinacion
lineal de los vectores de una base de L.

Definicion 3.11 Sea V espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K y L C V, L # {6} un

subespacio vectorial de V. Dada una base B = {€1, €,..., €,} de L, (segin el teorema anterior) para cada
T € L existen unos unicos escalares 1, Ts, ..., T, € K tales que T = x1€1 + ... + x,€,. Entonces se dice que la
n-upla (x1, 2, ..., x,) son las coordenadas del vector T en la base B.

3.3.2 Rango de un conjunto finito de vectores

Definicién 3.12 Se llama rango de un sistema S con un nimero finito de vectores de un cierto espacio
vectorial V, y se denota por rg(S), a la dimension del subespacio que engendra S.

Es decir rg(S) = dim(L(S)) =ntmero méximo de vectores linealmente independientes que hay en S y, en
consecuencia, la familia S = {1, U, ..., Uy} es libre si y sélo si su rango es igual al nimero p de vectores que lo
forman.

Ademiés, en un espacio vectorial de dimensién finita n, un sistema de vectores es generador si y sélo si su rango
es n.

3.3.3 Ecuaciones paramétricas e implicitas de un subespacio vectorial

Sea (V,+,-K) un espacio vectorial de dimensién n. Consideremos una variedad lineal (o subespacio vectorial)
U generado por los vectores {1, Uz, ..., Uk }. Sabemos que Z € U, entonces & = Ajiiy + ... + \p ;. Si cada vector

lo referimos a la base {€1, €3, ..., €,} de V, y desarrollando la expresién, obtendremos:
T1 = Aunn + Agu2r + .+ AgUkl
Ta = MUz + AU + ... 4 Apuge
(1)
Tn = AMUin + AoUzn + o+ ApUpn

A las ecuaciones (1) se le llaman ecuaciones paramétricas de la variedad lineal U.

Eliminando pardmetros en las ecuaciones (1), aplicando el método de Gauss y considerando como incégnitas
los pardmetros A; obtendremos n—k relaciones entre las componentes (z1, xa, , ..., Z, ), que se llaman ecuaciones
implicitas de U.

Se verifica la siguiente relacién:

N¢ de ecuaciones implicitas linealmente independientes de U = dim V' — dim U.
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3.4 Cambio de base en un espacio vectorial

Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre un cuerpo K. Hemos visto que cualquier vector ¥ queda
determinado de manera tnica conociendo un sistema de coordenadas respecto de una base de V. Ahora bien, si
elegimos otra base de V', & tendra otras coordenadas distintas a las anteriores. Como, a veces, hay que realizar
cambios de base en los espacios vectoriales, nos preguntamos:

;Qué relacion guardan las coordenadas del vector respecto de ambas bases ?

Este problema se podra resolver si se conocen las relaciones de dependencia entre los vectores de las dos
bases, es decir, cuando se conozcan las coordenadas de los vectores de una base respecto de los de la otra.

_ — — — / — — — — _ — —
Sean B = {u, Ua,..., Un}, B = {01, ¥s,..., U} bases de V. Supongamos que 0; = a1t + ajots +
N n - . .. . -
o+ oajptl, = Y. ja;u; (j = 1, ..., n). En estas condiciones, cualquier vector Z € V puede expresarse
en una u otra base de la siguiente manera:

n
En B, ¥ = zdy + x2ts + ... + xpt, = E ;U
i1=1

n
/ - /- = /- /=
En B, ¥ = 2101 + x50 + ... + 2,0, = E T, Uj
=1
donde (x1, x2, ..., x,) son las coordenadas de Z en la base By («}, x4, ..., x}) son las coordenadas de & en

la base B’. En consecuencia:

n n n n n n n
e ’ = / _ o r o ’ o N
r = T;v; = x‘j( ajiui) = Ajid Ui = ( xjaji)ui = T;U;
j=1 j=1 i=1 ij=1 i=1 j=1 i=1

es decir:

que son las relaciones buscadas entre ambas coordenadas. Explicitamente:

! ! /
T = anry + a1xy + ... + ap1T,
! ! /
Ty = Q12T] + G2Ty + ... + ap2T,
! / /
Tp = Q1pTy + ATy + ...+ AppTy,

Estas ecuaciones se denominan ecuaciones del cambio de base de B a B'.

3.5 Aplicaciones Lineales. Definicién y propiedades

Una vez que hemos estudiado la estructura de espacio vectorial, a continuacién se estudiaran las aplicaciones
lineales. Veremos sus propiedades més importantes y como se pueden representar mediante una matriz.

Definicién 3.13 Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Se dice que la aplicacion
f:V — W es una aplicacién lineal v homomorfismo de V en W si se verifica:

(1) f(@+9) = f(@+ [(§) para todo Z,j €V

(2) fOAD) = Af(Z) para todo A €K, ZeV.
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Las dos condiciones anteriores se pueden resumir en una:

JOZ+p) =M (@) +pf(§) YApekK, Z,geV.

En el caso en el que ambos espacios vectoriales coincidan, es decir, U = V, recibe el nombre de endomorfismo.
Si el homomorfismo es biyectivo se denomina isomorfismo.

Propiedades de las aplicaciones lineales.

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo Ky f: V — W una aplicacién lineal entre ellos.
Se verifican las siguientes propiedades:

(1) f(0)=o0.
(2) f(=2) =—f(2).
(3) Si{ée1,€s,...,€,} es una base de V' y {w,Ws,...,w,} son n elementos arbitrarios de W, existe una y sélo

una aplicacion lineal f: V — W tal que
fléx) =W, parak=1,2,...,n
(4) Las aplicaciones lineales conservan la dependencia lineal pero, en general, no conservan la independencia
lineal.
(5) Si L es un subespacio vectorial de V, entonces f(L) es un subespacio vectorial de W.

(6) Si E es un subespacio vectorial de W, entonces f~!(E) es un subespacio vectorial de V. (Recuérdese
que si A y B son dos conjuntos y f : A — B es una aplicacién entre ellos, si E C B se define

fTYUE)={ac A: f(a) € E}.)

3.5.1 Operaciones con las aplicaciones lineales

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. En el conjunto formado por las aplicaciones
lineales entre esos espacios se pueden definir dos operaciones: la suma de aplicaciones lineales y el producto de
un numero por una aplicacién lineal.

Suma de aplicaciones lineales

Si f y g son dos aplicaciones lineales de V' en W se define su suma y se representa por f + g, como la aplicaciéon
que a cada elemento & € V' le asocia f(Z) + g(%), es decir, (f + g)(Z) = f(Z) + g(Z) :

f+g: V. — W
Eo— (f+9)@) = [(@)+9(D).

Producto de un nimero por una aplicacién lineal

Dada una aplicacién lineal f : V' — W y un nimero A € K, se define el producto de dicho ntimero por esa
aplicacién lineal y se representa por A - f o simplemente por Af, como la aplicaciéon que a cada elemento & € V
le asocia A\f(Z), es decir, (Af)(Z) = Af(Z) :

\Nfr Vo— W
T — (AN@) = Af(D).
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Teorema 3.11 El conjunto L(V,W) formado por todas las aplicaciones lineales de V' en W, tiene estructura
de espacio vectorial respecto de las operaciones suma y producto por un numero de K, siendo su dimension
dim £L(V, W) =dimV - dim W.

Composicién de aplicaciones lineales

Esta operacién no utiliza la estructura algebraica de espacio vectorial y puede definirse entre conjuntos cua-
lesquiera.

Definicién 3.14 Dados los conjuntos V,W y U; si f es una aplicacion de V en W y g es una aplicacion de W
en U tal que la imagen de f estd contenida en el dominio de g, se define la composicién de las aplicaciones
f v g y lo representaremos por go f, como la aplicacién que asocia a cada & € V el elemento g(f(Z)), es decir,
(g0 /@) = g(f(T)).

gof: Vv Lo ow LU

T — (@) — (9o)@) =g(f(T)).

De esta definicién se deduce que si f y g son aplicaciones, entonces g o f también es una aplicaciéon. Adems4s,
esta operacién cumple la propiedad asociativa.

Definicién 3.15 Si f es una aplicacion de V sobre si mismo, se definen las potencias enteras de f de la

stguiente manera:
=i, ff=fof"t  paran>1,

donde i representa la aplicacion identidad de V, es decir, i(Z) = & para todo & € V.

Proposicion 3.1 Si V. W y U son espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, y f:V — W yg: W — U
son aplicaciones lineales tales que la imagen de f estd contenida en el dominio de g, entonces la composicion
gof:V — U es una aplicacion lineal.

3.5.2 Representacion matricial de las aplicaciones lineales

La propiedad (3) de las aplicaciones lineales asegura que una aplicacién lineal f de un espacio vectorial V' de
dimensién n en el espacio vectorial W de dimension m, queda determinada dando los transformados mediante f
de una base B = {€1,é,,...,€,} de V. Si By = {i,Us,...,Un,} es una base del espacio W, como cada elemento
f(€x) pertenece a W se podré expresar de manera tinica como una combinacién lineal de los elementos de By,
es decir,

m

f(€r) = a1ty + aspts + - -+ + ami iy, = Zaikﬁi, para k=1,2,...,n.

i=1
Ahora bien, si & es un vector cualquiera de V' se podra expresar de manera tinica como una combinacion lineal
de los elementos €}, por ser B una base:

n
T=x1€1 + 2080 + -+ + T,E, = E T1C.
k=1

Aplicando f a los dos miembros de esta igualdad se obtiene:

f <Z$k5k> = aif(én)
k=1 k=1

m m n
= E !Ckg AipU; = E Qi Tl | Ug-
i=1 k=1

k=1 i=1

f(@)
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Por otra parte, f(£) € W y como Bj es una base se podrd expresar como una combinacién lineal de sus
elementos:

m
1=1

Como las coordenadas de un vector respecto de una base son tnicas, se sigue que
n
Yi = E a;xTr, parat=1,2,...,m.
k=1

Se deduce de aqui que fijadas las bases By B; en V' y W respectivamente, a cada aplicacién lineal f : V — W
le corresponde una matriz A = [a;;] de dimensiones m x n univocamente determinada.

Reciprocamente, dados los espacios vectoriales V' y W de dimensiones n y m, respectivamente, fijadas en
ellos las bases Ben V' y By en W, a la matriz B = [b;] € M, xn le corresponde la aplicacién lineal g : V. — W
unfvocamente determinada en virtud de la propiedad (3) antes senalada, definiendo

m
g(éx) = Zbikﬁi, parak=1,2,...,n.
i=1

Teorema 3.12 Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K de dimensiones n y m, respec-
tivamente. Fijadas sendas bases en V. y W, se verifica que los espacios vectoriales de las aplicaciones lineales
LV, W) y de las matrices M, xn son isomorfos.

En el caso en que V = K" y W = K™, fijadas las respectivas bases canénicas en K" y en K™, en virtud del
isomorfismo anterior se suelen identificar la aplicacion lineal f : K» — K™ con la matriz correspondiente
A = [a;;], donde cada columna

a1y
. a2j
fE)=1 . 1,
amj
para j =1,2,...,n, estd formada por las coordenadas del vector f(€;) respecto de la base canénica de K™.

Nota. Si V es un espacio vectorial sobre el cuerpo K, se denomina forma lineal o funcional lineal de V' a
cualquier aplicacion lineal f : V — K. Si B es una base de V a cada forma lineal de V' le corresponde una
matriz fila, es decir, un vector w € K" tal que f(Z) = w'¥ para todo Z € V.

Proposicion 3.2 Sean V,W y U espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K de dimensiones n, m y p, respec-
tivamente; fijadas las bases B de V', By de W y Bs de U, si a la aplicacion lineal f : V — W le corresponde
la matriz A y a la aplicacion lineal g : W — U le corresponde la matriz B, entonces a la composicion de
aplicaciones go f : V. — U le corresponde la matriz producto BA.

3.6 Nucleo e imagen de una aplicacién lineal
Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo Ky f: V — W una aplicacién lineal entre ellos.

Definicién 3.16 (Ntucleo) Se denomina nticleo de la aplicacién lineal f y se representa por N'(f) o por
Ker(f), al conjunto de todos los elementos de V' que mediante f se transforman en el vector nulo de W, es
decir,

N(f) = Ker(f) = {& € V : f(&) = 0}.
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De esta definicién se sigue que N(f) = f~1(0) y como {0} C W es el subespacio vectorial nulo de W,
entonces NV (f) es un subespacio vectorial de V' por la propiedad (6) anterior. Se denomina nulidad de f a la
dimensién del subespacio vectorial N'(f).

Definicién 3.17 (Imagen) Se denomina imagen de la aplicacion lineal f y se representa por R(f) o por
Img(f), al conjunto formado por todos los elementos de W que son imagen de algin elemento de V| es decir,

R(f)=1Img(f) ={yeW: IzeV, [(@) =y}

Al ser R(f) = f(V) y ser V un subespacio vectorial de s{ mismo, se sigue que R(f) es un subespacio vectorial
de W por la propiedad (5) anterior. A la dimensién del subespacio vectorial R(f) se denomina rango de f.

Proposicion 3.3 Si f: V — W es una aplicacion lineal se verifica que

dim Im f + dim Ker f = dim (V).

Proposicion 3.4 Si f: V — W es una aplicacion lineal se verifica que

f es inyectiva < Ker(f) = {0}

3.6.1 Aplicaciones lineales biyectivas

Definicién 3.18 Si f : V. — W es una aplicacion biyectiva y ademds es lineal, entonces se dice que es un
isomorfismo entre esos espacios vectoriales. En este caso se dice que los espacios V y W son isomorfos y se
representa asi: V ~ W.

En el caso particular de que V' = W la aplicacién lineal biyectiva se denomina automorfismo.

Propiedades.

Los isomorfismos, al ser aplicaciones lineales, poseen las seis propiedades dadas anteriormente; pero ademas
tienen las siguientes:

(7) Si f:V — W es un isomorfismo, entonces la aplicacién inversa f~!: W — V es una aplicacién lineal.
(8) Los isomorfismos conservan la independencia lineal.

(9) Si f es una aplicacién lineal sobreyectiva de V en W, entonces f es un isomorfismo si, y sélo si, N(f) = {0}.

(10) Dos espacios vectoriales son isomorfos si, y s6lo si, tienen la misma dimensién.

Obsérvese que todos los espacios vectoriales de dimensién n sobre el cuerpo K, son isomorfos a K”.

3.7 Cambio de base y aplicaciones lineales

Hemos demostrado que fijadas unas bases B en V' y By en W, a cada aplicacién lineal f : V' — W le corresponde
una matriz A. Ahora bien, si consideramos la bases B’ en V' y Bj en W, a la misma aplicacién lineal f anterior
le corresponderd otra matriz C. La pregunta inmediata es: jqué relacién existe entre las matrices A y C?

De acuerdo con lo anterior
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1. La representacién matricial de la aplicacién lineal f respecto de las bases By By serd i = AZ;
2. La representacion matricial de f respecto de las bases B’ y B} serd ¢ = C#';
3. Si las férmulas de cambio de la base B a B’ son ¥ = PZ';

4. Y de la base By a B] son ¥ = Qy,

basta sustituir en i = AZ y se tiene que Qi = APZ’, de donde se sigue que § = Q 'APZ, es decir, que
C = Q7 'AP. Como sabemos, las matrices P y @ son no singulares. Esto demuestra el siguiente teorema.

Teorema 3.1 Sean B y BB’ bases en el espacio vectorial V, By y By bases en el espacio W y sea f : V — W una
aplicacion lineal representada por la matriz A respecto de las bases B y Bi. Entonces la matriz que representa
a f respecto de las bases B' y B} es Q7 LAP, siendo P la matriz de paso de B a B' y Q la matriz de paso de By
a Bj.

En muchos casos los espacios V' y W coinciden y entonces se considera la misma base en el espacio origen y
en el espacio final. En estos casos la relacién entre las matrices A y C es més sencilla, como se muestra a
continuacion.

Corolario 3.13 Sea B una base del espacio vectorial V y f : V — V una aplicacion lineal representada por la
matriz A respecto de la base B. Entonces la matriz que representa a f respecto de la base B’ es P~ AP, siendo
P la matriz de paso de B a B'.

Definicién 3.19 Diremos que dos matrices cuadradas A y C son semejantes si existe una matriz no singular
P tal que C = P~YAP. O, equivalentemente, si A y C representan a la misma aplicacion lineal respecto de
bases distintas.

(*)Rango de una matriz

Definicién 3.20 Se denomina rango de la matriz A y se representa por r(A) al rango de f donde f es la
aplicacion lineal con matriz A respecto de ciertas bases (coincide con la dimension del espacio generado por
las columnas de A; R(A)); y se denomina nulidad de A a la dimensidn del nicleo de A (ker(f) = N(4)),
representandose por n(A).

La dimensién de la imagen de una aplicacién lineal no depende de las bases de referencias utilizadas en cada
uno de los espacios vectoriales, por tanto r (BAC) = r(A) , con B y C matrices no singulares. Es decir, al
multiplicar una matriz (tanto a la izquierda como a la derecha) por matrices no singulares, el rango no se altera.
El mismo razonamiento es trasladable a la nulidad; n (BAC) = n(A) , con B y C matrices no singulares.

Teorema 3.2 Sea A una matriz no nula m x n. Entonces r(A) =r si y sélo si existen matrices no singulares
X eY, de ordenes m y n, respectivamente tales que

XAY = { L O ]

O, O3

donde I, es la matriz unidad de orden r, ©1 € My, ©2 € My, y O3 € M(py_ryx(n—r)-

De este Teorema se deducen las siguientes propiedades del rango de una matriz que recogemos en el siguiente
Corolario.
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Corolario 3.14 Sea A una matrizm x n y B una matriz n X p. Entonces se tiene:

1. 7(A) = r(AY).

Dada una matriz A hemos considerado el espacio vectorial generado por sus columnas y hemos definido el
rango de dicha matriz como el nimero de columnas linealmente independientes. De manera analoga podemos
considerar el espacio vectorial generado por las filas de A y definir su rango como el nimero de filas linealmente
independientes. La primera de las propiedades de este Corolario nos dice que en toda matriz el rango por filas
es igual al rango por columnas.

Teorema 3.3 (Rouché-Frobenius) Sea A una matriz m x n, el sistema de ecuaciones AT = b tiene solucion
st y sdlo si r([A,b]) =r(A). En dicho caso si:

1. r([A,b]) =r(A) =n (ndmero de incdgnitas), el sistema es compatible determinado (SCD).

2. r([A,b]) = r(A) < n el sistema es compatible indeterminado (SCI).

Teorema 3.4 (Estructura de las soluciones) Sea &y una solucion de AT = b. Entonces el conjunto de
todas las soluciones de AT = b es la variedad lineal Ty + N (A).

Nota:

Como consecuencia de los teoremas anteriores, se verifica:

e Sir(A) =m, entonces A¥ = b tiene solucidn.
e Una solucién de AZ = b es tinica si y sélo si N(A) = {0}.

e Sin > m entonces N'(A) # {6}, luego en el caso de que haya soluciones, hay infinitas.
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Ejercicios

3.1 Determinar si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de R3:

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

(a) A={(z,0,2)/z,z € R}
(b) B={(z,y,2)/2z +y+ 2z =4}
(c) C=A{(z,y,2)/2,y,z € L}

Determinar cuéles de los siguientes subconjuntos de R™ son subespacios vectoriales:

(a) {(z1,...,2,) €R" | 21 >0}

(b) {(z1,...,2n) € R | z1 4+ 222 =0}

(¢) {(z1,...,zn) ER" | my <2y < M;, i=1,2,...,n} donde m; y M, son constantes.
(d) {(z1,...,2n) € R | 2122 =0}

Establecer la dependencia o independencia lineal de los siguientes conjuntos de vectores:

{(1,2,-1), (1,0,-3), (3,10,1)}
(b) {(a,1,0), (1—a,1+a,2), (5a+1,1—
{(1,4,a,b), (1,2,-1,2), (0,1,2,1)}

2a,—a—2)}

Sea B = {a,b,} una base de R3. Estudiar si el siguiente conjunto B’ = {a@ — b, +
conjunto de vectores linealmente independientes.

Determinar A y p para que el subespacio de R*
L={((\0,X0), 3,u,1,u), (1,1,0,1)) tenga dimensién 2 6 dimensién 3.

Hallar dos bases diferentes de los siguientes subespacios de R*:

(a) El subespacio formado por los vectores cuyas coordenadas suman 0.

(b) El subespacio formado por los vectores (a,b — a,a + b,b) con a y b en R.

(¢) El subespacio formado por los vectores cuyas dos primeras coordenadas son iguales.

Sean Uy = ((1,2,1,0,1),(1,0,1,2,1),(3,2,3,4,3),(7,4,7,10,7)) y
Us = {(x1, 22, 3,24, 25) | ©1 — 22 =0, o + x4 = 0}. Hallar:

(a) Base y dimensién de Uy y Us
(b) Base y dimensién de Uy + Us y Uy N Uy

(¢) ¢(Es (1,2,1,2,1) combinacién lineal de (1,2,1,0,1) y (1,0,1,2,1)?
(d) (Existen «, 3,7 € R tal que («, 3,7,0,v — 8) € Us?

(e) i{(1,2,1,0,1), (1,0,1,2,1)) =

((3,2,3,4,3) , (7,4,7,10,7))?

37
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3.8 Dados los vectores de R* : (1,1,1,1),(1,2,—1,0),(1,-1,5,a),(1,0,3,2)

(a) Calcular el nimero de vectores independientes segun los valores de  y 8 y ampliarlo en cada
caso a una base de R%.

(b) Para a = 3,8 = 1, dar condiciones que debe verificar un vector ¥ = (1,22, x3, 24), que verifica
también x1 4+ x5 + x3 = 0; x4 = 0, para que sea dependiente con ellos.

(¢) Dada M = {z1 + 22 + 3 = 0;z4 = 0}, hallar otra variedad N que verifique: M + N =
{1+ 22+ 23 =24}, MNN = {24 = 0;21 + 229 = 0; 21 + 225 = 0}

3.9 Extender a una base de R* los siguientes conjuntos de vectores:

(a) {(1a077172)a (2,0a371)}
(b) {(1,0,1,1), (=1,-1,0,0), (0,1,1,0)}

3.10 Determinar una base, la dimensién y unas ecuaciones implicitas del subespacio V de R* dado por las
ecuaciones paramétricas:

r = «a —0 +2v
y = 2a 40

z = 2« —T7y
t g 4y

3.11 Sean Ly = L(uj,ub,u3), con uy = (2,1,0,—1), us = (1,-1,0,0), u3 =(1,1,1,1), y
Ly ={(z,y,2,t) ER*| 2 +y=0, 2 —t =0}
Hallar ecuaciones paramétricas e implicitas de Ly, Lo, Ly + Loy L1 N Lo

— — — —

3.12 Sean By = {uj,us,u3}t y B2 = {v1, V3, 03} bases de V, sabiendo que u] = 201 —v3 , up = U1 — U3, U3 = U3 +
Hallar:

(a) Ecuacién del cambio de base.
(b) Sabiendo que ¥ = (3,2,1) en By, calcular las coordenadas de ¥ en Bs

(c) Sabiendo que ¥ = (1,0,1) en Bs, calcular las coordenadas de ¥ en Bj.

3.13 Sea U = {(v,y,2) € R® |z +y—2 =0, v — 2y = 0} subespacio vectorial de R3, referido a la base
canénica. Calcular las ecuaciones de U con respecto a la base B = {(1,0,1), (1,1,0), (0,1,1)}

3.14 Sean By = {ui(1,0,0), u2(0,1,1), u3(1,0,1)} y Bs = {01(0,0,1), 03(0,1,1), v3(1,1,0)} bases de R y
sea U = {(z,y,2) € R3 | x —y =0, z+y = 0} subespacio vectorial de R3 cuyas ecuaciones estén referidas
a By. Se pide:

(a) Ecuaciones de U en Bs.

(b) Calcular una base respecto de la cual las ecuaciones de U sean x =0, y = 0.

3.15 Sea H = {(z,y,2) |z —y—2=0, x+y = 0} referido a la base canénica. Encontrar una base respecto
de la cual el subespacio H venga dado por

H:{(m,y,z) |.’E:0, y—ZZO}
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3.16 Razonar cuéles de las siguientes aplicaciones, entre los espacios considerados, son lineales y estudiar para
las que lo son su inyectividad o suprayectividad:

(a) f:R? — R3 definida por f(x,y) = (z +y,0,2y).
(b) f:R?® — R? definida por f(z,y,2) = (vz, —y, —22).
c) f:R3?— R definida por f(z,y,2) = xyz.

—~

3.17 Sean f:R? - R* ¢:R3? — R* definidas por:

f('r7y?2) = (xa—ya27$+y+z),9($ay7z) = (_x?y732a —T —y—|—Z)

(a) Hallar la expresién matricial del homomorfismo f + g respecto de las bases canénicas.
(b) Idem para 3f — 2g.

3.18 Dados los endomorfismos de R? definidos por:
e f(1,0,1) = (2 1,-1), f(0,1-1)=(0,1,-1), f(1,0, 0) = (1,0,0).
. f(—l, 173) (6 —47 16)7 f(—27 1, 1) = (—2, -5, 1), f(3,2, — ) = (17 14, —12).
Se pide:

(a) Hallar las ecuaciones de f respecto a la base canénica de R3.

(b) Hallar una base del ker(f) y de Im(f), asi como sus ecuaciones implicitas y paramétricas.

3.19 Sea f: R3 — R? definida por f(z,y,2) = (v —y,x + 2y + 2z, — 2). Hallar:

f(E) siendo E = {(z,y,2) € R® | x +y + 2z = 0}.
(b) f~Y(U) siendo U = {(x,y) € R? | z — y = 0}.

3.20 Sea f : R® — R? aplicacién lineal. Sean B{ei, €, €3} y B'{ui, uz} las bases canénicas de R® y R?
fler) =  w+3u
respectivamente. La aplicacién lineal viene definida por fle) = —ul+2u
fle) = ul —3up
Se pide:

(a) Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas del nicleo e imagen de f.
(b) Siendo E={Fe€R® |2 +2y—2=0, 2 —y=0} yU = {Ff € R? | 3z +y = 0}. Hallar f(E)y
).

3.21 Se considera el homomorfismo f : R? — R2, que hace corresponder a los vectores
(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0), los vectores (1,0), (0,2),(1,1). Se pide:

(a) Matriz asociada a f en las bases canénicas de R? y R2.
(b) Subespacio transformado de V' = {(z1,x2,z3) | 5x1 — 3z2 — 23 = 0}.
(¢) Ecuacién de f(V) en la base B = {(1,1),(2,0)}.
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3.22 Hallar una aplicacién f : R? — R3 tal que :

(a) f es lineal.

(b) f(1,0 O) es proporcional a (0,0,1).
(c) 2=

(d) ker(f ) {(z,y,2) |+ 2z =0}.

(Es f tnica?

3.23 Determinar una aplicacién lineal f : R* — R3 tal que ker(f) esté engendrado por (-1,0,0,1) y (1,3,2,0) e
Im(f) engendrado por (1,1,1) y (0,-2,1).

3.24 Sea f: R3 — R3 tal que ker(f) = {(z,y,2) |z +y+2=0}y f(1,1,0) = (1,1,1). Se pide:

(a) Ecuacién de f respecto de la base canénica de R3.

(b) Encontrar dos bases en R3, respecto de las cuales f(z,y,2) = (,0,0).

3.25 Sea f : R?® — R? definida por f(z,y,2) = (z +vy, y — 2) respecto de las bases canénicas. Encontrar dos
bases de R? y R? respecto de las cuales la aplicacién lineal tenga por ecuaciones f(x,vy,2) = (z,y).

3.26 Dadas las aplicaciones lineales f : R3 — R* y g : R* — R3, definidas por:
f@y,z)=(x+y, y—z c+y+z 2v+3y), g(z,y,20) = (@ —y, 2+, v+2)

(a) Hallar el espacio imagen de f y su dimensién.
(b) Obtener una base del nicleo de g.
(c) Hallar la matriz de F' = fog.

3.27 Sean F y G subespacios de R* dados por:
1 +r9—23—2T4 = 0
F= G=x1=22=0
{2x1—3x2—2z3+3x4 =0 Y ! 2
Se pide:
Comprobar que F'y G son complementarios y determinar la matriz de la aplicaciéon f, que a cada vector
Z=uU+7,cond € FyoeQG, le hace corresponder f(Z) = 4.



