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Resumen 
 

Un sistema de afinación es el conjunto de los 

sonidos que utiliza la Música. Los sonidos 

admitidos por el sistema de afinación se 

denominan sonidos afinados o notas musicales. 

A lo largo de la Historia han aparecido 

centenares de afinaciones de las que sólo se 

siguen utilizando alrededor de media docena, 

las cuatro que conviven en la orquesta clásica 

actual son la afinación Pitagórica, la Justa 

entonación, el temperamento igual de 12 notas y 

el temperamento de Hölder. En la práctica, para 

conseguir que la orquesta “suene bien”, los 

músicos modifican “un poco” las notas teóricas. 

De acuerdo con  la lógica booleana podríamos 

decir que los músicos desafinan, sin embargo la 

lógica borrosa nos proporciona un modelo 

flexible que explica satisfactoriamente lo que 

ocurre en realidad. Consideramos las notas 

musicales como números borrosos y por tanto 

los sistemas de afinación estarán formados por 

notas borrosas. El concepto de similitud entre 

notas borrosas nos permite justificar 

teóricamente la práctica diaria de los músicos. 

Prestamos especial atención al temperamento 

igual de 12 notas ya que es el sistema más 

empleado por sus ventajas teóricas y prácticas. 

A cada una de sus notas (borrosas) le podemos 

asociar un conjunto de notas que son similares a 

ella y que serían “intercambiables” por ella. 

 

Palabras Clave: Sistemas de afinación, 

Temperamento igual de 12 notas, Números 

borrosos trapezoidales, Similitud. 

 

 

 

1 I
TRODUCCIÓ
 
 

 

Hay dos acepciones fundamentales de afinación en 

música: el acto de afinar un instrumento (o una voz) y 

también un conjunto de sonidos utilizados para hacer 

música y su base teórica. Además del indudable interés 

teórico del estudio de los sistemas de afinación, las 

necesidades de músicos y musicólogos proporcionan un 

motivo mucho más convincente que justifica la necesidad 

de su estudio. Estos han establecido dos campos de 

actuación: la búsqueda de nuevas afinaciones que 

aumenten las posibilidades en la creación musical y la 

recuperación de la fidelidad a partituras antiguas. 

 

En 1948, N. A. Garbuzov publicó un trabajo, The zonal 

nature of the human aural perception, en el que se 

analizan doce compases del aria de la suite en Re de J. S. 

Bach interpretados por tres afamados violinistas. En este 

artículo se demostraba que, con una precisión de cinco 

cents, la gran mayoría de las notas interpretadas por estos 

violinistas no pertenecían al sistema de afinación en el 

que los músicos pensaban que estaban afinados, el 

temperamento igual de doce notas. Sin embargo, cuando 

se escuchaba el pasaje, la sensación no sólo era agradable 

sino que, incluso personas dotadas de un oído muy 

sensible, calificaron su interpretación como bien afinada 

(aunque el trabajo original se publicó en ruso, puede 

encontrarse una descripción de esta publicación en [2].) 

 

Entonces, ¿a qué nos referimos cuando aceptamos que 

una nota o pasaje están bien afinados? La respuesta a esta 

pregunta ha sido y continúa siendo motivo de discusión 

de muchos estudiosos de la Acústica Musical. Además, en 

la orquesta clásica conviven instrumentos con 

características físicas diferentes y los sistemas en los que 

afinan no son los mismos.  De hecho, podemos suponer 

que en una orquesta clásica con coros aparecen, al menos, 

cuatro formas diferentes de afinar: la afinación pitagórica, 

la Justa entonación, el temperamento igual de 12 notas y 

el temperamento de Hölder. En estas circunstancias, ¿es 

posible afinar una orquesta sinfónica? (Para ampliar 

información acerca de estos sistemas puede consultarse 

por ejemplo [1]). 

 

En este trabajo consideramos las notas musicales como 

números borrosos trapezoidales y por tanto los sistemas 

de afinación estarán formados por notas borrosas. El 

concepto de similitud entre notas borrosas nos permite 

justificar teóricamente la práctica diaria de los músicos. 
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2. CO
CEPTOS PREVIOS 
 

 

Normalmente se identifica cada nota musical con la 

frecuencia de su armónico fundamental (la frecuencia que 

miden los afinadores cromáticos). La forma habitual, en 

música, de relacionar dos frecuencias es a través de su 

cociente y a este número se le llama intervalo. 

 

En todos los sistemas de afinación aparece el concepto de 

octava. Un sonido de frecuencia f1 se dice que es una 

octava más grave que otro f2 si f2 = 2·f1.  

 

Esta idea se usa de forma natural aunque no se tenga 

formación musical. Piénsese, por ejemplo, cuando cantan 

juntos un hombre y una mujer. El hombre suele cantar 

una octava más grave y sin embargo, cualquiera reconoce 

que están interpretando las mismas notas.  

 

A partir del concepto de octava, se parte el intervalo de 

frecuencias audibles por octavas:  

[f, 2f [, [2f, 4f [, [4f, 8f [, ... 

y se identifican las notas que están a diferente octava. Es 

decir, hablaremos de un Do sin importarnos la octava en 

la que se encuentra. Por tanto, es mucho más cómodo 

suponer que las notas están en el intervalo [1,2[. De 

acuerdo con esto, “afinar es elegir una cantidad finita de 

puntos del intervalo [1, 2[”. La siguiente relación más 

utilizada es la basada en el cociente 3/2 que es el intervalo 

de la quinta perfecta.  

 

En el temperamento igual de 12 notas, el que utiliza la 

mayoría de la música que escuchamos en la actualidad, la 

octava se divide en 12 partes igualmente espaciadas, sin 

embargo otros sistemas “eligen” sus notas de acuerdo con 

otros criterios. Por ejemplo, todas las notas de la afinación 

pitagórica se obtienen subiendo o bajando quintas, es 

decir, dada una frecuencia f multiplicamos o dividimos 

por 3/2 cualquier número de veces. 

 

Los sistemas de afinación (como el Pitagórico) basados 

en un único intervalo admiten una construcción 

matemática directa, sin embargo aquellos sistemas  

generados por más de un intervalo necesitan que se 

especifique cuándo y cuántas veces aparece cada 

intervalo. A continuación damos una definición general 

de sistema de afinación ([3]). 

 

Definición 1. Dada una familia de escalares 

Λ = λ i{ }
i=1

k ⊂ [0,1[  y F = hi : Z → Z{ }
i=1

k
 una familia de 

funciones, llamamos sistema de afinación generado por 

los intervalos 2
λi{ }

i=1

k
y F al conjunto  

  

SΛ
F = 2cn :  cn = λ ihi (n) −

i=1

k

∑ λ ihi (n)
i=1

k

∑
 

 
 

 

 
 ,  n ∈ Z

 
 
 

 
 
 

        (1) 

siendo x  es la parte entera por defecto de x.  

Si algún elemento de la afinación es un número irracional, 

al sistema se le llama temperamento, mientras que si 

todos los elementos son números racionales se llama 

simplemente afinación.  

 

La ventaja de expresar las notas afinadas como potencias 

de 2, es decir cantidades de la forma 2
cn , es que si 

nuestra nota de referencia es 2
0
, el exponente cn mide la 

"sensación" sonora que provoca esta frecuencia. El 

motivo es que en la zona media del campo de audición 

humana la sensación sonora cambia aproximadamente de 

acuerdo con el logaritmo de la frecuencia. Según esta 

propiedad la distancia entre dos sonidos cuyas frecuencias 

son f1 y f2 puede estimarse de acuerdo con la expresión:  

d ( f1, f2) = 1200 × log2

f1

f2

 

 
  

 

 
  .               (2) 

El logaritmo en base 2 y la constante 1200 se utilizan para  

expresar d en cents. Desde finales del siglo XIX, cuando 

el uso del sistema temperado de 12 notas ya se había 

impuesto, A. J. Ellis introdujo la menor unidad con la que 

habitualmente se miden los intervalos musicales: el cent. 

Equivale a una centésima de semitono temperado, por 

tanto en una octava hay 1200 cents. La tabla 1 muestra 

algunos ejemplos de sistemas de afinación. 

 

Tabla 1: Ejemplos de generadores de algunos sistemas de 

afinación. 

S Λ  F 

T1 λ1 = log2 (3 / 2)  h1(n) = n  

 

T2  
 
λ1 = 7 12 

 
h1(n) = n  

 

T3 
 

λ1 = log2 (3/ 2)  

λ2 = log2 (5/ 4)  

 
h1(n) = n − 4h2 (n) 

  
 h2 (n) = n +1

7

 
  

 
  

+ n + 4

7

 
  

 
  
 

 

T4 
 
λ1 = log2 (3 / 2)  

λ2 = 1/6 ⋅ log2 2
12

/3
6( )

 
λ3 = 7 12  

 
an = n −12 n /12  

h1(n) = an + 2

12

 
  

 
  
+ n + 3

12

 
  

 
  
+ an +10

12

 
  

 
  

+ n +11

12

 
  

 
  

h2 (n) = an + 6

12

 
  

 
  

+ n + 7

12

 
  

 
  

+ an + 8

12

 
  

 
  
+ n + 9

12

 
  

 
  

h3(n) = an +1

12

 
  

 
  

+ n + 4

12

 
  

 
  

+ an + 5

12

 
  

 
  
 

 

T1, T2, T3, y T4 representan respectivamente los sistemas 

pitagórico, temperamento igual de 12 notas, la Justa 

entonación (Zarlino) y el temperamento de Neidhart (1/2 

& 1/6 coma). 

 

 

3. 
OTAS MUSICALES BORROSAS Y 
SISTEMAS DE AFI
ACIÓ
 BORROSOS. 
 

 

Vamos a modelar las notas musicales como números 

borrosos trapezoidales.   
˜ A = (aL , aR ,α L ,α R ) . El intervalo 
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[ a
L

, a
R

] es el núcleo y [ a
L −αL

, a
R +α R

] el soporte 

del número borroso. 

 

Es bien conocido que el oído humano percibe como 

iguales dos notas cuyas frecuencias están muy próximas. 

Según los experimentos de N. A. Garbuzov si dos notas 

no se diferencian en más de 12 cents, se perciben como la 

misma (unísono). Otros autores reducen a 6 cents esta 

distancia entre frecuencias. En general podemos definir 

esta banda del unísono como: 

 

f 2
−ε

, f 2
ε] [≅ f                                (3) 

siendo ε  > 0, entonces 1200ε  expresa en cents, la 

precisión del oído humano a la percepción del unísono. 

 

La cantidad que llamamos ε determinará la amplitud del 

núcleo en cambio para la amplitud del soporte debemos 

tener en cuenta la tolerancia que estamos dispuestos a 

aceptar para cada nota.  

 

Si la cantidad de notas por octava es q, podemos dividir la 

octava en q intervalos de 1200/q cents. Así que podemos 

expresar la banda de la  nota f  como: 

 

f 2
−δ

, f 2
δ] [                                       (4) 

donde δ = 1 (2q) . La cantidad ∆ = 1200δ  expresa, en 

cents, la tolerancia que admitimos para cada nota. De 

hecho, esto es lo que hacen los afinadores cromáticos, 

asignan 12 divisiones por octava δ = 1 (2 ×12)  y la  

tolerancia correspondiente a cada nota es 

∆ = 1200 1
2×12

= 50 cents. 

 

La Figura 1 ilustra el concepto de nota musical borrosa. 

 

 
Figura 1: Nota musical borrosa. 

 
Como ya se ha comentado, las notas musicales se suelen 

expresar como potencias de 2, así pues, parece lógico y 

más práctico expresar también las notas musicales 

borrosas de la misma manera.  

 

Vamos a dar una medida de similitud entre dos notas 

borrosas. Esencialmente es la definición de Zadeh [4] 

particularizada a nuestro caso. 

 

Definición 2. Sean 2
˜ t 
y 2

˜ s 
 dos notas musicales, donde 

˜ t = (t −ε, t +ε,δ −ε,δ −ε)  y ˜ s = (s −ε,s +ε,δ −ε,δ −ε) . 

Definimos el grado de similitud entre 2
˜ t 
y 2

˜ s 
 como: 

  
Sim[2

˜ t 
,2

˜ s 
] = max x µ ˜ s ∩˜ t 

(x),                  (5) 

y decimos que 2
˜ t 
 y 2

˜ s 
 son p-similares, p ∈ [0,1], si  

  Sim[2
˜ t 
,2

˜ s 
] ≥ p . 

 

Nótese que esta relación de similitud entre notas borrosas 

es reflexiva y simétrica pero no transitiva. 

 

La siguiente proposición se demuestra directamente a 

partir de la expresión (5). 

 

Proposición 1. Consideremos dos notas 2
˜ t 
y 2

˜ s 
, siendo 

),,,(
~ εδεδεε −−+−= ttt  y 

),,,(~ εδεδεε −−+−= sss , entonces  

a) La similitud entre 2
˜ t 
y 2

˜ s 
 se puede obtener de acuerdo 

con la fórmula siguiente: 

 

  

sim 2
˜ t ,2

˜ s [ ]=
1 si | t − s |< 2ε
1− | t − s | −2ε

2(δ −ε)
si 2ε ≤| t − s |≤ 2δ

0 si | t − s |> 2δ

 

 
 

 
 

. 

b) Si p∈[0, 1],   

  Sim[2
˜ t 
,2

˜ s 
]≥ p si y sólo si |t-s|≤ 2δ-2p(δ-ε). 

 

El concepto de  similitud entre notas se puede extender a 

los sistemas de afinación, para esto hemos de definir 

previamente el concepto de sistema de afinación borroso.  

 

Definición 3. Sean δ ∈ [0,1], Λ = λ i{ }
i=1

k ⊂ [0,1[  y 

F = hi : Z → Z{ }
i=1

k
 una familia de funciones. Llamamos 

sistema de afinación borroso generado por los intervalos 

2
λi{ }

i=1

k
y F al conjunto 

{ }ZnttcS nnn
cF n ∈−−+−==Λ  ),,,,(~ :2)(

~ ~
εδεδεεδ  

donde tn = λ ihi (n) −
i=1

k

∑ λ ihi (n)
i=1

k

∑
 

 
 

 

 
 , n∈Z. 

 

Definición 4. Dados )(
~ δqS  y ˜ T q (δ) dos sistemas de 

afinación con q notas. Decimos que ˜ S q (δ)  y ˜ T q (δ) son p-

similares, si para cada nota 2
˜ s i ∈ ˜ S q (δ)  existe una única 

2
˜ t i ∈ ˜ T q (δ) de manera que 

  Sim[2
˜ s i ,2

˜ t j ] ≥ p                      (6) 

 

La cantidad p representa el grado de “intercambiabilidad” 

entre ˜ S q (δ)  y ˜ T q (δ) y la unicidad que se exige en la 

definición garantiza que los dos sistemas tienen una 

distribución general en el círculo de quintas. 
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4. EL TEMPERAME
TO IGUAL DE 12 

OTAS BORROSO. CO
JU
TOS DE 
SIMILITUD. 
 

 

Recordemos que para construir el temperamento igual de 

12 notas, la octava se divide en 12 semitonos iguales, por 

tanto el conjunto de exponentes de 2 que lo generan es:  
Λ=

  
n /12 :   1 ≤ n ≤ 11{ }. 

 

A pesar de que este temperamento se conocía, al menos, 

desde el renacimiento, tardó mucho tiempo en imponerse. 

Fue consagrado por J. S. Bach (1685 - 1750) en su obra 

El Clave Bien Temperado donde realiza 48 Preludios y 

fugas (en dos libros) en todas las tonalidades. A pesar de 

su pobreza, debida a que elimina algunas notas naturales 

que vienen dadas por la escala de armónicos, el 

temperamento igual de 12 notas es el sistema más 

empleado por sus ventajas teóricas y prácticas. 

 

El problema real con el que se encuentra el músico es que 

a pesar que la Teoría de la Música le proporciona las 

frecuencias exactas de cada nota, él sabe que si un pasaje 

es rápido y los cambios en las posiciones de los dedos 

resultan muy complejos debe optar, cuando pueda, por 

posiciones alternativas que, a pesar de estar menos 

afinadas consiguen un efecto más estético en el que lo 

escucha. Veámoslo en un ejemplo. 

 

Ejemplo 1. Consideremos que un saxofón alto en Mib 

debe interpretar el siguiente fragmento. 

 

 

 
 

Figura 2: Fragmento musical. 

 

 

Se trata de dos notas que se repiten do-re. Para pasar de la 

primera nota, do, a la segunda, re, de forma afinada, el 

intérprete debería mover 4 dedos (pasaría de la posición 

(a) de la Figura 3 a la posición (b) de la misma figura), 

mientras que si opta por una posición que produce un re 

menos afinado, sólo debería añadir un dedo (pasaría de la 

posición (a) de la Figura 3 a la posición (c) de la misma 

figura). Como el pasaje es rápido y además las notas son 

ligadas (lo cual hace que no deba haber ningún vacío en la 

percepción del sonido), sin duda, el intérprete optará por 

la posición c. 

 

En esta sección vamos a analizar si esta práctica tiene 

fundamento matemático, y el estudio lo haremos con el 

sistema temperamento igual de 12 notas borroso. 

  

˜ T 2(δ) = 2
˜ c n :  ˜ c n = 7

12
n− 7

12
n −ε, 7

12
n − 7

12
n +ε,δ −ε,δ −ε( ){ }

n=0

11

= 2
˜ c n :  ˜ c n = n

12
−ε, n

12
+ε,δ −ε,δ −ε( ){ }

n=0

11
.

 

     
 

                (a)                       (b)                        (c) 

 

Figura 3: Digitaciones para obtener las notas Do (a), Re 

(b) y Re ‘algo desafinado’ (c) con un saxo alto en Mib 

 

Supongamos que 2
˜ t 
 es una de las notas ˜ T 2 (δ) , el 

conjunto de notas similares a ella se define como: 

 

Definición 4. Dados 2
˜ t ∈ ˜ T 2 (δ) , p ∈ 0,1] [, llamamos 

conjunto de similitud a nivel p de 2
˜ t 
, ˜ t [ ]p

, al conjunto 

de notas cuya similitud con ella es al menos p, es decir  

  

˜ t [ ]p
= 2

˜ s 
 : Sim[2

˜ t 
,2

˜ s 
] ≥ p 

 
 
 

 
 
 .              (7) 

 

Para que la definición tenga interés práctico supondremos 

que p>0.5. 

 

A continuación presentamos algunos resultados acerca de 

las propiedades del temperamento igual de 12 notas 

borroso en relación a estos conjuntos que acabamos de 

definir y que están asociados a cada una de las notas 

borrosas que lo componen.  

 

La proposición siguiente proporciona una cota para la 

similitud entre las notas de ˜ t [ ]p
. 

 

Proposición 2. En el conjunto ˜ t [ ]p
 se verifica que 

  

Sim[2
˜ s 1 ,2

˜ s 2 ] ≥ 2 p − 1

1− ε
δ

,   ∀2
˜ s 1 ,2

˜ s 2 ∈ ˜ t [ ]p
. 

 

ESQUEMA DE LA PRUEBA: Basta con comprobar que 1
~

2
r

 y 

2
~

2
r

, con r1= t - 2δ + 2p(δ- ε) y r2= t + 2δ - 2p(δ- ε) son las 
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notas de ˜ t [ ]p
 que tienen menor similitud y se verifica 

1~~
)/1(2]2,2[Sim 21 −−−= δεp

rr
.                                       �  

Por comodidad en la notación, llamaremos 

κ = 1

1− ε
δ

,                                     (8) 

que es una constante que depende de la tolerancia que 

estemos dispuestos a admitir y de la sensibilidad del oído 

humano. 

 

Proposición 3. Sean 1
~

2
t

y 2
~

2
t

dos notas de ˜ T 2 (δ)  de 

modo que |t1-t2| = 1/12, se verifica 

i) 
  
Sim[2

˜ s 
,2

˜ t 2 ] ≤ max 0,κ − p{ },   ∀  2
˜ s ∈ ˜ t 1[ ]p

. 

ii) 
  
Sim[2

˜ s 1 ,2
˜ s 2 ] ≤ 2(κ − p),  ∀ 2

˜ s 1 ∈ ˜ t 1[ ]p
,2

˜ s 2 ∈ ˜ t 2[ ]p
  

 

Si 1
~

2
t

 y 2
~

2
t

son dos notas del sistema temperado de 12 

notas borroso tales que |t1-t2| = n/12 con n≥2 entonces la 

similitud entre la nota de [ 1
~
t ]p más similar a 2

~

2
t

 y la nota 

borrosa 2
~

2
t

 es igual a 0. 

 

Ejemplo 2. Si tomamos 241=δ  (la tolerancia del 

afinador cromático) y 400112003 ==ε  (suponemos 

que el oído humano percibe como iguales las notas que se 

diferencian en 6 cents) entonces κ =1.064. 

 

Si fijamos p = 0.8, y para cada nota 2
˜ t 
del temperamento 

igual de 12 notas borroso construimos el conjunto de 

notas similares a nivel 0.8, [ t~ ]0.8., por la Proposición 2, 

sabemos que la similitud entre la nota más grave y la más 

aguda de cada conjunto es 2p-κ = 0.536. Además, por la 

Proposición 3 sabemos que si consideramos dos notas que 

difieren en un semitono, es decir 1
~

2
t

y 2
~

2
t

 tales que |t1-t2| 

= 1/12, entonces, la similitud más alta que puede darse 

entre una nota de [ 1
~
t ]0.8 y la nota 2

~

2
t

 es de κ-p = 0.264. 

Y la similitud más alta que puede darse entre una nota de 

[ 1
~
t ]0.8  y otra de [ 2

~
t ]0.8 es de 2(κ-p) = 0.528. 

 

 

 

5. CO
CLUSIO
ES 
 

 

Gracias a la lógica borrosa podemos dar una explicación 

teórica de la práctica diaria de los músicos. Según el 

modelo presentado, las notas que suenan bien ya no tienen 

por qué considerarse como desafinadas aunque la 

frecuencia que detectaría un afinador cromático no sea la 

teórica. 

 

El estudio que hemos realizado sobre el temperamento 

igual de 12 notas sugiere que todas las notas de un 

conjunto de similitud [ t
~ ]p a un nivel p >0.5 

suficientemente alto serían candidatas a sustituir a la nota 

2
˜ t 
. Incluso podría justificar el hecho de que a veces en 

los pasajes rápidos los músicos toquen alguna nota con 

una posición alternativa (aunque suene menos afinada) si 

esto les resulta más cómodo, sin que se tenga la sensación 

de que desafinan. 

 

Como en muchas otras actividades humanas lo que hacen 

los músicos es aplicar reglas de decisión borrosas. 
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