FUNDAMENTOS FiSicos DE LA INGENIERIA
INGENIERIA QUIMICA

BOLETIN 2. GEOMETRIA DE MASAS Y ESTATICA

a) Obtener el centro de masas de un tridngulo
rectangulo homogéneo de vértices O(0, 0), A(a, 0)
y B(0,b) por integracién directa; b) aplicando el
resultado anterior, obtener el centro de masas
de un tridngulo isésceles de altura h; ¢) aplicar
el resultado anterior a un tridngulo equilatero de
lado a.

Solucién: a) C(a/3,b/3); b) C sobre la altura a
una distancia h/3 de la base; ¢) C sobre la altura
a una distancia ‘leﬁ de la base.

El lado OB de la pieza plana de la figura tiene
forma parabdlica de ecuacién y = kx? (siendo
k = cte.). Obtener por integracién el centro de
masas de la pieza.

Solucién: z¢ = 3a/4, yc = 3b/10.

a) Obtener el centro de masas de una chapa pla-
na homogénea con forma de cuadrante de una
circunferencia de radio R mediante integracion
directa y aplicando el 2° teorema de Guldin; b)
si O es el centro de la chapa y A es uno de sus
extremos, obtener el angulo en la situacién de
equilibrio entre el radio OA y la vertical cuando
colgamos la chapa verticalmente por el punto A.

Solucién: a) z¢ = yo = ‘é—f; b) o = 36,4°.

Un hilo de masa despreciable se une a un alambre
homogéneo de forma semicircular y radio R por
uno de sus extremos. Si el hilo se cuelga vertical-
mente, obtener el dngulo formado por el didme-
tro del alambre y la horizontal en la posiciéon
de equilibrio. Obtener previamente el centro de
masas del alambre por integracién directa y apli-
cando el 1°" teorema de Guldin.

Solucién: a = 57,52°.

Sobre una chapa circular plana de radio R se
practica un agujero circular de didmetro R, segtin
se indica en la figura. Obtener el centro de masas
de la chapa.

Solucién: r¢ = —%,yc =0.

Calcular el centro de masas de la pieza cuadrada
homogénea de lado 2a de la figura a la que le
falta el cuadrante superior derecho.

Solucién: z¢ = yo = 2.

Problema 5 Problema 6

Obtener el centro de masas de un cono macizo
de radio R y altura H.

Solucién: Sobre el eje del cono, a una distancia
H/4 de la base.

Obtener el centro de masas de una semiesfera
maciza de radio R.

Solucién: Sobre el eje de simetria, a una distancia
3R/8 de la base.

El sistema de la figura estd compuesto por un
alambre semicircular de radio R y un segmento
de longitud R unido a uno de sus extremos, sien-
do el conjunto un sistema homogéneo.

a) Determinar la posicién del centro de masas
del sistema. b) Si el sistema se suspende vertical-
mente por el extremo O, calcular el dngulo que
forma el segmento con la vertical en la posicion
de equilibrio. (Examen junio, 2000).
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Solucidén
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(b) ¢ = 16,43°.

Una particula de peso P puede deslizar con ro-
zamiento por un alambre de longitud 2! que for-
ma un angulo ¢ = 45° con la horizontal. Sobre
la particula actia una fuerza proporcional a su
distancia al eje OY, F = —kz i, donde k = P/I.
a) Determinar para qué valores del coeficiente
de rozamiento estatico la particula permanece
en equilibrio en el punto medio del alambre; b)
calcular las fuerzas de ligadura en la posicion de
equilibrio.
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Solucién: a) pe > 0,172; b) N; = £(v2+1)
Np=5(V2-1)

Considerar el problema anterior, pero suponer
que ahora el rozamiento entre la masa y el alam-
bre es despreciable. Obtener la posicién de equi-
librio de la particula, asi como la fuerza de liga-
dura en dicha posicion.

Solucién: ey =1, yeq = (V2 — 1), N = PV/2.

Un punto material de peso P puede deslizar sin
rozamiento por un alambre rectilineo de masa
despreciable cuyo extremo superior se fija a la
pared a una altura b del suelo y el extremo in-
ferior se fija al suelo a una distancia a de la pa-
red. Sobre la particula actiia una fuerza atracti-
va F = —kr dirigida hacia el origen (punto de
interseccién suelo-pared) siendo r el vector de
posicién de la particula respecto al origen y k
una constante. Obtener la posiciéon de equilibrio
del punto material y la fuerza de ligadura en di-
cha posicién. Particularizar para el caso a =by
k =2P/a.

Solucién: a) ze, = 3a/4,yeq = a/d, N = 32P.

Una particula de peso P puede deslizar sin roza-
miento a lo largo de una circunferencia vertical
de radio R. a) Obtener la posicién de equilibrio
y la fuerza de ligadura N en el equilibrio si sobre
la particula actia una fuerza atractiva hacia el
centro de la circunferencia proporcional a la dis-
tancia al centro F' = kr. b) Obtener lo anterior
en el caso de que la fuerza atractiva esté ejercida
por el eje OY y sea proporcional a la distancia
de la particula a dicho eje.
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Solucién: a) dos soluciones: i) punto més alto de
la circunferencia, con N, =0, N, = P + kR, ii)
punto més bajo de la circunferencia, con N, = 0,
N, = P —kR; b) dos soluciones: i) (Zeq, Yeq), ii)

(_$eqayeq)a CON Yeq = P/ky Teq = R\/ 1- ygq;
en ambos casos N = kR.

Dos masas m1 y my descansan sobre los planos
inclinados de la figura, siendo oy = 53,13° y
as = 36,87°. Las masas estdn unidas por una
cuerda de masa despreciable que pasa por una
polea (de masa despreciable). Sabiendo que m; =
100 kg, obtener entre qué valores puede encon-
trarse my para que el sistema se encuentre en
equilibrio, siendo el coeficiente de rozamiento es-
tdtico masas-plano inclinado p = 0,3.

851 a2

Solucién: 73,8kg < my < 272,2kg.

Sobre una circuferencia de radio R se encuentran
dos masas puntuales A y B unidas por un hilo
inextensible de masa despreciable, siendo los pe-
sos respectivos de las masas Py = 3Pp. Sabien-
do que el coeficiente de rozamiento estético es p
y que la longitud del hilo es 7R/2, determinar
los angulos ¢4 v ¢p que los radios OA y OB
forman con la vertical cuando el sistema se en-
cuentra en equilibrio. Particularizar el resultado
para p = 0,2.

Solucién: 7,12° < ¢4 < 29,74°, 60,26° < dpp <
82,88°.

Dos masas puntuales m; y ms estan unidas me-
diante un hilo inextensible de masa despreciable
que pasa por una polea sin rozamiento. La ma-
sa my puede deslizar sin rozamiento sobre una
semiesfera de radio R y ms cuelga por la ver-
tical. a) Obtener el dngulo « en la posicién de
equilibrio en funcién de mso/mq; b) determinar
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la fuerza de reaccién sobre my en el caso en que
my = 2’/77,2.

Solucién: a) sen o = mo/mi; b) N = mlgé.

Una escalera de 2 m de longitud y peso P se
apoya sobre una pared lisa perpendicular al sue-
lo formando un angulo « con el suelo, que su-
pondremos rugoso y con un coeficiente de roza-
miento estético p = 0,2. a) Obtener a partir de
qué 4ngulo una persona de peso P’ = 5P pue-
de subir toda la escalera sin que ésta deslice; b)
obtener la maxima distancia que dicha persona
puede subir en el caso en que o = 60°.

Solucién: a) a > 77,69°; b) dppee = 0,631m.

Dos barras de igual peso y de la misma longitud
estan articuladas entre si por uno de sus extre-
mos y se apoyan por sus extremos libres sobre
una superficie plana con coeficiente de rozamien-
to estatico p. Se observa que el sistema permane-
ce en equilibrio siempre que el angulo que forme
cada barra con la superficie sea o > 64°. Obtener
el valor de u.

Solucién: p = 0,244

Un sistema compuesto consiste en una barra de
longitud [ y masa m; = 60 kg articulada por uno
de sus extremos y que forma un angulo ¢ = 37°
con la horizontal. Sobre su extremo libre cuelga
una masa M = 400 kg mediante un hilo de ma-
sa despreciable. Dicho extremo estd sujeto me-
diante un cable de masa despreciable que for-
ma un angulo a = 30° con la horizontal y que
se encuentra unido por el otro extremo a una
masa m = 50 kg que descansa sobre un plano
horizontal con coeficiente de rozamiento estatico
u = 0,2. a) Obtener la tensién del cable en la
situacién de equilibrio; b) calcular el valor de la
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fuerza F' (horizontal y dirigida hacia la izquier-
da) que es necesario aplicar a la masa m para
que el sistema permanezca en equilibrio.

F m
]

Solucién: a) T' = 3656,1 N; b) 2702,7 < F <
3629,9 N.

Una varilla homogénea de longitud 2! y peso P
descansa en el interior de una semiesfera lisa de
radio R. a) Obtener el dngulo que la varilla forma
con la horizontal en la posicién de equilibrio; b)
a partir del resultado anterior, estudiar qué rela-
cién debe existir entre [ y R para que el sistema
se pueda encontrar en equilibrio.

Solucién: a) cosq = HVEA3ZRE ”ZEW; b) I < 2R.

Una esfera de radio 1 m se apoya entre dos planos
lisos, uno horizontal y otro vertical. Si elevamos
el plano horizontal hasta formar un angulo de
60° con el plano vertical, obtener cuanto se eleva
el centro de la esfera (supuesta en equilibrio) con
respecto a su altura inicial.

60°

Solucién: Ah = 0,732 m.

Obtener la minima fuerza horizontal F' que hay
que aplicar al centro de masas de una esfera ho-
mogénea de 100 kg de masa y 50 cm de radio
para hacerla subir por un escalén liso (sin roza-
miento) de altura h = 10 cm.
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Solucién: F > 75 kp.

La varilla de la figura, de longitud 2! y peso P,
se apoya en la horizontal (A) y sobre una esfera
(B) fija al suelo y de radio R. El rozamiento en
ambos apoyos es despreciable. Para mantener la
varilla en equilibrio formando un cierto angulo ¢
con la horizontal, se ejerce una fuerza horizontal
F en el extremo A. a) Empleando argumentos
geométricos, obtener el valor la distancia AB en
funcién del 4ngulo ¢; b) determinar el valor de F
en funcién de ¢ para mantener la varilla en equi-
librio; ¢) comprobar que el valor de F' es maximo
para un angulo ¢ = 60°. Determinar en este ca-
so el valor de F' y el de las fuerzas de contacto
sobre la varilla suponiendo que [ = 5R.

Solucién: a) AB = R(1 + cos$)/sen ¢; b) F =
%l cos¢ (1 —cos¢); c) FF=5P/4, Ny = 0,278P,
Np = 1,443P.

Se introducen 2 esferas de radio Ry peso P en el
interior de un cilindro de didmetro 3R. Si N y
Ny son las fuerzas de contacto pared-esferas, N
la fuerza de contacto base-esfera 1 y F' la fuerza
de contacto esfera-esfera, determinar el valor de
dichas fuerzas en la posicién de equilibrio.

Solucién: Ny = Ny = P/y/3, N, = 2P,
F =2P/\/3.
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La barra horizontal de la figura, de peso Py lon-
gitud 2!, estd articulada en el extremo O. El otro
extremo estd sujeto por un cable inextensible que
forma un angulo ¢ = 30° con la horizontal y que
se fija a la vertical. a) Si el cable puede sopor-
tar una tensién maxima Tps = 5P/4, obtener la
méxima distancia x (medida desde O) que puede
recorrer un cuerpo de peso P’ = P/5 a lo largo
de la barra sin que se rompa el cable; b) obtener
el minimo valor T,,, que deberia soportar el cable
para que el cuerpo pueda recorrer toda la barra
sin que se rompa el cable; ¢) en el caso anterior,
determinar el valor de la reaccién en la articula-
cién cuando el cuerpo se encuentra en el punto
medio de la barra.

Solucién: a) x = 51/4; b) T, = 7TP/5;
¢) R = Rui+ R,j con R, = 7TPV/3/10, R, =
P/2.

Una silla de 2.5 kg de masa se encuentra sobre
la horizontal, siendo el coeficiente de rozamien-
to entre las patas y el suelo p = 0,30. Se su-
pondra que el centro de masas de la silla se en-
cuentra en el punto C de la figura; a) obtener
la minima fuerza horizontal, F', necesaria para
arrastrar la silla hacia la derecha; b) determinar
las fuerzas de reaccién verticales sobre las patas
delanteras y las traseras si dicha fuerza se aplica
en el punto 4; c¢) determinar la altura méxima
a la que puede aplicarse la fuerza F' sin que se
produzca el vuelco de la silla. (Examen sep-
tiembre, 1999).

30 cm 30 cm

YN

60 cm

Solucién: a) 7.35 N; b) N, = 9,8 N, Ng = 2,45
N;c) h=1m.

Una barra AB de peso P se mantiene en equili-
brio en la posicién indicada en la figura mediante
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un hilo inextensible O A de masa despreciable. El
hilo y la barra son de igual longitud y forman un
angulo 2¢ entre si. Del extremo A pende una
carga de peso P’. (a) Determinar para qué va-
lores del coeficiente de rozamiento barra-suelo el
sistema se encuentra en equilibrio. Obtener la
expresién general y particularizar para P = 5P/,
¢ = 60°. (b) Obtener el valor de la fuerza de li-
gadura en B si u = 0,30. (c) Si fuese p = 0,20,
determinar el valor de la carga P’ que habria que
colgar del extremo A para que el sistema perma-
nezca en equilibrio en la posicién indicada.

Solucién: a) u > 0,238; b) N = 4,25P') f. =
1,01P'; ¢) P’ < 0,03P.

Un poste de longitud [ y peso P reposa sobre una
superficie rugosa de coeficiente de rozamiento p.
El extremo superior estéd sujeto por un cable ata-
do al suelo y que forma un angulo ¢ con la verti-
cal. Se aplica una fuerza horizontal F' y el cable
se pone tenso. (a) Si la fuerza se aplica en el pun-
to medio del poste, determinar para qué valores
de F' el poste permanece en equilibrio en la po-
sicién vertical. b) Comprobar que si F' se aplica
en puntos cercanos al extremo superior, el poste
permanece en equilibrio para cualquier valor de
la intensidad de la fuerza F'. Determinar a partir
de qué altura h debe aplicarse la fuerza F' para
que esto suceda.

F
—
Solucién:
2uP h F—uP
a) Fguicows b) *Z—u
e Ty
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Un sistema formado por dos barras del mismo
material, de la misma longitud, y que forman un
angulo recto entre si, se cuelga verticalmente por
uno de sus extremos. Determinar el angulo ¢ que
forma la barra fija con la vertical en la posicion
de equilibrio.

Solucién: ¢ = 18,44°.

Dos particulas, de pesos P; y P> estan inserta-
das en un alambre vertical con forma de tridngu-
lo rectangulo, segin se muestra en la figura. Las
masas se encuentran unidas por un hilo. Deter-
minar el dngulo « en la posicién de equilibrio y
la tensién de la cuerda en dicha posicién.

P,
Py
30°

Solucién: tga = (Py/P1)V3, T = Py/(2cos ).

Una hoja delgada de papel se mantiene oprimida
hacia una mesa horizontal mediante una barra
homogénea de peso P, cuyo extremo superior se
encuentra articulado en O. El angulo entre la ba-
rra y la hoja es « y el coeficiente de rozamiento
entre ambos es p. Considerando que el rozamien-
to entre la hoja de papel y la mesa es desprecia-
ble, determinar la fuerza horizontal minima que
hay que aplicar a la hoja para sacarla, mante-
niendo a la barra en su posiciéon de equilibrio.

O

o/ .

Solucién:

uP cosa

F =
2(cos o + psen )

Una barra AB, de longitud L y peso P descansa
en una esquina lisa (punto O) y su extremo A
se apoya en una pared vertical, siendo d = L/8
la distancia entre la pared y la esquina. La ba-
rra forma un dngulo ¢ = 60° con la horizon-
tal. El coeficiente de rozamiento barra-pared es
i = 0,4. Determinar: (a) si la barra se ecuentra
en equilibrio; (b) intervalo de posibles valores del
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coeficiente de rozamiento p para que la barra se
encuentre en equilibrio en la posicién indicada;
(c) determina, de forma aproximada, el intervalo
de valores de ¢ para el que la barra se encuentra
en equilibrio; (d) comprueba que en ausencia de
rozamiento barra-pared, existe una unica posi-
ci6én de equilibrio. Calcula ¢ en dicha posicién, y
el valor de las fuerzas de reaccién sobre la barra
en la posicién de equilibrio.

Solucién: a) No, porque no se verifica f. < uN,
donde f. y N son las componentes tangencial y
normal, respectivamente, de la fuerza de contac-
to en el punto A;

|1 — 4 cos® ¢

b >
) . 4sen ¢ cos? ¢

c) 42,7° < ¢ < 57,6°.

La barra OA, de masa M = 100 kg y longitud
L =5 m, estd articulada en O y se mantiene en
equilibrio mediante un cable inextensible unido
en uno de sus extremos al punto A de la barra
y en el otro extremo a una masa m, segin se
muestra en la figura. Los valores de los dngulos
de la figura son o = 30°, ¢ = 45° y 0 = 20°.
Determinar: a) el valor de la tensién del cable
y de la reaccién en O; b) el intervalo de valores
de m para el que es posible el equilibrio si el
coeficiente de rozamiento masa-plano es p = 0,4.

Solucién: a) T = 382,3 N, R, = 849,2 N, R, =
359,2 N (componentes vertical y horizontal de la
reaccién en O); b) 46,1 < m < 254 (en kg).



