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1. El sistema abierto S
Un qubit :

I El estado excitado es |2〉 y el estado base es |1〉
I Operadores de transición del qubit

σ+ = |2〉〈1| , σ− = |1〉〈2|

I Operadores de momento angular:

Sx =
~
2

(σ− + σ+) =
~
2
σx

Sy = i
~
2

(σ− − σ+) =
~
2
σy

Sz =
~
2

(|2〉〈2| − |1〉〈1|) =
~
2
σz

I El hamiltoniano del qubit

HS =
~ωq
2
σz



2. Los ban̂os térmicos B1 y B2
2 reservorios independientes de osciladores armónicos desacoplados:

I Los operadores de creación y aniquilación del oscilador k del
reservorio j son a†jk y ajk:

[ajk, a
†
j′k′ ] = δjj′δkk′

I El hamiltoniano del reservorio j:

HBj
=
∑
k

~ωjka†jkajk

I El estado del reservorio j es

ρ̂Bj
(0) =

∏
k

1

Zjk
e−βjka

†
jkajk

con

βjk =
~ωjk
kBT

, Zjk = N(ωjk, T ) + 1 , N(ω, T ) =
1

e~ω/(kBT ) − 1



3. Interacción qubit-ban̂os térmicos

I Interacción qubit-B1

−~σxE1 con E1 =
∑
k

(g1ka
†
1k + g∗1ka1k)

I Interacción qubit-B2

−~|2〉〈2|E2 con E2 =
∑
k,l

g2kla
†
2ka2l

I La interacción qubit-reservorios

−~σxE1 − ~|2〉〈2|E2



4. Hamiltoniano del sistema completo

I El hamiltoniano del qubit + ban̂o 1 + ban̂o 2

H = Hq +HB1
+HB2

− ~σxE1 − ~|2〉〈2|E2

=
~ωq
2
σz +

∑
j=1,2

∑
k

~ωjka†jkajk

−~σx
∑
k

(g1ka
†
1k + g∗1ka1k) − ~|2〉〈2|

∑
k,l

g2kla
†
2ka2l

I El estado del reservorio j es

ρ̂Bj
(0) =

∏
k

1

Zjk
e−βjka

†
jkajk

con

βjk =
~ωjk
kBT

, Zjk = N(ωjk, T ) + 1 , N(ω, T ) =
1

e~ω/(kBT ) − 1



5. Paso 1 - Reexpresión del hamiltoniano

I Valor esperado del operador de la interacción qubit-B1

TrB1
[E1ρB1

(0)] = TrB1

[∑
k

(g1ka
†
1k + g∗1ka1k)

∏
k

1

Zjk
e−βjka

†
jkajk

]
= 0

I Valor esperado del operador de la interacción qubit-B2

δ2 = TrB2
[E2ρB2

(0)] = TrB2

∑
k,l

g2kla
†
2ka2l

∏
k

1

Zjk
e−βjka

†
jkajk


=

∑
k

g2kkN(ωjk, T )

I Reexpresión del hamiltoniano del

H =
~ωq
2
σz +HB1

+HB2
− ~σxE1 − ~|2〉〈2|E2

=
~ωq
2
σz − ~δ2|2〉〈2|+HB1

+HB2
− ~σxE1 − ~|2〉〈2|(E2 − δ2)



6. Paso 2 - Pasar a un esquema de interacción (IP)

I Hamiltoniano del sistema completo

H =
~ωq
2
σz − ~δ2|2〉〈2|+HB1 +HB2 − ~σxE1 − ~|2〉〈2|(E2 − δ2)

= Hq +HB − ~σxE1 + V

I Ecuación de evolución

d

dt
ρSB(t) = − i

~

[
H, ρSB(t)

]
I Pasamos al IP definido por

UI(t) = exp
[
− i

~
(Hq +HB)t

]
I Si A(t) es un operador en esquema de Schrödinger (SP), entonces

AI(t) = U†I (t)A(t)UI(t)



7. Paso 3 - Integrar la ecuación de von Neumann

I Ecuación de von Neumann en el IP

d

dt
(ρSB)I(t) = − i

~

[
VI(t), (ρSB)I(t)

]
(1)

I Integramos (1)

(ρSB)I(t) = (ρSB)I(0)− i

~

∫ t

0

dt′
[
VI(t

′), (ρSB)I(t
′)
]

(2)

I Substituimos (2) en el lado derecho de (1)

d

dt
(ρSB)I(t) = − i

~

[
VI(t), (ρSB)I(0)

]
− 1

~2

∫ t

0

dt′

[
VI(t),

[
VI(t

′), (ρSB)I(t
′)
]]

(3)



8. Paso 4 - Trazar sobre los grados de libertad de los ban̂os

I Trazamos (3) sobre los grados de libertad de los ban̂os

d

dt
(ρq)I(t) =

d

dt
TrB1+B2

[
(ρSB)I(t)

]
= − i

~
TrB1+B2

[
VI(t), (ρSB)I(0)

]
− 1

~2

∫ t

0

dt′TrB1+B2

[
VI(t),

[
VI(t

′), (ρSB)I(t
′)
]]

= − 1

~2

∫ t

0

dt′TrB1+B2

[
VI(t),

[
VI(t

′), (ρSB)I(t
′)
]]

I Se usó que

TrB1+B2

[
VI(t), (ρSB)I(0)

]
= 0



9. Paso 5 - Aproximación de Born o de acoplamiento débil

I Suponemos que

ρSB(t) = ρq(t)⊗ ρB1
(0)⊗ ρB2

(0) = ρq(t)⊗ ρB(0) .

I La ecuación de evolución queda

d

dt
(ρq)I(t)

= − 1

~2

∫ t

0

dt′TrB

[
VI(t),

[
VI(t

′), (ρq)I(t
′)⊗ ρB(0)

]]



10. Paso 6 - Expansión del integrando - parte 1

− 1

~2
TrB

[
VI(t),

[
VI(t

′), (ρq)I(t
′)⊗ ρB(0)

]]

= − 1

~2
TrB

[
VI(t)VI(t

′)(ρq)I(t
′)ρB(0)− VI(t)(ρq)I(t′)ρB(0)VI(t

′)

−VI(t′)(ρq)I(t′)ρB(0)VI(t) + (ρq)I(t
′)ρB(0)VI(t

′)VI(t)

]

= − 1

~2
TrB

[
VI(t)VI(t

′)(ρq)I(t
′)ρB(0)− VI(t)(ρq)I(t′)ρB(0)VI(t

′)

]
+h.c.

Recordamos que

V = −~σxE1 − ~|2〉〈2|(E2 − δ2)



11. Paso 6 - Expansión del integrando - parte 2

− 1

~2
TrB

[
VI(t)VI(t

′)(ρq)I(t
′)ρB(0)

]

= −TrB

[
(σx)I(t)(E1)I(t)(σx)I(t

′)(E1)I(t
′)(ρq)I(t

′)ρB(0)

+(σx)I(t)(E1)I(t)(|2〉〈2|)I(t′)(E2 − δ2)I(t
′)(ρq)I(t

′)ρB(0)
+(|2〉〈2|)I(t)(E2 − δ2)I(t)(σx)I(t

′)(E1)I(t
′)(ρq)I(t

′)ρB(0)

+(|2〉〈2|)I(t)(E2 − δ2)I(t)(|2〉〈2|)I(t′)(E2 − δ2)I(t
′)(ρq)I(t

′)ρB(0)

]
= −(σx)I(t)(σx)I(t

′)(ρq)I(t
′)TrB

[
(E1)I(t)(E1)I(t

′)ρB(0)
]

−(σx)I(t)(|2〉〈2|)I(t′)(ρq)I(t′)TrB
[
(E1)I(t)(E2 − δ2)I(t

′)ρB(0)
]

−(|2〉〈2|)I(t)(σx)I(t
′)(ρq)I(t

′)TrB
[
(E2 − δ2)I(t)(E1)I(t

′)ρB(0)

−(|2〉〈2|)I(t)(|2〉〈2|)I(t′)(ρq)I(t′)×
×TrB

[
(E2 − δ2)I(t)(E2 − δ2)I(t

′)ρB(0)
]



12. Paso 7 - Funciones de autocorrelación de los ban̂os

Las funciones de autocorrelación son

c11(t, t′) = TrB
[
(E1)I(t)(E1)I(t

′)ρB(0)
]

c12(t, t′) = TrB
[
(E1)I(t)(E2 − δ2)I(t

′)ρB(0)
]

= 0

c21(t, t′) = TrB
[
(E2 − δ2)I(t)(E1)I(t

′)ρB(0)
]

= 0

c22(t, t′) = TrB
[
(E2 − δ2)I(t)(E2 − δ2)I(t

′)ρB(0)
]

Son homogéneas porque ρB(0) = ρB1(0 ⊗ ρB2(0) es un estado
estacionario de HB = HB1

+HB2
:

c11(t, t′) = TrB
[
(E1)I(t− t′)(E1)I(0)ρB(0)

]
= C1(t− t′)

c22(t, t′) = TrB
[
(E2 − δ2)I(t− t′)(E2 − δ2)I(0)ρB(0)

]
= C2(t− t′)



13. Paso 6 - Expansión del integrando - parte 3

La ecuación de evolución queda

d

dt
(ρq)I(t)

= − 1

~2

∫ t

0

dt′TrB

[
VI(t),

[
VI(t

′), (ρq)I(t
′)⊗ ρB(0)

]]

= −
∫ t

0

dt′

{
C1(t− t′)(σx)I(t)(σx)I(t

′)(ρq)I(t
′)

−C1(t′ − t)(σx)I(t)(ρq)I(t
′)(σx)I(t

′)

+C2(t− t′)(|2〉〈2|)I(t)(|2〉〈2|)I(t′)(ρq)I(t′)

−C2(t′ − t)(|2〉〈2|)I(t)(ρq)I(t′)(|2〉〈2|)I(t′)

}
+ h.c.



14. Ecuación en la aproximación de Born

Haciendo el cambio de variable τ = t− t′

d

dt
(ρq)I(t)

= −
∫ t

0

dτ

{
C1(τ)(σx)I(t)(σx)I(t− τ)(ρq)I(t− τ)

−C1(τ)∗(σx)I(t)(ρq)I(t− τ)(σx)I(t− τ)

+C2(τ)(|2〉〈2|)I(t)(|2〉〈2|)I(t− τ)(ρq)I(t− τ)

−C2(τ)∗(|2〉〈2|)I(t)(ρq)I(t− τ)(|2〉〈2|)I(t− τ)

}
+ h.c.



15. Paso 8 - Aproximación de Markov

I Las funciones de autocorrelación decaen a cero en una escala de
tiempo τB

|Cj(τ)| ' 0 si τ ≥ τB .

I La escala de tiempo de evolución τq de (ρq)I(t) satisface

τB � τq

Entonces

I Consideramos t > τB y aproximamos

(ρq)I(t− τ) = (ρq)I(t)

I Extendemos el intervalo de integración a +∞



16. Paso 9 - Ecuación de Born-Markov

d

dt
(ρq)I(t)

= −
∫ +∞

0

dτ

{
C1(τ)(σx)I(t)(σx)I(t− τ)(ρq)I(t)

−C1(τ)∗(σx)I(t)(ρq)I(t)(σx)I(t− τ)

+C2(τ)(|2〉〈2|)I(t)(|2〉〈2|)I(t− τ)(ρq)I(t)

−C2(τ)∗(|2〉〈2|)I(t)(ρq)I(t)(|2〉〈2|)I(t− τ)

}
+ h.c.



17. Paso 10 - Operadores del qubit en el IP - parte 1

Recordamos que

I El IP está definido por

UI(t) = exp
[
− i

~
(Hq +HB)t

]
donde

Hq =
~ωq
2
σz − ~δ2|2〉〈2| =

~(ωq − δ2)

2
σz −

~δ2
2

I

I Si A(t) es un operador en SP, entonces

AI(t) = U†I (t)A(t)UI(t)

Usando la fórmula Baker-Campbell-Hausdorff

(σx)I(t) = e−i(ωq−δ2)tσ− + ei(ωq−δ2)tσ+
(|2〉〈2|)I(t) = |2〉〈2|



18. Paso 10 - Operadores del qubit en el IP - parte 2

d

dt
(ρq)I(t)

= −
∫ +∞

0

dτ

{
C1(τ)

[
σ−σ+e

−i(ωq−δ2)τ + σ+σ−e
i(ωq−δ2)τ

]
(ρq)I(t)

−C1(τ)∗σ−(ρq)I(t)
[
e−i(ωq−δ2)(2t−τ)σ− + e−i(ωq−δ2)τσ+

]
−C1(τ)∗σ+(ρq)I(t)

[
ei(ωq−δ2)τσ− + ei(ωq−δ2)(2t−τ)σ+

]
+C2(τ)|2〉〈2|(ρq)I(t)− C2(τ)∗|2〉〈2|(ρq)I(t)|2〉〈2|

}
+ h.c.



19. Paso 11 - Aproximación de la onda rotante

Suponemos que la escala de tiempo de evolución τq de (ρq)I(t) satisface

2π

2(ωq − δ2)
� τq

Entonces podemos promediar la ecuación en un intervalo de longitud
2π/[2(ωq − δ2)]

d

dt
(ρq)I(t)

= −
∫ +∞

0

dτ

{
C1(τ)e−i(ωq−δ2)τσ−σ+(ρq)I(t)− C1(τ)∗ei(ωq−δ2)τσ+(ρq)I(t)σ−
+C1(τ)ei(ωq−δ2)τσ+σ−(ρq)I(t)− C1(τ)∗e−i(ωq−δ2)τσ−(ρq)I(t)σ+

+C2(τ)|2〉〈2|(ρq)I(t)− C2(τ)∗|2〉〈2|(ρq)I(t)|2〉〈2|

}
+ h.c.



20. Paso 12 - Transformada de Fourier de las funciones de
autocorrelación

Definimos

Γ1(ω) =

∫ +∞

0

dτC1(τ)eiωτ , Γ2 =

∫ +∞

0

dτC2(τ)

Entonces la ecuación toma la forma

d

dt
(ρq)I(t)

= Γ1[−(ωq − δ2)]∗σ+(ρq)I(t)σ− − Γ1[−(ωq − δ2)]σ−σ+(ρq)I(t)

+Γ1(ωq − δ2)∗σ−(ρq)I(t)σ+ − Γ1(ωq − δ2)σ+σ−(ρq)I(t)

+Γ∗2|2〉〈2|(ρq)I(t)|2〉〈2| − Γ2|2〉〈2|(ρq)I(t) + h.c.



21. Paso 13 - Las funciones de autocorrelación - parte 1

Recordamos que

C1(τ) = TrB1

[
(E1)I(τ)(E1)I(0)ρB1(0)

]
C2(τ) = TrB2

[
(E2 − δ2)I(τ)(E2 − δ2)I(0)ρB2

(0)
]

donde

E1 =
∑
k

(g1ka
†
1k + g∗1ka1k) , E2 =

∑
k,l

g2kla
†
2ka2l

UI(t) = exp
[
− i

~
(Hq +HB)t

]
, AI(t) = U†I (t)A(t)UI(t)

La fórmula Baker-Campbell-Hausdorff nos dice que

eαa
†aae−αa

†a = e−αa , eαa
†aa†e−αa

†a = eαa†



22. Paso 13 - Las funciones de autocorrelación - parte 2

Expresión para las funciones de autocorrelación

C1(τ) =
∑
k

|g1k|2
{
e−iω1kτ

[
N(ω1k, T ) + 1

]
+ eiω1kτN(ω1k, T )

}
C2(τ) =

∑
k,l

g22klN(ω2k,T )
[
N(ω2l, T ) + 1

]
ei(ω2k−ω2l)τ

Tomamos el ĺımite continuo para los ban̂os

∑
k

(·) →
∫ +∞

0

dωρDj(ω)(·)

ωjk → ω
g1k = g1(ω1k) → g1(ω)

g2kl = g2(ω2k, ω2l) → g2(ω, ω′)

donde ρDj(ω) es la densidad de estados: ρDj(ω)dω es el número de
osciladores con frecuencias en [ω, ω + dω].



23. Paso 13 - Las funciones de autocorrelación - parte 3

Expresión para las funciones de autocorrelación

C1(τ) =
∑
k

|g1k|2
{
e−iω1kτ

[
N(ω1k, T ) + 1

]
+ eiω1kτN(ω1k, T )

}
=

∫ +∞

0

dωρD1(ω)|g1(ω)|2
{
e−iωτ

[
N(ω, T ) + 1

]
+ eiωτN(ω, T )

}
C2(τ) =

∑
k,l

g22klN(ω2k, T )
[
N(ω2l, T ) + 1

]
ei(ω2k−ω2l)τ

=

∫ +∞

0

dωρD2(ω)

∫ +∞

0

dω′ρD2(ω′)g2(ω, ω′)2N(ω, T )×

×
[
N(ω′, T ) + 1

]
ei(ω−ω

′)τ

Expresión para la frecuencia

δ2 =
∑
k

g2kkN(ωjk, T ) =

∫ +∞

0

dωρD2(ω)g2(ω, ω)N(ω, T )



24. Paso 14 - TF de funciones de autocorrelación - parte 1

Recordamos que

Γ1(ω) =

∫ +∞

0

dτC1(τ)eiωτ , Γ2 =

∫ +∞

0

dτC2(τ)

y que ∫ +∞

0

dτe−iωτ = πδ(ω)− iP.V.
1

ω

Substituimos en las Γj las funciones de autocorrelación

C1(τ)

=

∫ +∞

0

dωρD1(ω)|g1(ω)|2
{
e−iωτ

[
N(ω, T ) + 1

]
+ eiωτN(ω, T )

}
C2(τ)

=

∫ +∞

0

dωρD2(ω)

∫ +∞

0

dω′ρD2(ω′)g2(ω, ω′)2N(ω, T )×

×
[
N(ω′, T ) + 1

]
ei(ω−ω

′)τ



25. Paso 14 - TF de funciones de autocorrelación - parte 2

Se obtiene

Γ1(ω′) =

∫ +∞

0

dωρD1(ω)|g1(ω)|2
{

[
N(ω, T ) + 1

][
πδ(ω − ω′)− iPV

1

ω − ω′
]

+N(ω, T )
[
πδ(ω + ω′) + iPV

1

ω + ω′

]}

Entonces

Γ1[−(ωq − δ2)]

= iPV

∫ +∞

0

dωρD1(ω)|g1(ω)|2
{
− N(ω, T ) + 1

ω + (ωq − δ2)
+

N(ω, T )

ω − (ωq − δ2)

}
+πρD1(ωq − δ2)|g1(ωq − δ2)|2N(ωq − δ2, T ) (4)



26. Paso 14 - TF de funciones de autocorrelación - parte 3

Como

Γ1(ω′) =

∫ +∞

0

dωρD1(ω)|g1(ω)|2
{

[
N(ω, T ) + 1

][
πδ(ω − ω′)− iPV

1

ω − ω′
]

+N(ω, T )
[
πδ(ω + ω′) + iPV

1

ω + ω′

]}

se obtiene

Γ1(ωq − δ2)

= iPV

∫ +∞

0

dωρD1(ω)|g1(ω)|2
{
− N(ω, T ) + 1

ω − (ωq − δ2)
+

N(ω, T )

ω + (ωq − δ2)

}
+πρD1(ωq − δ2)|g1(ωq − δ2)|2

[
N(ωq − δ2, T ) + 1

]



27. Paso 14 - TF de funciones de autocorrelación - parte 4

Entonces la ecuación toma la forma

→ Γ1(ωq − δ2)

= iPV

∫ +∞

0

dωρD1(ω)|g1(ω)|2
{
− N(ω, T ) + 1

ω − (ωq − δ2)
+

N(ω, T )

ω + (ωq − δ2)

}
+πρD1(ωq − δ2)|g1(ωq − δ2)|2

[
N(ωq − δ2, T ) + 1

]
=

γ0
2

[
N(ωq − δ2, T ) + 1

]
− i∆0

→ Γ1[−(ωq − δ2)]

= iPV

∫ +∞

0

dωρD1(ω)|g1(ω)|2
{
− N(ω, T ) + 1

ω + (ωq − δ2)
+

N(ω, T )

ω − (ωq − δ2)

}
+πρD1(ωq − δ2)|g1(ωq − δ2)|2N(ωq − δ2, T )

=
γ0
2
N(ωq − δ2, T )− i∆1



28. Paso 14 - TF de funciones de autocorrelación - parte 5

Entonces la ecuación toma la forma

→ Γ1(ωq − δ2)

= iPV

∫ +∞

0

dωρD1(ω)|g1(ω)|2
{
− N(ω, T ) + 1

ω − (ωq − δ2)
+

N(ω, T )

ω + (ωq − δ2)

}
+πρD1(ωq − δ2)|g1(ωq − δ2)|2

[
N(ωq − δ2, T ) + 1

]
=

γ0
2

[
N(ωq − δ2, T ) + 1

]
− i∆0

→ Γ1[−(ωq − δ2)]

= iPV

∫ +∞

0

dωρD1(ω)|g1(ω)|2
{
− N(ω, T ) + 1

ω + (ωq − δ2)
+

N(ω, T )

ω − (ωq − δ2)

}
+πρD1(ωq − δ2)|g1(ωq − δ2)|2N(ωq − δ2, T )

=
γ0
2
N(ωq − δ2, T )− i∆1



29. Paso 14 - TF de funciones de autocorrelación - parte 6

Recordamos que

Γ2 =

∫ +∞

0

dτC2(τ)

y que ∫ +∞

0

dτe−iωτ = πδ(ω)− iP.V.
1

ω

Substituimos en Γ2j

→ C2(τ)

=

∫ +∞

0

dωρD2(ω)

∫ +∞

0

dω′ρD2(ω′)g2(ω, ω′)2N(ω, T )×

×
[
N(ω′, T ) + 1

]
ei(ω−ω

′)τ



30. Paso 14 - TF de funciones de autocorrelación - parte 7

Γ2

= π

∫ +∞

0

dωρD2(ω)2g2(ω, ω)2N(ω, T )
[
N(ω, T ) + 1

]
−iP.V.

∫ +∞

0

dωρD2(ω)

∫ +∞

0

dω′ρD2(ω′)g2(ω, ω′)2N(ω, T )×

×N(ω′, T ) + 1

ω′ − ω

= γ2 − i∆2



31. Paso 15 - Substitución en la ecuación maestra - parte 1
Tenemos

d

dt
(ρq)I(t)

= Γ1[−(ωq − δ2)]∗σ+(ρq)I(t)σ− − Γ1[−(ωq − δ2)]σ−σ+(ρq)I(t)

+Γ1(ωq − δ2)∗σ−(ρq)I(t)σ+ − Γ1(ωq − δ2)σ+σ−(ρq)I(t)

+Γ∗2|2〉〈2|(ρq)I(t)|2〉〈2| − Γ2|2〉〈2|(ρq)I(t) + h.c.

=
[γ0

2
N(ωq − δ2, T ) + i∆1

]
σ+(ρq)I(t)σ−

−
[γ0

2
N(ωq − δ2, T )− i∆1

]
σ−σ+(ρq)I(t)

+

{
γ0
2

[
N(ωq − δ2, T ) + 1

]
+ i∆0

}
σ−(ρq)I(t)σ+

−

{
γ0
2

[
N(ωq − δ2, T ) + 1

]
− i∆0

}
σ+σ−(ρq)I(t)

+
(
γ2 + i∆2

)
|2〉〈2|(ρq)I(t)|2〉〈2| −

(
γ2 − i∆2

)
|2〉〈2|(ρq)I(t) + h.c.



32. Paso 15 - Substitución en la ecuación maestra - parte 2

si N0 = N(ωq − δ2, T )

=
[γ0

2
N0 + i∆1

]
σ+(ρq)I(t)σ− +

[γ0
2
N0 − i∆1

]
σ+(ρq)I(t)σ−

−
[γ0

2
N0 − i∆1

]
σ−σ+(ρq)I(t)−

[γ0
2
N0 + i∆1

]
(ρq)I(t)σ−σ+

+

[
γ0
2

(
N0 + 1

)
+ i∆0

]
σ−(ρq)I(t)σ+ +

(
γ2 + i∆2

)
|2〉〈2|(ρq)I(t)|2〉〈2|

+

[
γ0
2

(
N0 + 1

)
− i∆0

]
σ−(ρq)I(t)σ+ +

(
γ2 − i∆2

)
|2〉〈2|(ρq)I(t)|2〉〈2|

−

[
γ0
2

(
N0 + 1

)
− i∆0

]
σ+σ−(ρq)I(t)−

(
γ2 − i∆2

)
|2〉〈2|(ρq)I(t)

−

[
γ0
2

(
N0 + 1

)
+ i∆0

]
(ρq)I(t)σ+σ− −

(
γ2 + i∆2

)
(ρq)I(t)|2〉〈2|



33. Paso 15 - Substitución en la ecuación maestra - parte 3
si N0 = N(ωq − δ2, T )

= γ0N0σ+(ρq)I(t)σ− −
γ0
2
N0

{
σ−σ+, (ρq)I(t)

}
+i∆1

[
σ−σ+, (ρq)I(t)

]
+ i∆2

[
|2〉〈2|, (ρq)I(t)

]
+2γ2|2〉〈2|(ρq)I(t)|2〉〈2| − γ2

{
|2〉〈2|, (ρq)I(t)

}
+i∆0

[
σ+σ−, (ρq)I(t)

]
+γ0

(
N0 + 1

)
σ−(ρq)I(t)σ+ −

γ0
2

(
N0 + 1

){
σ+σ−, (ρq)I(t)

}
= γ0N0

(
σ+(ρq)I(t)σ− −

1

2

{
σ−σ+, (ρq)I(t)

})
+i∆1

[
|1〉〈1|, (ρq)I(t)

]
+ i(∆0 + ∆2)

[
|2〉〈2|, (ρq)I(t)

]
+2γ2

(
|2〉〈2|(ρq)I(t)|2〉〈2| −

1

2

{
|2〉〈2|, (ρq)I(t)

})

+γ0

(
N0 + 1

)(
σ−(ρq)I(t)σ+ −

1

2

{
σ+σ−, (ρq)I(t)

})



34. Paso 15 - Substitución en la ecuación maestra - parte 3

si N0 = N(ωq − δ2, T )

= D
[
(ρq)I(t)

]
+ i∆1

[
|1〉〈1|, (ρq)I(t)

]
+ i(∆0 + ∆2)

[
|2〉〈2|, (ρq)I(t)

]
= D

[
(ρq)I(t)

]
+ i

∆1

2

[
I− σz, (ρq)I(t)

]
+ i

(∆0 + ∆2)

2

[
I + σz, (ρq)I(t)

]
= D

[
(ρq)I(t)

]
+
i

~

[
~(∆0 −∆1 + ∆2)

2
σz, (ρq)I(t)

]

donde el disipador está dado por

D(ρ) = γ0N0

(
σ+ρσ− −

1

2

{
σ−σ+, ρ

})

+γ0

(
N0 + 1

)(
σ−ρσ+ −

1

2

{
σ+σ−, ρ

})

+2γ2

(
|2〉〈2|ρ|2〉〈2| − 1

2

{
|2〉〈2|, ρ

})



35. Paso 16 - Regreso al esquema de Schrödinger - parte 3

Recordamos que

I Pasamos al IP definido por

UI(t) = exp
[
− i

~
(Hq +HB)t

]
donde

Hq =
~ωq
2
σz − ~δ2|2〉〈2| =

~(ωq − δ2)

2
σz −

~δ2
2

I

I Usando la fórmula Baker-Campbell-Hausdorff

(σx)I(t) = e−i(ωq−δ2)tσ− + ei(ωq−δ2)tσ+
(|2〉〈2|)I(t) = |2〉〈2|



36. Ecuación maestra de Born-Markov-RWA en la forma
de Lindblad

d

dt
ρq(t) = − i

~

[
~ω′q
2
σz, ρq(t)

]
+D

[
ρq(t)

]
donde

ω′q = ωq −
(
δ2 + ∆0 −∆1 + ∆2

)
,

N0 = N(ωq − δ2, T ) ,

D(ρ) = γ0N0

(
σ+ρσ− −

1

2

{
σ−σ+, ρ

})

+γ0

(
N0 + 1

)(
σ−ρσ+ −

1

2

{
σ+σ−, ρ

})

+2γ2

(
|2〉〈2|ρ|2〉〈2| − 1

2

{
|2〉〈2|, ρ

})



37. Ecuaciones para los elementos de matriz

d

dt
ρ22(t) = −γ0(N0 + 1)ρ22(t) + γ0N0ρ11(t)

d

dt
ρ11(t) = γ0(N0 + 1)ρ22(t)− γ0N0ρ11(t)

d

dt
ρ21(t) = −

[
γ0

(
N0 +

1

2

)
+ γ2 + iω′q

]
ρ21(t)

d

dt
ρ12(t) = −

[
γ0

(
N0 +

1

2

)
+ γ2 − iω′q

]
ρ12(t)

donde

ρjk(t) = 〈j|ρq(t)|k〉

Nota: para que sea válida la rwa se necesita

γ0(N0 + 1), γ0(N0 + 1/2) + γ2 � ω′q



38. Solución para los elementos de matriz

ρ22(t) =
N0

2N0 + 1
+ e−γ0(2N0+1)t

[
ρ22(0)− N0

2N0 + 1

]
ρ11(t) =

N0 + 1

2N0 + 1
− e−γ0(2N0+1)t

[
ρ22(0)− N0

2N0 + 1

]
ρ21(t) = ρ21(0)exp

{
−

[
γ0

(
N0 +

1

2

)
+ γ2 + iω′q

]
t

}
ρ12(t) = ρ21(t)∗

Si t→ +∞, entonces el qubit se termaliza

ρq(t) → 1

Z
exp

[
−β ~(ωq − δ2)

2
σz

]
con

β =
1

kBT
, Z = 2cosh

[
β
~
2

(ωs − δ2)

]



39. Evolución del vector de Bloch

El vector de Bloch es

rB(t) =

(
〈σx〉(t) , 〈σz〉(t) , 〈σz〉(t)

)
= 2|ρ12(0)|e−[γ0(N0+1/2)+γ2]t

(
cos(ω′qt+ φ0), sen(ω′qt+ φ0), 0

)
+2

[
ρ22(0)− N0

2N0 + 1

]
e−γ0(2N0+1)t(0, 0, 1)

+
1

2N0 + 1
(0, 0,−1)

donde
φ0 = arg [ρ12(0)]

y

ρq(t) =
1

2

[
I2 + rB(t) · σ̄

]



40. Evolución del vector de Bloch - Gráfica 1
Qubit en el estado excitado

ρq(0) = |2〉〈2| , rB(0) = (0, 0, 1) , [ρq(0)] =

(
1 0
0 0

)
Grado de mezcla SL(t) = 1− Tr

[
ρ2q(t)

]
Tomamos

γ0
ω′q

=
1

20
, γ2 = 0, N0 = 0 (rojo), 0.5(azul), 1 (verde)

20 40 60 80 100 120
ωq

t

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

SL

Figure: Evolución del vector de Bloch y grado de mezcla



41. Evolución del vector de Bloch - Gráfica 2
Qubit en eigenestado de σx

ρq(0) = |ψ〉〈ψ| , |ψ〉 =
1√
2

(|2〉+ |1〉) , rB(0) = (1, 0, 0) ,

[ρq(0)] =
1

2

(
1 1
1 1

)
Tomamos

γ0
ω′q

=
1

20
, γ2 = 0, N0 = 0 (rojo), 0.5(azul), 1 (verde)

20 40 60 80 100 120
ωq

t

0.1

0.2

0.3

0.4

SL

Figure: Evolución del vector de Bloch y grado de mezcla



41. Decoherencia del qubit
I Pasamos al IP

(ρq)I(t) = e
i
~Hqtρq(t)e

− i
~Hqt con Hq =

~ω′q
2
σz

I En el IP se tiene

〈2|(ρq)I(t)|2〉 = 〈2|ρq(t)|2〉 , 〈1|(ρq)I(t)|1〉 = 〈1|ρq(t)|1〉 ,

〈2 |(ρq)I(t)|1〉 = eiω
′
qt〈2|ρ(t)|1〉 = ρ21(0)e−[γ0(N0+1/2)+γ2]t

I La función de decoherencia es

Γ(t) = −
[
γ0

(
N0 +

1

2

)
+ γ2

]
t = Γvac(t) + Γth(t)

con
Γvac(t) = −

(γ0
2

+ γ2

)
t, Γth(t) = −γ0

2
N0t

I El tiempo de decoherencia es

τc =
1

γ0
(
N0 + 1

2

)
+ γ2


