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CALCULO DE ESTRUCTURAS

Calcular 1la linea de influencia da 1a reaccion horizontal, Ha,
en el pértico de la figuraj todos los momentos de inercia vy
longitudes de lam barras son iguales.
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Solucidnt

S8e wva a hacer recorrer la carga mévil por pilares y dintel
sucesivamente. En la figura superior se supone, a efectos de
integracidén y célculo por Castigliano, "x" fijo e "y" (de las
distintas secciones) variablej primeramente se hace a la carga
recorrer los pilaress

X
I Ma=2JQ | Lo ~ Yhea » O I 'Vb-—:\lﬁ{
a

Ha + Hb = 1

Ml = Hasry M2 = Haey ~ ty ~ x) M3 ~ Hara = Vary =~ (& - 1)
ML D M2 N3
“OHa “DHa ~>Ha

M3 = — Hb (a -~ y) = (Ha - 1) {a - y)

A ma

=a-y
PHa
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U L [u
a0 m e— Ha-yl .dy +
? Ha EI ,’:

L. ")
f (Ha-y? - y1 + yx)dy +
e

[ B

a
+ j (Ha-a2 - ny — a? + ax)dy + / (Ha - 1) (a - y)ady
[} o
x3 3Ix %
Ha = 1 + - H haciendo —_— = € quada
10a> Sa a

3
Ha = 1 + 0%1€ -~ 04¢

En la figura aqui a la dere-
cha se hace recorrer a la
carga mdvil el dintel vy se
vuelve a suponer “x* fi{jo vy
lam mecciones, para aplicar
Castigliano,a distancias "y"
variable=:

a — x b
Va = 3y Vb = e

a a

Ha = Hb
ML = Hasy M2 = Va-y + Ha«a
Mt 2 M2
DHa ’aHa
M3 = Hb (a - v} = Ha (a - y)
@ ma

2 Ha

A 2

[ o @ e g—

k H"_ “'L

‘f‘ \“I.lq
M3 = Vary + Ha-a - (y - x}
M3

= a

@Ha

M



12 CALCULO DE ESTRUCTURAS

Ju t a *

= 0 = e— Ha-y?a.dy (ta - %)y + Ha-aildy +
D Ha El
4 v
o a
+j(u - n)y + Ha-a? - (y ~ n)aldy +fHa-(a - y)id{l
i~ o
32 3Ix
Ha = - H haciendo, como anteriormente!
10a? 10a
o
—_— = € mmm=ma) Ha = 0°3.(€2 ~ &) = 0°3-€~(¢ ~ 1)
a

Solo resta dibujar las curvas correspondientes, dando valores
(ver pég.sig.)s cuando la carga mévil recorre el pilar
derecho, evidentemente:?

— 3
Hb = 1 + 0°L.-¢ -~ 0%6.¢ ,

con lo gque la correspondiente ﬁg = 1 - Hbh = 0’1-63 - 0*a-¢

pero tomando el origen en la parte inferior, en B} y B8 usara
de =sa propiedad para dibujarla, invirtiendo la de la
izrquierda, restada a 'a unidad.

Para resaltar las curvas de las L.d.I. las escalas verticales
se@ han tomado distintas de la horizonlal.
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X
€ = — pil.izq. dinte! pil.dcho.
B pilar izq.t
0,0 1000 o 500 Ha = 1 + 0,16
o,t 940 27 447 Qintels
0,2 CET 48 azg Ha = 0,3.€-¢¢ - 1)
0,3 az2x &3 385 pilar dcho.t
0,4 767 72 338 Ha = 0,1€® - 0,s¢,
0,5 71X 75 287 que, referido ait ori-
0,6 &&2 72 233 gen superior,
0,7 615 63 177 Ha = 0,1¢1 - €)
0,8 572 ag 119 - 0,61 ~ €) =
0,9 533 27 60 = 0,3€2 + 0,3¢ -
1,0 500 ) 0 - 0,160 — 0,5
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viga doblemente acartelada, L=5, carga uniformemente repartida. {(Ver gri-

ficos en pagina siguiente).

S2 y S3, calculados por triangulacién, dan2* 1.512,5 mm?, que aproximamos

a 1,500 mm? por coreccidn de curvas:

5 + 60 + 5 4% — 5 +

547 7+11,5 11,5417 17432 3248 8+3 3+1
S = [——2 5 + 3 S + 3 5 + = > 5 3

+ %- IC]-= 1.512,5 mmz.

Andlogamente, d2739,94 mm., y d3 = 60,06 mm.:

1 5 1 2
Spdy =[‘55,5 34‘ 2 7.5 "‘3‘5 +
= 59.908; dy = 39,94; escalas S§1 y S; =% 100 x 40 mm2 = 5 x 5 mm?.
Pasando a escala real:

Sy = S3 = 0,375L%; d3 = 20u m; 43 = 3,0 m.

F HF - Es;z_zgs - 39,94 _ 4 665

60,06

EIoL - EIoL = 7,96 EIo
Sp~ Ps; 0,375L(1-0,665) ' L

k=k'=

Para el cllculo de S, empleamos, por diferencias: sin corregir 2/3 1h =
= 2/3 5x3,125 = 10,42 y valor de grafico 2/3 100x31,25 = 2,083 m x mkg.

irea corregida, restar: 2 §-’25§- + %‘2 5 + -9—’2‘5 5] = 180; restamos 200 mm2 -

para compensar curvaturas, Sy = 2.083 - 200 = 1.883 m? <> 9,415 m x mkg

‘”"‘l' p S1ldy=dy) 9,415 (2,5 - 3,00)
Sz (da~d3) 0,375L2(2,00-3,00)

L = 2,51p mkig (p en t/m) .

Todos los valores obtenidos coinciden sensiblemente con los grAficos de

Fernandez Casado.
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1o CALCULO DE ESTRUCTURAS

Viga apcyada-empotrada, L = 5, gimple cartele, carga unif, repartida. (Ver
grﬁficos pag.f9 )

52 ¥ $3 calculados por triangulacidn (no son ahora iguales) dan:

8+3 ... 3+1 1

Sy = 5955 80 + =22 5+ L5 4 2 10 = 1.962,5

s3 = 38;80 + 32+;7,5 5 4 17,5 -; 10,5 5 4 1oés+7 5 4 Z%-E 5 = 1.547,5
Andlogamente:

szdz-io’z‘«—gﬂx%?+8x28°§-80+%—5 (80+§) +%‘£ (80+-139)+§-;£’- (85 +-§-) +
+~25~ (85 + ‘—30-) + -15(1 (90 + 139) = 63.329,7 d, = 32,3

53dy = 2520 200 + 222 (g0 4 5y | T35 (g, Prteeees Bogos + L.

= 89.197,9; &y = 57,6
Pasando a escala real:

Sz = 0,491L%; §3 = 0,387L2; dp = 1,62 m; d3 = 2,88 m.

= 5242 - 0,491x1,62

S3d3 - 0,387x2,88 - 0714

‘. S3d's _ 0,387x42,4 _
F’ S2d'2  0,491x67,7 0,494
— EIoL - EIoL

S3 - F,'sz 0,387L< - 0,494x0,491L7

Elo . o
= 6,92 == kv=k'(1-r_l.?) =

EIo
= 4,48 I

El grdfico de 51, sin corregir y corregido, lo calculamos como en caso —-

anterior.

8 = B— 1h—correcciér] = 2,083 -~ 100 = 1.983<7 9,915 m x mkg; pero ahora

41 no coincide en el centro y hemos de calcularlo:
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8x5

Sydy = 2.083 x 50 - [ Bx5

2

(85 + 3 + 2 (g5 + 10) 4 23

10
(80 + 37 + 3 2

)
5 5x5 10, 5
(90 + 2 + 222 (90 + 10 4 33 (95 4 3| < 04,775; 4, = 47,8 . son 2,39 n.
3 2 3 2 3 1 yi
a escala real.

| 8141 _ 9,915 % 2,39 _
Po~ S3d3 = 0,38702x2,88 U = 425 p mkg (p en t/m).

También estos valores obtenidos ccinciden sensiblemente con los gridficos

de Fernindez Casado.
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PROBLEMAS 19

Lineas de Influencias por Cross.

Como sabemos, en una viga AB basta conocer las L.d.I. de los momentos sobre
los apoyos A y B para, mediante agquellfs, deducir cualesquiera otra (esfusr_

z0s cortantes, reaccicnes, stc.).

En consecusncig, bastard ilndicar cdmo se obtienen lgs L. de I. de los moman-
tos de los apoyos. Comenzeremos tabulando los momentos da empotramiento, M
y “'2, de una viga doblemente empotrada, y los ‘w: y t2 una apoyada-smpotra

da, con arreglo al siguiente célculo :

2 2
(4 l?:g_ %) . o - p:: ) 1.&1](-;— 1) ol (1= 0)1e "
V"lq al 4 ‘F’L
‘———4‘ 2 1.2
1 { 1’ ko - szb _ L 1lél-q 1) | °{2(1_“)1" e

A~
\r\-'h-
ot
-2
[}
b
| W
\.’|
-+
g -~
Ir
u
e
|2
N
T
1]
o
[}
n
]
o
3
o
1

L 4l
2

Con esas férmulas, y dando valores a of , se forma el cuadro de la pigina —

siguiente,

A continuacidn se toman las cantidedes fig, \uz y}u'., como variables; situa-
remos sucesivaments la carge unidad sobre cada una de las vigas suceptibles
de ser cargadas, y dsterminaremos cada vez [por el método de Cross) el va =
lor de los momentos en apoyo en funcidn de aguellos momsntos. Para poder -—
L
construir la L. de I. faltard dnicamente dar valares a vt,‘, ‘u-‘,2 y W"I' se—

gin los valores del cuadro de la pdglna sigulente.
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%= (=) | P, =" (=) P.‘,, - “—(—1—‘?(2—"‘)
ar10 Q081 Q0+009 010855
0'15 0'108 oro19 0r1180
or2o 0'128 0032 0t1440
0'25 0t141 a'047 0'1640-
0'30 g*147 010683 011785
Q'35 0148 0'cen 0'1875
0ta0 0'144 0'096 0'1920
0ras 0'136 G111 0'1920
0'80 ar12s5 0'125 0' 1875
Q'S5 o*114 0% 136 01795
ateon 0'098 0'144 0* 1680
0'e5 0*080 0148 01535
0'70 0'083 ar147 0* 1365
0'75 0'047 gri4a1 0' 1170
0*80 0°'032 0r 128 00560
0185 0'019 0108 020735
0'90 0'009 0081 010495
0's5 - 0*002 g'045 0'0280

Vamos a poner un ejemplo sencillo para ver el proceso de cdlculo, una viga
continua sobre cuatro apoyos y tres vanos, de iguales longitudes e inercia

cada vano; hacemos simplificacidn de apoyos extremos no empotrados.
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+ 0'0038 ~p
- 070066
+ 00466 —»
- ('0816
{ [otazes | + 075712 —» [ova71a (
) -1'0000 __ 0'5714] +0'2857 4 0'4286] )
+0'4286 4— =0'1832
+310233
«- -0'0133
, , +0'0019
vl oo -0'0011
tfja, r-or ‘A.‘
+0' 1333
=k
) «l [P
Ao [ € o L
H‘ R - hA [} A
+ 0'4664‘)(1+ 0'1333"2
- 0‘1532}(2 -
- 0'045s r,' —
+ 0'285‘7r.2
+ 00816 p,
- 0'5714 P1 —
0t4286 | + y. 1 0's5714
» 057144 - 2 0?3286
- 0v2857 P1 se va ley de -
— + 0V 1632 formacidn, com
"’1 parundo con an
+— + 0'5714 u#g terior :
- 0'0233 |.L1 -P2+D'5336VL2_
-0
0'0816 Pvz - 0!1333'*1 =
+— + 0'01339L1 - - o, -
2
+ + 0'0466 ‘“2 _ 0,13339}
TT——— 1

121



122 CALCULO DE ESTRUCTURAS

Con estos valores se Torma ahora =1 cuadro siguisnte, y con €1 la L, ds 1.3

{ojo,en 1a rama (0 &1 se toma a partir del empotramiento CJ. (1)

rama AB rama BC rama D

o | W "5 M ko Mg p Vs

g'0s5| - 0'04a63 | - 24'7? |+ 0'045 - 002 | -21'3 |+ 0'0463 | + 6B'2
0'1 |- 0wess | - as'6 |+ 00081 - 0'009 | - 39'0 | + 0'0855{ + 11'4
g2 |-0t1waap] - 7s6's |+ 0'128 ~-0'032 | -5a'0 | + 0'1840 | + 192
0'3 | -0"1788{ - 95'2 |+ 0'147 -0'w0s3 )] -77'0 | + 0% 1785 | + 23'B
0'4 | -0%*1920| -102's5 |+ 0'14a -0w9s | -80'0 | +0'1920 | + 25'6
0's | -0'1875] -100'1 |+ 0125 ~-0'i25] -75'0 | +0'1875 | + 25'0
06 | -0'680] - 89'6 |+ 0'096 -0'144 | -840 | + 0'1880 | + 22'a
pr7 | ~-0%'13685] ~ 72'a {+ 0'063 ~0'147 | -49'a | + 0'1365 ] + B'2
0'e | -0t0960] - 51'2 |+ 0'032 -0'128 | -32'0 | + 0'O980 | + 12'8
0'g | - 0'0485 ]| - 268'4 |+ 0'009 -0'ge1 | -18'0 | + 00495 | + 6'6
O0'9s5| - 0f02s0{ - 13'3 |+ 0002 -0'0a5 | - 6'9 | + 0'0250 | + 3'3

Mg= + 0'5336 , M= -(Dra666 ,+ 011333 2) My= 0'1333

El mé&todo es aplicable iguslmante a pdrticos y otro tipo de estructuras, -
596 como segundo ejemplo el pdrtico adjunto. Supongamos primeramente la —
carga unidad sobre BC y a —
"o 1" del extremo B; habrd 4
etapms, primera y segurida con

momentos de empotramisnto per

n 7333t o o500 € fecto sobre B y G, y tercera
0'500 : 0 353 B
E‘, .§ y cuarta con corrimientos; am
Pl :
B g bas Cross se indican (resuel-
D
A . hor ‘;-,,. tos) a continuacidn :
{=rq, 122 {=10,I=2

Pl-/ura.s lL:. 5} I=f

(1) Ver gréficas en pdgines siguientes.
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124 CALCULO DE ESTRUCTURAS

Estableclendo las ecuaciones de corte :

T

01772 + 0'S45 + 0'820 + 0'910 + 0'548 + 0'772 F, a 0'872 {”-
= 5

= + 0'136 }Lw - 0‘0550(2 H F- D'155'L1 - U'USSULZ

sustituyando i My = + 0's22 p, + 0'091|l.2 - 0'545 (0*156 W, - 0'063 p,z) =

Q437 r&1 + 0%125 ukg

=
.3

1
ca =0 234 "&1 - 01656 PE

L}
MCD + 215".1 + 0 :311v;,2

Cuando la carga deslize sobre CE vale el mismo cross, y se puede escribir

por simetrfa de la figura :

E =+ 0'063 pt, - 0'1S6, == My =] - 0125, + 0'0BA Y,

M_ al - D'SMF(1 - U'U‘lﬁ”&z

g = | - 0031, - 0218l

Con sstos valores se confecciona el cuadro de la siguients pdgina, y las -

L. de I. corrrspondientas.
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o ]U-’I P 5 momanto MBC momento MCB momento MCD
0'05 | 0*04a5 | 0'002 - 20'0] + 5's5}|~ 11'8} - 15'5} + 10'a] - 14%4
0v*10 | ©*0a1 0'009 ]| - 36'S] + 95| - 24'g} - 28%0f + 20'S}] - 27'2
0t20 o128 | o'o32| - &0'0| +14t0}] - 80'9} - 44'5| + 37'8] -~ 46'8
o*a0 { ov1a7 | 0we3] - 72'1| +14ar3] - 75t7] - 51'6] + B81'6] - 59'5
grap | 0r1a4 | 0v098| - 7at9] +11'9] ~ 96'6] - 51'0] + B1*2| - 65'7
prso | ovies | Ovies| - 702 + 76 -11172] - 45°'0F + 66"1) - 66'1
0's0 | o'09s | a'14a| - e'0| + 2'8f -116'9] - 35'H + 65'7| — 6112
o720 | 0'063 | 0%'147f - 45'9] -~ 1'5] -111'2} - 24'0] + 59'S| -~ 51'6
ore0 | o032 | ot128] - 29'9| - 4'2| - 91'4} - 13'0} + 46'8| - 378
090 | 0'009 | O'081 - 14" - 4'1} - 552} - 4y + 27'2| - 20'S
gvos | orooz| o'mast - 6&'s| - 2'6) - 30'0} - 1'4 + 14'4| - 10'4
. ~— o o o o

N y X L

38X |83 (8 (8o | 8 ek

5 o 2o gl 29 E o g

) g2 B [ E° c Be

N + r ' + 1
IR YIS

g 1 &1 3 515

- o o o

=) 9 o ) o o

T v ] ' + I
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126

Lfneas da influencia vigas contfnuas y pérticos

A

o

wf\.. r .. ~~ - L/ _. \“ _> . %‘Jw\ 4 -,
9 0% o} 0% 05 o4 03 Jz ¢l [\ of o'z 03 % 56 d3 0¢ o9

od o2 83 o ds ok 07 09 oM

A B c D
_ll ok | LI N L, I |
- ] O |

v‘u.,.\m,nlwlll-/
P .
h-.ﬂ.}\hﬂ /' oocln-n.-uo-m.nthN-.-c}NMQ
. A T — ..Nr e,
.\.\ // \

s ...”. - g X
A
it
H
5[
1]
~¢

l=5,rL=2 b L=5 T2 T
} | . . *
\VLN\ 7vrn /4.7




PROBLEMAS

(Belda Villena, Res. de Mat. y Cal. de Estruc.,pag.353)
Un arco parabélico de hormigén, luz 1 = 20 m. y flecha ¢ = 10

m. estd sometido a !acarga P= 10 t. a una distancia del
arranque izquierdo a = S g, la seccidn del clave es wc =
4060 cmi.i se cumple ds/l = du/Io calcular las reacciones

debidas a F.

Calcular, asi mismo,! 20) efecto de un ifcremento de
temperatura t = Z0° (a¢ = 0,000012); 3°) efecto de una carga
uni formemente repartida en toda la lus, g1 = 3 t/7ms  4°)  idem
de una carga sobre la mitad del arco, g2 = 0,3 t/my 5¢)

calcular la compresisn v momento Flector en cada caso y en una
seccisn tal que » ~ 5 m.. E = 20005 ke f,

Solucién

Se tomaran en cada caso las férmulas de 10s apuntes editados.

1*) carga concentrada P = to t ; £- as/1 = 5/20 = ¢,

férmula (19)s

- 15F1 A5 x A 0X20
H = 2 {1 - y = [ bR TLwes =
2 5 a%A0 . Ve

-
+ Zeade’'/ kg = R°

formula (20):
VEse d+28) (L-%5)% =10 (1 « 050 (0'75)2 = B,437'5 kg

V' = 10,000 - vV = 1.562°5 kg

-~ Pl 10x20
po=———— (1 - )2 (D - 5E) = o 0" 25x0° 752 %0’ 75 =
2 2 _—

= 10.35446°88 mkg

127



128 CALCULO DE ESTRUCTURAS

L - il
B o= op o+ Pall - a) —~ V.l = 10.944°88 + 10.000x15 — 8.437'5x20 =

~
= — 8.203"12 mkg
2%) incremento de temperatura, formula {(3I3):

-3
§ = lear At = 20407 000012%30 = 77210 m. = 072 ca.

5
— A45:E-1o-4§ 45x 2% 10 RkRg/em2x720.000 cm‘ ®0*72 cm
H = = =
f4:f2.1 Ax10002cm?2 %2000 cm
= S583°2 kg
- 15-E+10-4 15%2:10° Kka/em?x720.000 cad x0°72 cm
p = - k|
2ef.1 2% 1000 cmx2000 cao

F )
= 588.800 cmkg = p°

3*) carga uniformemente repartida en toda la luz, férmulas
(23)., {24 v (29), con £=1

—- qls]z I E/m oy 202 mi -
H = = = 15.000 kg = ¥’
8- f Bxio m
ql-1
VE=o—— = 30.000 kg - v-g ' Moo= opt o=
2
4*) carnpa uniformemente repartida on la mitad de la luz, las

mismas formulas anterioros, con H= 075

n2-112 OF e 2002 -
= = = 1.250 kg = H?
14-F 16210
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13 13 0° 5120
v f W o— g?r] = = 4,062"5 Lg
32 a2

v} = 0r5x10 - 2¢0628 = 9375 kg

-~ q2-12 O Bx 202
g = = = Z12.500 cmkg
b4 &£H4
A 1 —
[T R T q2--—2—— 1 = ] = Vel = - J12.200 cmkg
4

5%) cAleulo de compresidsn y momento flectord

4. f AxtO
Y = em———xl - n2) = (5420 - 52) = 7°5 @,
12 202
dy 4-f 10
— (1 - 2x) = (20 - 10) = 1, que coarresponde
dx 12 100

a 43*, cCose = = =
ds - ds
en el primer caso, para P = 10 t:
- Jz
N = H:cogsa + (V ~ P)e.sena = (2.634677 + B.437'5 — 10.000)—— =m
2
= /8992’6 (compresion)
VS o~

M= p 4+ Hey ~ Vex = 10.544°30 + 2.434°737°S - B8.4377845 =

11.8a5"237 mkg (izguierda)
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para el incremento rdo temporaturas

N = 583*2x (J2/2) = 412*4 |g

P T = thr—
M=y - Hey = 388.800 - S83*2u750 = - 4f.400 cmkg {lequierda)r

en la carga uniformementr repartidat

N = (15.000 + 30.000 - Z_000x5)-(J2/2) = 21.213°2 kg (compres.)

walii————
i ol 52
M= 15,000 v — 30,000 % + 3.000 =—— = O
4

finalmente, para la carga uniforme hasta la mitad del arcos

N = (1.250 +4,062°5 - S00:5%5) - (42/2) = 1.980°7 kg (compresidon)

_——
— i - SxS00
M= 312.500 + 1.250%750 — 4.0462°Sx500 + . 000

e Y
= - 1354.250 cmkg {izquierda)



PROBLEMAS

(Prob. Elast. y Resis, de Materiales, Castrillo Cabello, Gijdén)
La ecuacti 6n analitica de la directriz da un arco
triarticulado, con apoyos al mismo nivel, y la articulacién
intermedia en clave, esta dada por? y =\/10.4 — xi.

Si el arco esta sometido a una carga uniformemente distribuida
de g = 500 kg/m, determinart 12) Leyes de momentos flesctores,
esfuerzos normales y cortantes en todo el arco, asi como
reaccioneas en 1los apoyos. 20) Tensiones normales maiimas que
== producen en el arco, =ablendo que la seccidén recta es un
cuadrado de lado 10 cm. 392) :Cudl deberia ser la scuacidn de
la directriz para que el momento flector sea nulo en todo el
arco, manteniéndone el valor de f, altura en clave.

Soluciont

y = 10.x - xn2

para y=o ==zaxd ¥ = )

¥ = 10 = L

para x = 5, y =5 = §

a-L
Vo= oy = 2.500 kg
2
q=x2 S00x 25
EMc =0 + Hy — Vs = 0 § =——mmm———+ HeS - 2500x5 = O
2 2
H = 1,250 kg
q-%2
M = — ——— — Hy + Y = — 250-%2 ~ 1250:y + 2500:n =
?

= 2850%« (10 —x) — 1250«y = Mx (o)

d Y 85 - x
y = 10x — %1 § vy’ = tgu = =——— (10n ~ x2) =
dx Y

121
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1 y X — 98
cosa = = H sena = 1 - cos2a = ————
1+ tgix 3 3
1250-v (2500 ~ S00-x) (x - 5)
N = Hecosa + ¢tV — qx) ~cepna = + =
5 5
L350y - 10G«(S —- x)2 = |Nx (g
Tx = (V — gx)-cosa — H-sena =
bV 1250 (v ~ 5
= (2500 - S00x) - = (300 - 100X)y - 250(x -~ 5)=
3
= (3 - W) U1O0y + 250) = Txn
Para calcular los maximos de Mx y Nx se derivan las

expresiones (a) y (f)1

Mx = 250x- (10 — x) ~ 1250.y

3 - x
M'x = 2300 - 500.x - 1250 = 0 H
y
2'5 (5 — »x)
S—-—x= = 0 H para #= G, Mz = ¢ , minimo s
Y

otra solucidén para v = 2°%5 § 10« — x2 = 4725
dos solucionest x = 4733 V% n = 0747 {(puntos simétricaos)
que dan 21 valor det Mx = - 1.562°5 mkg

Nx = 250.y —~ 100 (5 —yx)?



PROBLEMAS
S~ x
N'» = 250 ————— — 100-2-(5 ~ %} (-1) = 0
Y
primera solucién para « = 5 , pero agui PMx es nulos
o5a

sequnda solucién para + 200 = ¢ H

b4

que da v = - 1’25 , solucidn imposibles;

entonces Nx para x = 0'47

y = 2'30 N = -~ 1.250 kg
n o= 0"4&7
secci on? 5 = a2 = 100 cm?}
b:h? s
momento resiastentet W = = a/6= 1000/46 cm
&

1546. 250 1.230
omadx = + = 250 kg/cm?

100/6 100

Para calcular la directriz de momento flector constante
se iguala a rero la ecuacisn (2):

Me = 250.u (10 — %) — 1250.y = O y = 0'xex (10 = x)

nulo

Finalmente., de las ecuariocnez antes deducidas, se& dibujan en
la pdgina siquiente los diagramas de flectores, esfuerzos

normales vy cortantest

123
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280

liﬁgl |'|.’YOU l

flectores normal es

1 cortantes

(Timoshenko y Young, pig. 344, n2 1).
El arco simétrico biarticulado de 1la figura tiene directriz
circular de radio r u subtiene un dngulo central 2af el area
transversal, a, y el momento de inercia, I = ki-A son

constantes a 1o largo de toda su longitud. C(alcular el
incremento de luz debide a un emnpu je horizontal H.



PROBLEMAS

B
fztcwad \
. Iy |

—

Xl + yl = p2

dy/de = — x/y = tagf

Solucidnt

Si se desprecian los efectos de la cortadura, T, los valores
de M v N, flector vy compresidn respectivamente, en una seccidn
cualesquiera valent

M=H (y - r-cosx? ;‘ N = H-cos8
H-y-rs Medx
& = + , en donde "y" vale (y - rr-cosa}}
ET E A
5 5

se calculan las dns integrales por separadaj

fH(v - r-cosn}?.ds =-fH(~,'1 + r2.cosia — 2ry-cosadV¥ dux? + dy? =
S

vt d s
r
= 2.H ( v2 + rt.cos?lo — 2ry+cosa } = di =
v
<
rgeud
v d o
3 dx
= PHir J ri - w2 duw + r ,coz?y — 2ricosa | dx =
rFeoe- s
[

¢ [-]

135
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2

48 o
1 i
2 QeHer |——- (n J rt o a2 1 r?-gresen =——) +
r
(]

Ltk

3 22
+ 2-H-r 'cosia arcsen e— ~ A«H-r? Lpsarr-senu =
- (-}

o T-senla 3
2 2:Her - — b xecos? = ZaHer", F (&)
2 3

3
M-y ds 2H-r
= o)
E 1 E 1
H
N-dx k2 «H-cosg-du H«k2 dx
= = e ———— 1,
E A E I E I 1+ tgzg
S s
vieud
M- k2
" er——— yedr =
EI-r
A
v d
2H~ k? 1 X
= { % r? - g2 + rI.arcsen ) =
El-r 2 r
@

E1I 4 2
sen2a [+
¥, haciendo S———— 4 = G (@) F ()
4 2
2H-r3 k2
EI r

» Queda finalmente



PROBLEMAS

CALCULD MATRICIAL ESTRUCTURAS

{Escuele Superior Arquitectura, Sevilla)

En una viga prismdtice, pertemecients a un pdrtico plano, ss han medido -

los siguientes corrimientos:

coorden, v} I v I o
extremo 1 (2,8) 3 cm, 1 cm. 0'006 rad
" 2 (a;6) 2 cm, 1 cm, -Q'wooa ¢
Calcular, en coordenadas locales : &) las metrices de rigidez y flexibi-

lidead; b) reacciongs sn. los extremaos; c) reacciones en los extremas,
si sobre le viga actua una carga uniformemente repartide de 4 t/m.; téme-
se A =0'60.0'25 m2

E=20, 105 t/n°

Solucifin : la longitud de la barra L = 6 m. (8-6 coordenadas)

N %
\9| ?7-
\ a) se trata de una barra de -
[ “}—: pértico extensible; las ma
4 v, 2 z trices elamentales serdn:
— - — —
- o o EA o o
EA L
() . L3 L2 . 12ET  eEI
Fl = - I ["] = E 2
'0' e L . EET 2ET
ZEL. ET Z C

157
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b) Reaccionas

N, EA/L |
a |
v1 o 12EL/L ]
] |
M,} o EEI/L 4ET/L ]
S T T T
N, EA/L o ) ; EA/L
a 2 |
v, o =-12ET/L ~EEI/L | o 121:1/1_3 -6EI/L2
!
2 ]
M, o EET/L 2ET/L ) a ~EEIfL aET/L
L.~ —
N1 EA/L o c 3, 10
3 2
Vo = | o 12E1/L EET/L . 1. 10 +
o EEI/L2 4EI/L 5. 10’3
SR B . - | —
~EA/L o o 2. ’ICJ_’2
+ o -1:2&:1/1_3 EEI/L2 . 1., 10"2 =
o -«‘SEI/LZ 2ET/L g
— - —
FEAJ DEA/L
-2 1281 EET .} ~12EI €T
- ' - 13
10 = + 5 0'6 +10 =3 > 0
2
BEI . arFT 0t -6;:1 _ !EI 03
L2 L L
S — b —




PROBLEMAS

EA/L

EL
18—
L

Puede comprobarse ya que

SOOtj

4'5 ¢

27'0 mt

e —

- 500 t

- 4'§ t

c) Las férmulas snteriores nos dan las reacciones sobre los nudos extrg

mos debidos & los "corrimientos de esos nudos", 51 actda una carga,

habrd que sumar a aguellos lmas debidas a esta carga (barra biempotra

da):

= 500 t
N15

V=415 + 12 = 16's t

M1-2'7+12-39mt

==500
i‘vl2 t

V2=—'4'5+12=‘?'5t

M2-0—12u—12mt

129
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(Escuela de Arquitectura, Sevilla, cursc 81-82)

Calcular por métodos matricialss, en la figura adjunta: a) flecha dal -

punto B; b} giro del mismo punta B; c} momanto en el punto A.

2 2
02 ,.06m, E=2, 106t/m

1zt .

ﬁn R / I b 02 . 0'6"
1 / R - 12 =
3,
Som1. - BT = 7200 / €A = 0'24 . 10°
-

Solucidn :

4A 1')_t . ?‘, "Lt {h k{\l

9’;| — gn ef+ a B n )

El cdlculo de las reacciones de ampotramienta perfecto nos da:
\

2 2
.3, 2 ] '
W e Pab 2 = 0'96 mt n.‘-14"095 L
a” T2 ] a T 1
0 " = bowoa
pa2b L E2e3 22 L taanmt 184-0'96 _ P
M- R P = - —8 = 1'2
b 1 5 Hb? 3 + 7 a 96 t
/
Las cargas en el nodo 8 son Pb - o y la ecuaclén matricial
- 11296 resulta ser:
1'44
Pa 1w Kiz %1

y CONn S=0 por empotramiento; resol
T e e | [$ :
b 22 2 viendo (no hay Uys uz)
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—_— —~ -
11295 125§ -6;1 v
T _ L L
&1 GET
1144
|_2 L . %22
. I s - —
11296 = 631'2 -
11296 = 691'2 \F 1728?22
9 resolviende, 922-:
J = -
1144 = —1728 U, + 57607,

69112 -11296
-1728 1744

- =-125 , 10 yadimes
691'2 -1728
-1728 5760

\F22 e e 5 . 10 m e — 5 m {hacia abaja)

D i i =
e la ecuacifin motricial sacamos Pa %1 + K1252

o —12E1 6ET -
a L2 2 22 &1 -3
= M o= (-'-—-5-) (5,107 )+
y &1 2ET 9 a L
a J 2 C 22
P
- — — = = + EI (-1-25.10"3) =
=50 mt

momento toal 5°04 + 0'96 = 6 mt (comprobar facilmente)
Comprobemos reaccién total en A;

121
3 ) (-5.10

L L

-3 EEX
) +

RA=(— =

(-1'25.10"3) = 1'295 ¢

total 1'296 + 0'704 = 2 t (evidente)
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(Escuela de Arquitectura, Sevilla, curso 81-82)

Calcular por métodos matriciales, en 1a figura adjunta, 1¢) el gira del

extremo B3 29) el alargamiento de la barra AB; 32) la reaccifn verti—

cal en A,

0'2 . 0'6=10"12 m2

»
i

8
}/o
L=
Lo of
»
m
]

30 ? 2, 106 t/rn2

:ZQL;: 3
)T bh -3 a4

I
2, ‘_! I= S = 3'6 , 10 m
S omt, I
“ | EI = 7200
, 5.
J{ A AE = 0'24 . 10
06
o'z | .
V. Vi
20k ¥ llot e 1\1“ 1‘\“
Ve Vhi

desglaosamos la viga propuesta en la hiperestdtica empotrada y la subsi-

guiente:
Pabz 10,2,9 3] 7'2-4'8
Fa= 2= —Zg —=72m Voo T 3t 5 =68t
1
Pasb  10.4.3 p 212-4'8
lub= 5 = 25 = 4'g mt Vh= —1— 2 -~ z = J'52 t
1
2N an
a b
= H = 115 N
T FE Na = 113 N

2'5

N+ = 1a\/a ; N = _10_\& = 6'928 t; N_= 10'392 t
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Aplicando ahora el cdlculo matricial 8 la barra de la derecna, con las

limitaciaones de movimientos impuestos en 1a viga original (ua = vﬂ = D;
vy = o)
10' 392 EA/L o o i —£A/L o o o
3 2! 2
5148 o 12ET/L EBET/L | 0 —12EI/L3 eEI/L o
[
2 1 2
—7120 o EET/L €I/ ' o —EET/L 2ET/L ‘3a
I R Pl
— = - S
61928 -£A/L Q o EA/L 0 o Uy
3 2! : 3 2
-3's2 a —12EI/L —&ET /L a 12E1/L —EEI/L c
2 | 2
aven o EEI/L 2ET/L o —££T/L AET/L L‘Bb
EA 6'928 . 5 , -4 .
= v TR e ————— - - 1
€y928 = + - ub Y 5754 106 1'44 10  me < > 0144 mm

10V 3.2
(comprobacifn: de la viga original sacamos facilmente §= —
= 0'144 mm. )

\
aEI 2EI
7120 = 7120 = 5760 9 + 288
7'20 L %’a + m %b . 0 (ab
2ET 4ET |
‘80 = + 4'80 = 2880
4'80 = —— 0, — 7, ‘3a+5750 9,
5760 -7'20 J
2880 4'an
48,364
= = = 0'00194 radi .
%b 124,883,200 radianes;
5760 2880
= = - 0'00222 radi .
2880 5760 (aa andlogamente 0'Q0 radianes

(comprobaciones; sacamos las férmulas de “Resistencia de M™ ;

o Pab(l+a] 10.2.3.7 .
= = = 000194 d Bsg
“b BIET, 30.7200 94 radianes;
2 2
9; Pzgé{b ). ;g‘géég = 0'00222 radianes, )

prd



144 CALCULO DE ESTRUCTURAS

Ahora ya:
—-10'392 | o
]
1 1
6'48 k11 , I<12 o
P 7120 22,107
A . el
- —— o —— : —_—— ————— + —_ — — ! -'4
Pq - 6'928 1144, 10
- [
3152 oy | Kap °
- 4'80 | 190410
61 66T
V= [5-45] + _ + o— - 648 + L (- 0rgooes) =
a 2 a 2 b 2
L L L
= 6'48 - 0'48 = 6 ¢
FPar ejemplo momento en A:
4ET 26T
= "2 — = L] —_ ] v =
My = 7020 + — ‘Ba+ - ?,rb 7'20 + (- 12'787) + 5'587 = o

(Timoshenko, temo I, pag. 318, n? 1)

La carga vertical P estd sostenida como indica la figura (1, A longitud
y seccién de la barra vertical y 1, A1 de las barras inclipadas), Deter

minar las tensiomes en las barras y la relacidn A1/A para que dichas e

tensiones sean numédricamente iguales,



PROBLEMAS

Solucidns

4 g
%
en la fig.dcha. =e han in-
dicado 1as cnordenadas 1o- ""_A
cales y las globale=s,
barra (1), a = 225
sena = cosx = — J2/2
E-Al [-1.27. fON% GORG
(ki1)! =2 ——— =
- SBNO-CO%Y senl o
E-AlL 172 1/2 E-AL 1 1
L 1/2 172 2L 1 1
barra (2), o = 315° 1 senx = — {2/2 3 cosa = 272
E-Nl /2 - 1/2 E-AL 1 -1
(k11)2 = —m— = —
1. - /2 t/2 2L -1 1
barra (X)), o = 909 1 zona = 1 H cosx - O

E-B 0 0
(tk11)3 =
L. o 1
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I:P] - E (k11)1 + (K112 ¢ (K113 ]-.S‘PA * es decirtd
[¢] - E-AL ‘T 1 1 E.-AL 1 -1
" f —— + +
- 21 S | <L -1 b

¥y COMO fu = Q0 , por simetria, guada:

E-A1 E«A - PL
-P = { &v + &v ) + &v ; §v = - gy”
2L L E(A + Al)
par ser globales = locales en la barra (3);
E-f - PL - AF
P3* = (ki11)3J-85A" = = 4 (traccidon)
L EN v AL A r Al
t - PL
$1°= T -8A = ["cosa sena ]-SA4 = [ -{2/2 —45/2] =
E(A + Al)

J2-PL
= // (compresidon)
28 (A v AL
E-n1 o rL Z-AL-F
PL1? = (ki1)1-§1" = =
L 2E (A & AL} o Ul U rval
(compresian) g (positivo, tal v rono we bian Lumado las

direcciones 1neal-~*



PROBLEMAS
+ _ - PL 42 PL
$2* « T &A= [ 22 dor2 1 =
E (A +Al) ZE (A + Al)

y sale, ldagicamente, e) mismo valor,

lLa ecuacién matricial completa para caltular las reaccionss
ser it

Rot 1ty o o) (k1231 §1=0
Ro2 4] (k1102 0 (k122 §2=0
Ro3 0 Q (k113 {(k12)3 $3m0
P (k2101 (k2132 (k213 (k2231 + (k22)2 + &A
+ (k22)3 L
L - b ’ - -

Rol = (ki2)t-5A § v, en locales, resulta:

E.At \ 2 P ¥3.a1.p

L ’ 2 E(A + A 2 {A + AL

opuesta a F1*. Analogamerte, el resto de las reacclones.

{Fdez. Casado, CAlculo de Eztruc.Reticulares, pag.B4)
Resnlver matricialmente 1 problema de la figura adjunta
{cAlculn de reacciones).
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L 3p
0 (= F

o (L CZ) b) 2 c ©
[ e |

Z 454,31 |,.;.’;.944’5I
/I Ed

1

¥ e .‘\s}

<o

Se adoptan la nomenclatura de nudos y barras indicadas en la
anterior fiqura vy solo se consideran desplazamientous giros (e
* O)t es decir, ui = 0y vi = 0, que se deduce de las
condiciones de sustentacidn,

Para facilitar el c&lculo, que no sea literal, s toma 1 =
4m., 1’5 1 = & m., 0’75 1 = 3T m.} y se supondran barras
inextensiblesf no es necesario pasar de coordenadas locales a
globales, al ser todos los sistemas coincidentes. La matriz
global serat

tkil)a (k12)a Q o
(k21)a (k22)a + (1t22)}b (Lk23)b - o
0 (k32)b (kZ3)b + (k33)cC {k34)c
0 0 (k43)c (k44)cC
L -

y cada elemental:

_ , -
12 EX/L 1
: (simétrica)
6 EI/L2 2 E1/L |
- 12 EI/L - &E1/L2 : 12 EI/L

& EI/L2 2 EI/L + - 6 EI/LL2 4 El/L




PROBLEMAS

con 1o cual, y sustiyendo valores de cada barra, resultant

~ or1a8 orI7s | - 07188 Q*375 7]
)
0r37% 1?2000 : - 0°375 0’ 500
[ka] = BT [-m————mmemmm oo oo oo
- 07188 - 0°375 | 07182 - 0*375
(
1= 4 3 I 037y Q*S00 | - 0°375 17000
0r 18y 0°%00 | -~ 0°1&67 0* 500
I
0* 500 27000 | -- 07500 17000
[xb ] = EX —--—---——----"—~---{ --------- e
- 07167 - 0°500 | 071467 - 07500
1
1= & § 3I 0 500 1°000 | - 07500 27000
0687 17000 | - 0" &57 17 000
|
12000 2+ 000 g - 17000 1’ 000
[ke ] = EI [ommmmmem e R B
- 047~ 17000 | 0'GeY - 17000
1
1= 3 § 1*57 17 GO0 17000 | - 17000 27 000

ahora va se toman los valores hiperestidticos de cada barras a
la hora de sumar cargas las barras (a) y (b)), al ser
simétriras, no conllevan hiperestaticasj en cambio en la (c) a
las isostAticas hay gque sumar las hiperestdticas, suma
algebraica de momentos dividida por la lux:

(0" 084 - ¢ Q0S&Ipl2

= g*037-pl
O 75.1
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ooesel , coerspl? o't pl’ _ o' trpl”
o 1 P3 X ~ ¢ 4
N
(o @) N ()
tr% f‘%" 1 o'yrsyd o'wsrlf
oos6pl’ e
r\
’ R oz *
1 S
1"'3?‘3?‘ "33 pt
+ootipl’

—oWSTf

1 1 o 2 +obglpl® A
j -\ooszsf( -akzqe! \OoSQSfQ s -":m"l \ """*ﬂl’(
- . -

0 ® @ ®

con todos los datos anteriores se forma la ecuacion matriciall
por problemas practicos de espacio se escribe el primer
miembro separado del scgundoi y este segundo se debe entender
multiplicado por EI1-10"3,

B T
~ 0*2500 pl

~ 070525 pi2

- ©?42%0 pl

- 0°0S45 pl2?

—erizo pr |
00810 p12

- a*787¢ pi

0* 0840 p1?
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— P —I
188 I75 ¢ -188 I75 ¢ 0 o 1 o Q o
| t H
378 1000 1 =375 300 « 0 o = O o] o1
—-188 =373 &t 355 125 1 -147 500 : O 0] o
s 3 H
375 500 ¢ 125 3000 : -500 1000 : Q (o) o2
0 0O 1 -1487 -3500 : 834 500 1 —-587 1000 o
t 1 H
4] 0 500 1Q00 & S00 4000 : —-1000 1000 o3
0 Lo T | Q 0 1 -6&7 1000 ¢ &&7 —-1000 4]
t t 1
0 LU o 0o t 1000 1000 1 -1000 2000 o4
L
b x — - -
xEIl. 4077
resolviendo en los aAngulos de girot
- 0’0625 pl?2 = 01 + 0°5.92 ) El (1)
= 070345 pl? = ( O*5.01 + 3°0.02 + . 63 ) El (2)
0'0610 pl2 = ¢ 02 + 4’0.93 ) EI (3}

eliminando 63 entre (2} y (3) y luego con (1) malen los
valores finales siguientes:

91 = - 00548 pl?2 /ET radianes

a2 = - 0’0154 pl? /EY radianes

a3

+ C¢'0191 pl? /E1 radianes

(Eatos valores coinciden con 1los calculados por otro
procedimiento en nota anexa del citado texto de Fdez. Casado).
Para calcular las reacciones extremas se resuelve yat
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(killta Sl
Ri Q0 2800 pl 0’188 O 378 4]
- + . +
M1 0r' 0425 ple 0"375 1’000 -~ 070548 pl:2
(ki2Ya a2

- 07198 0*X73 0
+ "
- 0"373 0*5Q0 - Q9’0134 plz2
Ri = (0*23 - O"3I75x0°0548Bx4 — Q7 375x0Q70154x4)pl = 07145 pl

Ml = (0°0625 - 0*0%48 ~ 0°Q077)pl2 = Q

(k2Z21)c 43
R4 0*787 pl - Q'&8467 ~17000 0
= + -
M4 - Q0’084 pl:2 17000 17000 - 070191 pl2
R4 = 0"711 p1 H M4 = ~ 0’0649 pil2

R2Z2 = (07625 + 0°375%0°0548%4 - 0° 125x0°0154x4 +

+ 0’5x0°0191x4)pl = 0730 pl

RI = (0°713 + 0°S20"0154%4 + 0" 5x0°0191x4) pl = 07782 pl

para calcular los momentos en los nudas 2 Y 3 no s& puede usar
la ecuacién global, que da nulos evidentemente, sino la
matricial de cada barrats
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(k22)b 82
=u -+ » -+
Mz 0”117 pl? 073500 27000 - 070154 plz
{k23)b 53
+ -
- 073500 17000 + 070191 pl2

M2 = (0?7117 — 2%070154 + 0°0121) pl?2 = 071053 piz
andlogamentes?

M3 ~ 0’117 pl? + (KIDH-82 + (KIZ)Ib-43 =

¢~ 0°117 - 1%0°0154 + 2x0°0191) pl2 = — 0’0P42 pli

{Argielles Alvarez, La Estruc. Metdlica Hoy, 111, p#g.lIvV-17Q).
Resolver matricialmente la estructura articulada de la pdgina
siguiente. Las secciones de todas las barras son idénticas y

el lado del cuadrado vale L.

Nota.—~ Véase el mismo problema resuelto por el PTV en la pdg.
70 de esta misma coleccidr de problemas.
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Soluciont

S8e escriben la matriz glohbal Yy 1as locales de cada barrat

—

(K*)a = (K')b = (K*)d = (<) F =

{Kil)a +

+ (Kii)b +
+ (Kit)c

(K21) a

(K31)b

(K&1)c

(Ki2)a (K13)b
(K22)a + (K23) e
+ (H22)d +
+ (K22)e
(K3MNe (K33)b +
+ (K33)e +
+ (K33 F
(KA2)d (KaZ)

(Kidic

(K24)d

(K34) f

(Kad)c +
+ (K44)d +
+ (K44) ¢

_
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AE 1 -3
Lz |- 1 1

K'e = K'e =

AE cos?a Senx oS«
K =

L sSRNN - COSX sen?o

A E 0 ]
barras a y f1t (KiltYa = {(KI3)f =
L 0 1
o = QO |
sena = 1 § cosa = Q
AE 1 Q
barras b y di (K11)b = {K22)d =
L Q [¢]
«x =09 3
gsena = 0 3 cosa = 1
AE 1/2 12 A E 17242 1/242
barra ct (Kif)c = =
L2 1/2 172 L 17242 tr7242

x = 459 ;

SENA = COSK = f§/2

barra el (K22}p =

Iz 1/ 1,2 L 17242 1202

fE [1/2 4-1/2] AE |:1/24§ —1/202

@ = - 459 3

sena = ~ d2/2 1 cosa = ¥2/2

Se escribe la ecuacidn matricial completa vy, lucgo, 1la
resultante de eliminar laz condiciones de contorno. For
cuestiones de espacin, v al cor lonu diosbinius términos da la

matriz glohal renctibicaes - - 1 Lo 1o nusenclatura siguientes
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1 1
1 + = X = 1*35355 i 1 - =T = 0’44645
242 24z
1 1
= Y = OFr35355 - = 71 = - Q35355
22 2z
r = I1r -
Pix rx Y &t O o ¢ -1 QO 1 2 Z dix
FPly Y ¥ ¢+ 0 -1 = Q o = 2 ra dly
P2x o o 1 ¥ Z 2 Y 3 -1 ) &2X
] : H
P2y AE o -1 1 2 X i Y Z 5 O v &2y
P3x L. -t o ¢t 7 Y ot X Z + 0 Q &3x
P33y [0} o = Y zZ z X ¢ 0 -1 §3y
P4x Z zZ 1 -1 0 < O @ X Y S4x
] H z
Pay z zZ = (¢ o = ¢ -1 H Y X d4y
e —d . — e -
Siendo nulos los siguicentes vectores de carga y de
desplazamientot
P2Zx = P2y = P3x = P4y = 0 H §dlx = &§ly = 43y = ¢ ]
Y conocido 21 valor de PAx =P , carya sobre el nudo 4,

quedando el vector de cargas (0,0,0,P,0) igual a lo que sigue,
mul tiplicado por AE/L:



M T

De 1la

resolucidn

PROBLEMAS

— 1 r -
1> 33355 - 0’35355 ~ QF353I55 - 1 o &2x%
- 0*353553 1" X5355 0" 3I5I5S ] 0 &2y
- Q*35353 0" 35355 135355 Q o | &43x
-1 Q 8] 1° 35355 0" 35355 &4
0 ¢ 0 0’35355 1* 35355 4y

e — . =

"

» AE/L.

matricial anterior salen los valores gque se

indican a continuaciaént

—r
2% = 1914
——
S4x = 27311
- P L
& =
2 A E
e P L
& =
3 AE
c T
S = L. &
4 4

P L P L

- P L
' 152y = 0*I94 i &3x = 0*396
A E A E AE
P I L
3 g4y = - 07604
AE A E
{2 ¥z 17914 NG PL
—— o m— = —— 1°51B
2 2 0398 2 AE
¥z N 07395 ) 42 PL
- = ———— 0’396
2 2 0 2 AE
pu p—
— 273117
= ['costx senot] =

2031y £z
= —— 17707
07 804 2

[+ =11

157
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las fuerzas de cada barra se calculan en locales! F* = K*'- A *
nc F L
barra a (P12)a = 023748 = Q7574 P {tracciodn)
l. A E
N o L
barra b: (P13)h = 07394 = 0394 F {tracc:on)
i A E
nNE = F L
barra c: (P14)c = ——— 1 * 707 = 0’834 F (traccian)
2. 2 AE
. nEe ‘ P L
barra dt (P24)d = (27314 - 17914) EXeNS =
L. A E
= 0’397 P (traccion)
NE V2 P L
barra et (P23)e = —_— - 1°518 + 07396 ) =
o2 A E
= ~ 0°361l P {compre.)
n o L
barra 1 (PI4) ¢ = ( — 074049 ) =
[ A E

= — 07604 F (compre.)

f4y = - P , e igual Ply = + p

Py = — P



PROBLEMAS

Calcular matricialmente las leyes de esfuerzos de la estructura adjunta,
teniendo en cuenta que la seccifin de todas las barras es de 0'40,0'25 mz;

las barras se consideraran elongables y no se tendrd en cuenta el PBSO -
2
propioc a efectos de cdlculo., E = 3.106 t/m

ﬂ B e N

A

bdvondodd LY

?—:Zi/ml 3

l ‘ffﬂl. i 2m, E

2
3.106 t/m

i

A = 0'25,00'40 = 0'1 mo
?,H 1= “’;Z « 113,107 ot
4m, EA = 3, 00 t
EI = 4000 t e
€. i;w ?ﬂJT——I___:r___

Adaptemos la nomenclatura de la siguiente figura, con los ejes globales -

indicados:
4t
q_:‘z é/gn.

PP raL VN Yataravatavaatatu sV} :) i.nnf: -

A (o
® ) @ .
?_m.t( IZt____._c__

L

(b
X | ) -
®
7777
5 M.
- Ecuacién matricial generali__“- _ _

i S

P1 [K11}a (K12]a 0 1

Po 1= (x5, (Kpp) +(<q ), (Ki2)y g 2
_Pa 0 (Ko )y (kop)y g 3

159
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Por empotramiento, $1= §;= 0 ; por lo tanto, y segdn el siginificado fz
sico de cada matriz parcial, las columnas 1% y 3% se pueden suprimir, —
quedando;

P = (x

2 o2)at (K,)y 52 Q-)

vamos a calcular las vigas (a) y (b) en coordenadas locales:

T o B
ﬁamamm_fnga.:uuré ~ _—== -

® @
TR,_: st RL:SJ

L S P12

-
—_—— . ]
/ B el e -

En esta viga coinciden las coordenadas locales y globales, luego las reac

ciones matricialmente valen en ambas coordenadas:

—av1 16

0 0 -
(1) =D | -s .,(2)—_-_-{; -5
4'

P

Barra (b}:
-DG\ dZ‘
W © amt ® pa Hw\soitg * Y
/? N. 2t Mg ) ®
% el
A .l }
d 2
0




PROBLEMAS 101

2 ~
b b 2 0'6+2 -
am —— —— = . H = = -3 1
(Hzﬁm [4 3 —5 1] 0'6mt; A=A = a'a
1
-
= 2 = 4 =4 (2 =8 - 4 . = = t .
Na-i-Nb 2 ; N, Nb (2 ) N N 8/6 =113¢t ;
N =0'6t
b

Las reacciones en coordenadas locales valen:

13 0's

(2) =—p |0'a | (3) —=p| 0'@
-

0 -0'6

La barra (a] repetimos que coincide con coordenadas globales; no asf la -

(b); la matriz de transformacién, puesto que (b) forma 2709 con la global,

es:
COS . —send D o 1 o
[T]: sSen o cos < o — -1 o o ;
o o 1 u} [a] 1
- s} -1 a
T
T = 1 [a] o}
o o 1

Calculemocs las matrices de las barras:

EA/L a u]

1

(kop), = (Kop) = o 12e1/.° <1/

a a

o —££1 /:_2 4ET /1
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£0CoU a} Q
= o 384 ~560 (2)
= 5960 3200
EA/L o o
4 3 2
(K = ) 12EI/L +EI/L =
1°b
2
o EEI /L 4ET/L
50000 o o
5 - r T
= o 222'2 666'6 i K=FTk T ;
~ -~
o 666'6 26656
a 1 a 50000 o - [s] o -1 a]
-~ -~
(K”)b—- -1 o o o 222'2  666'6. T o o=
] )
o o0 -1 o 666'6 2666'6 o o i
-~ -~
22212 0 666'6
= o 50000 o {3)
- -~
666'6 0 2665'6

En cuanto al nudo (2), ademis de las reacciones antes calculadas, exis-

AT

e —

ten las T) 4 m T; y las reacciones de la barra (a) y del nudo

coinciden con globales, perc las relativas a la ba

rra (b} se han de pasar a globales:
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o 1 o 13 o7
<l
=T P = | =1 a a 04 |=| -113
[a] o] 1 Q [u]

i

Con 2o cual el vector de cargas total del nmudo (2) en coordenadas globa

les queda:
u} [u] -7 ' -0'2
<4 |+ | -s + | =13 | =] -103 - [Pz] (a)
-4 4'18 o 018

Teniendo en cuenta la ecuacién (1) de la primera pdgina, con los datos -

(2), (3) v (a) de lmsisuiu.i.ﬁspéginusresulta:

08 6022213 o 666'6 uj
A
-10'3 | = o 50384 -960 v, | =
N ~ )
5118 666'6 -960 566616 »
-0'd = 602222 u, + + 666'6 B, 1«1l
-10'3 = .+ sozeay, - se0 ¥,y 1p]
0'%6 =  ee6'8u, - 960V, + s866'6 9, | (]

2 2

—0'a-866'8 95
de 4] =p v, - 6005572

llevando al‘(] gueda:
-10'3+980 B>
50364

a
a
~1

ot
<
n
|

163
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D - 4ws . 10
2
M_ = 7133, 10
2
-]
v = —2'05 . 10
2
Como
te:
N1a
V1a
M1a
NZB
VEa
M,
60060 o a
o 3e4 960
o 980 3200
=-50000 o o]
o =384 ~960
o 960 1600
-5
N,o=0+ (-60000) (~7'33.107°) = 0%440 T = N,
Vo=

1
método C.)

t
T
|
'

1
i
i
i
1

-7'33,10

P

fa}
5]
”~
4'16
a]
5
-4'18
-60000 o
o] -384
0 560
60000 o
o] 384
Q =960

-5

—2'05.10—4

5
-41'35,10

PN

la barra (&) estd en globales = locales, se puede calcular directamen

+
a fa)
960 a
1600 fa]
a —7'33.10—6
=360 —2'[15.’10“4
3200 —4'35.10_6

(Ha del método castigliano)

)
5+ (-3'84) (~2'05.107 ) + (960) (~4'3s, 10'6) =5'075 T = v, (va del
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M. = 4116 + (-960) (—2'0s. 107

-6
1 ) + (1600) (~4'35.10 ) = 4'3587 mT = M,

[Ma del métoda C.)

N = =440 T , VvV =493 T

M = =3'98 mT
2a

2a ; 2a

En la barra (b) los desplazamientos %2 hay que pasarlos a locales:

—_ -
-6
o -1 o ~7'33,10
0
-1 § 1 o o 205,107 =
o o 1 —4135,10°°
2105, 10
= 433,100
-a-as.mj
— "‘
No 113
[}
" 03
T 0
—_—— e —— - - P — _:\...,_ +
- k
Nog, Q'8
a
1
Voo -0'4
" a6
b
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— i R
50000 0 0 , =50000 0 a +2'05, 10
| ~ —
o 2222 ee6'6 ., 0 22212 666'8 | |-7133. 1078
~ A ~ A -5
0 666°'6 2666'6 0 ~666'6 1333'3 | |-4'35.10
S e A I N,
-50000 0 0 | 50000 0 0 0
- -~ | - -~
0 -222+2 ~566'6 | 0 2re'2 ~666'6 0]
pa] -~ ! ~ -
0 666'6 1333'3 ' 0 -~666'6 2665'6 ]
Y resolviendo como antes, Ny = =10'917 T (vb del método C.)
= v T " f H
Vy, = =0'440 (Hb )
- 1 i 1] "
M, = 0'656 T (Hb )
= 8192 M = ' = '
N1b 92 T ; qu 0'aa0 T , M“:J =006 mT
Célculo por castigliano:
t
gm2bfm [0 (1) H, = H
/a \r\f\m"v\nﬂ'&‘h‘\ it
'4 A (2) v+ V=16
S TV e 2
™ 3 = H H -5 -
“ l'zt (3) My =0 M6 Yo
'Zh\.t (, —_—t
- M + 57 =
a
(3') eliminando v, =—>
(:P’\/,_ .
4 M +8H4 +5Vv-M —23 =0
b & ‘a a
Wy B Suponemos en (3') ———=u. M=
A ———— 71; e e

7
n, M

¥

(

v

5 A

= f (vEl , Ha]



PROBLEMAS

2
M =M =V x+ x
X a a
1 ) 21
e S,
M =M =5V =H x+25 =4
x a a a
2
M =M «5V -H x+25 -4+ 2
X a a a ————
3
23
M M
QMX1 2 fa"a N, "o Mg
—— = ] = = H de(.‘3')=}5- o, a5
D M, DM oM, D Vg ? Ve
5 DY 0 o 5
- - R =
7aH D H,
M
o, o cLeTY
v == x + Va ==-x+5 ; = - ==-5+
/DE ,-Da /Da /Da
R
+ ==~5+5=20
A
DM O M I M
*, rDMEI X, s ’DMa

;r=0+ H = = -+ =ax+ 6
Ha /DHa ,/DHE. /DHE /DHE

Al aplicar ashora Castfglianc e igualar a cero, suprimimes en todo 'I/EIZ
[y G 2 ,6
~Uu 2
=0= | (M =V x + x Jdx + M-85 v —Hx)dx+21 |ldx+23 | dx =0
zﬁ)Ma a a a a a

fal

M ¢ . z
~
Simplificando sale: 11 M_- 42'5 V, - 1B H+ 175'6 = 0 (a)

g

J
C

2
v T (Ma— Vox+ X ) (5.-.x) dx = o0 ; simplificando queda:

IM-5V +125=0 (8)
a a

167
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5 \2
“oU
TOH

¢

2
=6 | M~V x+xJdx+ [ (M =5V ~Hx+21) (B=x)dx +
a a a a a '

J

+ [{M =5V ~Hx+23) (6x) dx = 0
a a8 a

B
-

2 2 3 2
(6-x) (6-x) x X
30 Ma_ 75 Va+ 250 + Ma —_— - 5 Va = + Ha 3 - 5 Ha 5
2 G
21 182 + 23 —........(5"‘)2 0
= m; 0
¢

Operando y simplificando, resulta 48 M- 165 V_ - 36 H, + 644 =0 (8)
Resclviendo el sistema (4), (5) y (6):

(4) =2 1M -42'5V - 1B H_+ 17546 = G

(s):p,aema—1ssva-3sHa+ea4=u

22 M -85V -36H 4+ 3513 =0
—_ a+ a+ a e—

suwmowclo:

48 M -165V —-36H +644 =0
a a a

-

26EM. - 80 V. o+ 292'6 = (@

a a
(8) =—1> 3M - 5 V. o+ 1215 = 0
26M - 80 V. + 292'6 = O

— a 4= = R—

48 M =~ 80 V. + 2000 = O

a a

22 M -~ 926 = 0 Mo=4212m T
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3Ma+12'5
de (8) =p V =2 e _ 5272 T =V
a S a
=16 =V = 10" =
vb o 0?3 T Vb
11Ma-42'5V +175'6
a
d 4) — H = = 0' T:
e (4) =p 1, = 0'463 H_

d = ==6H +5V +M =57 = =0'701 =
e (3) =% M, AR N 07 M

Comprobacién por Cross:

No tememos en cuenta las cargas verticales de 4 Ty 2 T, que se transmi
ten al empotramiento inferior,

Rigideces proporcionales a 1/5 y 1/6, es decir, a 6 y 5 respectivaments;
para el cdlculo de los momentos de empotramiento perfecto vale lo halla

de en cllculoc matricial,

+41212
+11135 -4 | +0'376
-1'E0 +1'896 —=
+41167 ® 0'545 -1'820 — ® ”
4 T Z
- -2'180 0'as5 +0'670
41167 -0's10
421271 +0'548
-a'me! | +0°708 l
v_ = 2; + 4'212'2'076 =5'0272T=v Vv -16-V =10'9737T-=

1 r
H = H = 0'076+0"708+ 0484 T = H = H
a b 6 a b

169
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Resolver matricialmente la estructura de la figura; todas las secciones -

2 2
san de A = 0'65.0'40m vy € = 2"I.'IC]_-6 T/m .

st @

r—

g L fom

&)

D
v
Y
5 5 ¥
E=2"1, 10 T/m
2 2
A=0'6868. 0'd0m =0'26m
3 veem3
bh 0'40.0'65 -3 4
= = =l1.
I 73 = 9115 10 m
2

EI = 19215 T m

Debido a la barra D, se puede considerar el pSrtico como intramslacional

y tenmer en cuenta solamente el cdlculc de los momentos, actuandc en los

nudas (1) y (4) las reacciones verticales 8.8/2 = 32 T y la fuerza de —

5 T exterior estudiarla al final en cortadura y traccién o compresidén,

+ QZI?'\\

v 476
* ( g}/mw\mff;/f‘i . 5“ PR

n
f32t ?1zf
¥ AL —
papte B 5
P, + 4218
P N T



PROBLEMAS

tLa matriz completa de la estructura serfa:

(<11)a (K12)q
(ada (Rpplgr(iy )pr(y,)
K =
© (<a4)p
© (<30)y

pues no hay £1, S 4 desplazamientos de

Q 0
(<05), - (K2
(Kop )yt (<44 {Kipde
(kgq)g (o)t (K5p)y

los nudos empotrados; ni son po

sibles movimientos 1 de (a) y 2 de (c) v (d)

Perc escribimos mejor la reducida:

(x

(%,.)

21°b

opla * (Kqdy + (<)

d (K12)b

[K11)c

(kgp)y *

Como sclamente calculamos momentos, no hay que tener en cuenta transforma

cién de coardenada y calculamos directamente las matrices de cada barra:

4EI/L 2EI/L
(K): = ET
& 2ET/L 4EINL
12 1/4
(k) =€I ;o (k)
b 1/4 1/2 €

-

171
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a/ B0 2/ V&b
(Kd) = EI B . ;
2/ Yy 80 4/ \ 80
i
o f%_ 11947 0'25
Vao
K = EI = 19215
1 1 , ,
- -t o'2s 1150
Sistema de ecuaciones: -42'8 11947 0'2s5 ) 5
= 19215
~~
428 a'2s 1150 %
428 = 19215 D'ac&?‘az + 0'25 93 ’
42'6¢ = 19215 [0-25 B, + 180 ‘63
-1 0'25
~
1 1150 4278 3
‘Bz - == 1'36 ., 10 radianes
11947 0'25 19215
0'25 1'50

B. = 191,10 radianes
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Con lo cual, las fuerzas en cada barra son:

M 0 1 ar's 0
1a
Barra (a) = + EI S MAa=-13'D7 mT
-3
o ~1136, 1
Mag 0 S 1136.10 M, =—26'13 mT
_ 2a
M 42'6
b
Barra (b) = +
]
M2b —42'6
-3
ars 025 -1'36.10
= 1
+ E1 . M1b 781 m T
-3 ]
a'25 0'50 1*71.10 M2b ==32'"77mT
M1C 0 1 0's 1'71.10_3
=32'8 T
Barra {c) = + EI . Mc 32186 m
M 0 g's 1 0 M, =16'43 mT
2c 2c
1d a
Barra (d) = +
M2d 4]
a/\B80 2/V&0 ~1136,107° M, ==11'69 T
+ E X .

— — M, = =5'84 mT
2/Veo0 4/ veo 0 24 "
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+3'%\ .
5 { 3214
___@. cd‘fm\/\ﬂv‘vvv\ N i)
Wi Yo ife b 4 312'%6
46
! ~
\.\ [ l
At
‘q6 /
O] —— ¢ (F ¥ v \jlfz?;:
~ 1, 1 ~f
H(':n‘kziﬁ‘ﬁ-{'( ’7;7/7 ‘180 ’Hi - T T = ” ’77_@ - Hq:\‘i'g
Ia - '
—aa M, = D, N%L—»\o 59

LMg=o=b - n.-—r.k-}%l)« My+Vyl=0 ; Vit =34's1
o= o &V = 2944

32
s |

——

- 23z Mt M
Ty

4 1'q¢

AN

Yo 5+9B+088-12'32 - Cwnd =0
-~ -a'tg c =336

—— q'g3M,
1zq'|¢i =, la compvobacin  del nuch @ e clmilav

an‘temts ffec‘}oves
Y clezfﬂvnqu

;"-7; XD

@ (3'51)°

£

- ¥ » . .
Il'r«cron -comfwsrén ' Ll



PROBLEMAS 175

(Eacuela Técnica Superior de Arquitectura -~ Sevilla).
Calcular matricialmente las leyes de esfuerzos de la

estructura adjunta. Los nudos 1, 2 vy 4 son articulados) el 3
1o es asi mismo, pero tiene una conexidén elastica segin detalle,

ﬁ ; o '3*-’ ver ceballe A

at

7) Joe

K=~ t0.000u

E=2x 100 t/m. = 2x1o‘k%/om2 Detalle A

seccién barrass 10X{0m? muelle qua deja li-
bro todos los mavi-
micnios v y ¢ @

Soluci ant

Al ser de nudos articulades, solo se tendrdn en cuanta las
coordenadas »x — vt ge calculan los vectoros de cargas en los
nudos
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barra 4, nudo 21

S000

&00

5000

nudg 314

&0

La matriz global est

Al BS8@r una
cusnta también cortadura,

de la format

S00 = 4166°7 kg traccién,

4iud’/

0

100 = 833"3 kg comprenidn:

(P3)4 =

+ (k224 + =

&3

- = I~ t H :
P1 —— e e e e ] i o o 8
H H H
P2 | | we———— I R H
- H] H (1:22)2 +
PX —-—1 ——
] H
P4 e e e R Lt T H
H H H
L - L
u -
P3 - (k222 + (k22X + (k2D
3 - e

+ 3000°0 + 833°3

[T T 1}

estructura do nudos articul adoz,

-
(E ARY/ L
[0}
AL
Q

de

la matriz local

Q s - (E A}Y/ L
t

Lo} ] 0

Q H (E A/ L
1

0 1 Q

(¥

el W tuner  en
tada barraea sera
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CcCosdcx
k = *k* [ coso seno
{: BE'I'\G] E ]

EA 2.000.000 »x 100
barra 4 = = 333.333*3
I 600
333.333°3 4]
matriz globalt: (k22)4 =
O [¢]
E A 2,000,000 x 100
barra 3 1 = = bbbh.bb&E’T
t. 300
a = - 9Q0°
spny = -~ I , cosa = Q

o o] bhb. &LE?T o] o ~i7]
matriz globalt (k22)5 = -
-1 (o] 4] 0] 0 O_J

Q L) .
(¢ bbb. &6 7

EnN 2,000,000 x L00
barra 2 : = = 298.142%4
L 4 6002 + 3002

tgx = 3I/6
sena = 0’447 , cosa = Q0’8328

matriz global:

6,194 o por{a B B It ) v 2G93 Q447
(k22)2 = =
0447 0 Q Q Q Qo

2ifi286tl  149: 18304
117.143° 1 59.571°6

Con 1o cual, la matriz global, (k2292 + (k22)4 + (k22)5, guedat
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['239.286'1 + 333.333.3 112.143%1 + 0 + O~
-
119.143"1 + 0 + 0O 39.5371%6 + O + bbb, A6LL.T
571.61974 119.:4571 7
117,133 726.233'3_

Ahora bien, ®! resorte tiene una constanteg K = 10.000 m/t =
= 100.000 kg/tm, que se ha de sumar al ali de la matriz {movi-—
miento u3 del nudo 3)1 luegot

3.833*3 671.6194 119.143" 1 u3

3.000%0 119.143%1 726.238°3 v3

resolviendo, se obtienen los valorest

-3
uX = 57 12x10 cm.

V3 = 3'29%10°° ca.

Resta calcular las fuprzas en barras] en la bLarra 4 los
movimientps locales son coincidentes con  l1os globales vy el
vector de cargas de dicha barra, (F2x, PZy,FP3x,F3y) aal

4. 164° 333.333°3 0 ¢ -333.333'3 0O 0
H Q
o 0 ot o o o
—————— ] e ] ———me
-g33'3 -3IF.III'T 0 1 33333373 o | [5°12¢10
o 0 ot o o 3*29x107 3
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(P2x)4 = - 5.873*4 kg (traccion) , (P2y) 4

il
o]

it
o]

(P3Ix)4 = 873’4 kg {traccion) » (P3y) 4

e igual se resuelven las restantes barrazf en la barra 2 sa
han de pasar lo= movimientos u3 v v3 a localest

u's cosx senx uX 0 6" 05x10°5
=t - -
v a 0 v3 4] o
208.142% 4 0 1 -298,142%4 < Q
(F1)2 ] (3]
0 Q1 o] (o] 0
-298. 1424 Q1 298.14274 o] 6'05m1ﬂr3
{(PI)2 H
o a1 (o] Q 0

(P1x)2 = - 1,80X%t kg (traccidn) s (Piy)2 = 0

(PEIx)2 = + 1.80F"t kg (traccidn) (P3y)2 = @

vy 2l resto se va calculando de forma andlgaga.
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Resolvaer por métodos matriclales 2l pdrtico de la figura adjunta (Ensi-

desa, tomo I, pag. 670). (Medidas en metros y cargs en toneladas).

_.'M-':-'Z- \m'.'.lf

B r?=3t c

I,
I, I, ;124 E=2x 105 Kg/c:m2
aEa 1490 Kg/t:m"2

A a Ho > 1

ﬂﬂ"ﬂ??‘"*" = dqﬂi/;
G vy

X » 5

Solucién : Las Férmulas de Ensidesa nos permitirdn un predimensiora —

miento y una comprobacidn firal. Tras de varios tanteos adaptamos @

q 2
- dintel PNI 20, 12 = 2140 cm , A2 = 33'S cm hI2
K = - 10525

a
- pllares PNI 16, I,' = 935 cm , A1 = 22'8 crn2 II'I

a a
W, = 214 am”, W = 117 cm

Pn mf{ nm) ax4 2x2

vV o m o ] o ete—t—mne = — 11+ ' 32022k9=\l
a 1 12(6k+1) 5 36({ 6x 11526+ _ a

10156

vd=3—va-978kg=vd

P,
M = H 3Pmn Ix3x8

= = ' = E d EH
o = M4 = SiAles) ~ deavees © 0RB v 4B ke Hy

d
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Pmn 1 n-m
1 I g—— — 1] -
a 21 [k.+2 T{Bk+1 ] 07302 mt = M,

= M " " 1 -
Md + 0'633 mt Md

Pmn

1 n=m
ISR S — = = 1'200 -
My 1 [k+2 M= CTE)) ! mt = W ¥)

M = " o " __110$mt_Mc)

Pmn an rnMc
D e 4 e e w 201844 al
MFJ —* I * -7 2'844 mt -

284400 3
omkg o 203 cm , vélido

w =
dintel 1400 kg/cm

120000

wpilar = a0 86 CH’IB, vélido

CAlculo matricial.— Adoptamos la nomencletura adjunta @

c 2L 4 {? )
¢ o Y —
#a T 1 s
Vo Va
(‘L) BN LC) —2'6%10? Me % £ '3 xl0>- M
\ V'[-‘"?-'zl \ V,-.D
A ‘l — N,z O e M;’-o
7777 sfoéa_ es 7r 2 . 3
2 2
Pab Pa b
Q\L2= = 2'67 mt ; ‘1:3._5.-1133,“1;, F
1 1 A2 -
] F3 =
- P -
o P2 Va _ a Vo ¥
2=—i-+—1—-—=2222kg,\l3=—i—-——-1 a 778 kg
a
- 2222
- 2'67x10
= o
- 778

1133x10
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il | Cada (ki ° @ §,=0
Fa ] (g gl + lkgly (k) ° s’2 -
fa ° (k) (kg + (kggdy  (kggdg 83
..F“w L.D ° (k@)c (km)c L Sﬂ =0
Fa ] (kg + (k) (kpa)y be
LFB (k) (gq)y *+ (kga)g ga

para el célculo de las matrices en globales tenemos
(a) =+ A = 00°
{b) == lacales = globales
(c) wed & = 2702 (-50°)

matiiz de cada barra en locales i

[ Ea | L e i . 7]
L I L
i
o 12ET 6EX ; o = -
L"‘"a z e K
)
a 6EI €1 ! o &I  2EI
b= = - & &L
[MATHIZ] u® L L t
EA G o ! EA o) o]
L | L
. 12ET 6ET : . 12T EET
3
L L2 | L3 °
o 6ET 2FT ! a 6EI  GEI
L2 L ! L2 L
- ] .
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6
EA 2x10 xz22'8
vigas (a) y (c) =b — = _X_T;.ag_.- = 414.000

&
12ET - 12x2x 10 x935 a5

3
L 400

6EI 6x2x106x935

L2 !.\002

= 70,125

4aEL 4x2x106x935

00 = 18.700.000

ZEL_ 5, 350,000

: 6
A [ |
viga (b} ===y E—-z—"-q—g——mgsa—é- 111.667
5
1261 | 12x@x10x2140

L 600

236

5 :
] §E§£ - 6x2x10 ;2140 - 21,333
L 600

)
4ETI  Ax2x10 x2140
—L— = T - 25.533.333

— = 14,266,667
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Cambio de coordenadas en vigas {a} y (€) : k=1L k* L
cos v =gen ] . Coso sen& o « = 0De
L= sena. cos gl o i L = | =seng cosel O 2
ol .= — 908
o o 1 Lo o 1 {c)
= — — m—
o - J=] o 1 o
L -1 o o H Lt = (-1 o o H
(a) ' (a) '
o o 1 | o o 1
—u 1 a ] mn -1 o]
L = o] 0 : Lt =] 1 ) o
(e)= " {e)
Lo o 1 o a 1
- - pu g
For lo tanto, las matrices que vamos a necesitar son
o -1 c 114.000 o] a o 1 o
(kzz]a =1 o o o 351 - 70.122 -1 o o
o o A o] - 70,125 18'7x10 a o 1
351 o 70,125
= o 114,000 fa] H
70,125 o 1Br7x40°
111.667 0 a
(k22)b - o 238 + 71,333 ;
o + 71,333 28.533,333
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- 114,667 o a ]
LN o - 238 ¥ 71,333 :
+ 7M. +266.
(|~-.32)b o+ 71,333 14,266.667
u -y
111.667 o Q
[kaa]b o 238 -~ 71.333 ;
) - 71,333 28.533.333
" 114.000 o o
t
[kss)c =t a 351 70.125 ] L.
L o 70,125 18710
351 o 70,125
= a 114,000 o] :
704 125 fa} 18 7x 1th5
. e
r -y
F + '
2 [kzzla (kzz)b (kza)b S 2
F
RE (kgly  (kggly * (kgg)g b5
g —y
a
- 2222
- 2167x10°
o
~ 778
1'33><1l35 B
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- H el B -1
112.018 o 70,125 1-111.667 o 0 u,
o 114.238 71.333 | a - 2338 71,33 v,
0,125 71,333 arz2xe®l o 71,333 1413x10° %
d ;
i
-111.667 o a ' 112,018 © 70,125 uy
o ~238 -71.333 ! o 114.238 —71.333 v,
B o 71,333 14'3x106= o =71.333 4'7'2x106_‘ A
resolviendo : \
“0 = 112,018 u,, + + 70,125 %2 -
111,667 u,
2222 = + 114,238 v, + 71,333 %2
- 238 v, + 14.266.667 a, (2)
—2167%10°= 70,125 u, + 71.333 vé + 47,233,333 92
- M3V, + 14.266.667 ¥, } (3}
0 ==111.667 u,
#112.018 u + 70.125 93 (4)
- 778 = C - 238 v, =~ 71.333 92
+ 114,238 v, - 71,333 9’3 (s)
1133x10°= + 71,333 v, + 14.266.667 92
- M3y, + 47.233.333% (6)

_ J
Si se ammlizan las ecuaciones (3) vy (68) y se observan sus coeficientes, -

se pueden despreciar en primera aproximacidn los términos en uz, v2 y UB :

—2'67x10° = 47.233.333‘3-2 + 14,266,667 93 2167 = 4723 ‘32 + 142-793

5
1133x10° = 14,266,667 B, + 47,233,333 93 1933 = 162479, + 472'39,
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267 142'7
Q 1933  472'3

e - 0'0072 radlanes ;
472'3 142'7 202704

142'7 472'3

a72'3 = 2'67
@ . 1427 133 | os 1009'168

202704
3 202704 0

LY 0'005 radianes

i .
sustituyendo ahora en (1) vy (4) me 504'9 « 112,018 u, = 111.867 u,

- 350'6 = ~111.667 u, + 112,018 uy

gque, resolviendo, de lns"msuliad?s P u2 = ua = 0'22 cm,! y llevando ya
todos estos walorss a (2} y {5} queda 61 sistema :

- 2065'C7 = 414,238 \:2 - 238 VS
gue da los valores va- -~ 0'018 cm.
- 934'93 = — 238 Vo + 114,238 V3

va- - 010082 cm.

Cdlculo de reacciones Pinales : pera la vipa {b), localss = globalses 3

- 1T [ 1 r 1
Ny 111.667 o© o | =111,667 @ o Q22
Vo o 238 71,333 ! o -238 71,333 | |-0'0%8
o, o 71,333 28533333 | o =71.333 14266667 (-0'0072

= ! +
Ny | |-111.887 o o : 111.667 o o 0122
Van o -238 ~71.333 f o 238 -=71,333 | |-0'0082
L o 71.333 14266667 : o =71,333 28533333| | 0'C030
. J L ' — _l
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— -
o
2222
2'5’7x105
| ——————— : resolviendo esta ecuaciSn matricial, sale N2b=N3b= 0 ;
Q
778
-1'33x105
| —
Uy, = Vg = + 2060 ka T
Vg = Vo= 57 ket (se observa que son valorss aproximados)
- L ]
MB M2b = 1'32 mt")
= = um )
Mg = My 0'94 mty |
para el cflculo de las reacciones en los empotramientos hemos de pasar -
orimeramente los desplazamisntos 3 o y (d_ 3 a locales :
- 1 — p— -1 = - o
ul c 1 o] 0122 - aro18 ucﬂ
vij= L.tgz- -1 o o] |-0wwB |=| -0'22 il va| =
Lé e o 1| |-0'0072 - 0'0072 3
J L. -4 L e b - T
o -7 o o'22 _.0'0082
=11 o a - 0'0082! = | DO'22
(s} o 1 + 0'0050 | 0'005
l“l1 ~114,000 o o -0'013 N1- VAu 21052 t1
= — ' = m - 4
V,' =] as1 70,125 =022 = V1 HA 0428 t
M o ~7.125 grasx10®| | -0'0072 M= M = 0519 mt )
1 : JL | 1 A
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) v ovess o]

Ny 114,000 o o 090082 Ny= V= = 07935 t

v, |= o - 351 -70.125 o2z = V= Hy= = 01428 t —
M, a + 7.125 g13sx10°| | 0008 My M= 0's22 mt3

Con las deformaciones calculadas, sale la deformada @
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(E.T.5.1.1.-8evilla)

Resclver matricialmente 21 pértico de la figura, gue se supone
predimensionadot pilares HER 260 (I = 14,9192 ca?® , A = 1i8,4
cm?), dinteles IPE 330 (I = 11.770 cm? , A = 62,6 cm2), E =
2.100.000 kg/cm?.

{=20 mc. l

Solucidént

Primeramente se numeran nudos y barras vy se fijan courdenadas
locales y globales; 1as matrices lucales s@rdn de & x 4, al
considerar esfuerzeos axiles, cortantes y flectoras.

FPara la transformacién de coordenadas a globales se tendra en
cuenta la ecuacidn matricial:

P'x - s 0 P
: T
P’y - . c Q Py P = L F
I 0 O 1 M £ = Cos« 5 = seno
T
P =K & F =L P §F =L &° K =L K* L

Y 1a matriz general dec cada barra, en globales, siguiendo la
nomenclatura de Livesloy, se escribes
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E A 12 E 1 EA 12 E 1
A= c2 + a2 n H B = 32 + c?
L L L (e
AET E A 12 E 1
H = L] D= c-s ( - 3 )
L L C
LE 1 6E1I
E= -5 i F=c
L2 L2
- A B E 1 -A N E 7
D B F : -D -8B F
H
E £ H t -E ~-F H/2
I B o a0t s e e e
-A -D -E ¢ A D -E
1
-D -B -F 1 D B -F
H
LE F H/2: ~-E ~F H

La ecuaci én matricial de la astructura en coordenadas
globales, eliminando las condiciones de contorno, est

Bl [ (K22)1 + (23) 2 OT [ u2 ]
+ (K222
P3 = {K32)2 (K332 + (K343 o ud
+ (K33)3
P4 ¢ (K433 3 (K43)3 + us
| + (K44)4

Nota.— Con los datos hasta agui enpuestos, no se realiza paso
a paso el cdlculo de matrices de barras y su paso a globales,
ni la armadura de la matriz global, gue se deja como ejercicio
al alumnot los resultados, que s2 han obtenido en prograna
intdependiente aparte, =0 mucstran en las paginas siguientes.
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L} ! long, ¢ area & M.]. ¢ 3 t M 4 FERIE SN 501 N S | ST S S § YR
t !olcmd 3 (eald t tred) @t dkglerN 1 (hnfem) 1 figfoe) gl v fomags b wamkg)
’ [ . L T T T ey B L DA LT §
pilar (al v 500,00 1 118,40 ¢ {4.909 ¢ 2,100 000« £14,00 ¢ |.740,55 ¢ S22,!85 ¢ 208.86e.000 ¢ 106,435,000 &
t t ! t H : : H : i ]
Tpilar (4) & 600,00 ¢ 118,40 8 14,919 ¢ 2.100.070 1 16420 ¢ 1,740,55 ¢ 510,065 © Z0B.B50.500 & 19%.433.000 &
[ { 1 L 1 ! 1 ' H : i ]
tdintel (s1) 044,08 ¢ 82,60 1 11,770 1 2,000,000 1 125 914 ¢ 282,88 ¢ 13B.037 ¢ B4.LT3. 30T+ 41,549,185 4
t t t 1 t ! ! H i i [l
idintel(s2)8 100,03 ¢ 62,80 ¢ 110.770 € 2,100,000 ¢ 175,000 T 280,58 ¢ 135057 ¢ Mao¥B.300 ¢ 47.349.185 4
t 1 ' H 1 : H : : i H
tilechati) r 300,008 - - @ - : . - ; . ; . "
' 1 : t t ! ¢ t : : '
Huz{l) 1 2000,00 ¢ -t -t - ! - ! : - t - i
Matrices de transformaciont
H La t Lat L ld ! Ldt i
' T T IR |
' 0 -1 0t 0 | 0y 0 1 2t 0 ! 0t
LI | 0 0: - ] oy -l 1 I B | q 01
L] 9 0 s q o It U] 1 1t ¢ ¢ 14
| st t Lstt ' Le? : Ls2t i
t - B mntt L I LY ST TP T A 1
10,% -0,29 0,00 1 0.95 0,32 0,00 40,9 5,20 0,00t 0,95 0,32 0,90 4
o, 0,% 0,00 1-0,32 0.95 0,00 $-0,29 0.9 0,00 ¢ 5,30 0,95 534
10,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 20,00 0,79 .09 0,0 ¢,00 004
cos &) sen 8! cae <7 zen 52
0,38 9,787 0,958 4,2
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Watrices de barras?

! i
tAE/L 0 9 -eElL 0 0 t
: ¢ e ZO RN L3 N :
; L] EEL/AL2 AET/L 0 SEDL2 ZELL :
R R S
; 0 -12ETSL-LET /L2 ;0 12014 -6E1JL2 :
: 0 SEI/L 2FTN ;0 -EEINLT SEL/L ;

——
-

Watrices de barras?

1Y, -Barra & (local) .-Barra & giohal,k=la.k’,Lat)
100 0 ¢ Ml e -322163
¢ 174 S0215% URFER I 0
0 32218% 208824000 ' -3llia3 o 208854000
2}, -Rarra s ftorald 2b.<Darra s} tglohal,k=Lsl.k’.LEltl
195008 ¢ 4 LSS MsM -390%
9 284 13e0r7 REFE B 1Y) 130349
O 1TL057 99400719 -30076 L3U3L9 93A9R3A9
. -Rarra 57 {loral) sY.-Zarre 3 tglobel,k=Ls2.k’.Ls2t)
1275914 ¢ f HITE4L - 39098
1 24t 131057 TRERE lesls 130319
O 136057 9440974¢ 0135 135319 409B3AY

1Y, -Ferra 4 Qacal? H P | AR WS S I S & [§ |
LIRLL]) 9 4 Tl 3 522183
¢ 1 1708 2 3160 ]

LU L b ML S il U JUGBaGOLD
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1).-Barra 2 (lotal)

414400 [ 0 1-414400 0 o
4 14 522143 1 0 -t70 s23uem
0 522165 200844000 ¢ 0 -F22MT 1areT000
-414400 [} 0t 414400 0 0
0 -1741 ~322185 ¢ 0 1748 -52715%
0 522155 104433000 ¢ O -322185 20RRLLOD
2).-Barra st {lpcal)
125914 0 0 1] 75914 9 ¢
0 2] 135087 ¢ ¢ -Mp 135%7
0 134057 ?l&??lé? ' 0 134057 47249195
-123%16 0 0t {29015 L] 9
¢ -2 -1346057 1 0 1 125057
0 135057 47349183 3 0 ~136057 94L9tee
2).-Barra 32 (lacal)
125915 9 0 -1 25918 9 0
0 241 134057 ¢ 1 -2 174087
0 136057 94598349 1 0 178057 §77401n=
-125%15 0 0 v 12595 L ¢
4 -2l ~-136057 ¢ 0 268 -135057
0 138057 47349185 @ 0 135057 qe(7a3t0
1).-Barra d {local)
414400 0 0 1-414400 0 0
0 174 S22445 1 0 -1 522145
0 522165 208844000 ¢ 0 -52216% 104¢32909
-414400 ¢ 0t 414400 L a
0 -174 -5221485 1 0 {741 -E701L§
0 322163 104433000 1 0 -5§22145 “aztiong

Yo Burra s dglatal,kelald’ W Lat)

1745 ¢ -SZisS ¢ -lik ¢ -Dadles

LIETL T Ui ¢ -didd00 ¢

-520155 U L05B66000 ¢+ Di2led ¢ 1ud4iN000

-1 0 32es:t LM 0 322185

0 454400 ¢ v Al4A00 0

-5221E5 0 104433000 ¢ S221L5 0 206866000
b Farre sl o(glabalgk=bstei’ . Laits

1531 34534 -370%5 1-145580  -34534 ~d¥via

JG88 JOL3S 30019 -40BY -iusds Lavdly

3% 1T FIRI? 1 Sleis -130319 47349185

- -HI 345N <HUTE ¢ 140541 34504 39076

ST -L0636 -L3UEY 4 J4GE4 Ub3e  -13031¥

3790 1001F ATM9ES ¢ 39076 -4a03M7 94698349
£ho-Darra s2 {glebal,delsdu b’ Lsits

HISS4L 74504 3909 ¢ 11S34 4584 3909

SOASE MEIE ISG3IF ¢ 4564 -10838 150318

ST IT031T SHA9B3AY ¢ -3%036 -130319 47349163

115530 I8V -390%5 @ LIGSH1 -345E4 -39094

A3 -16636 -I30G49 ¢ -34384 10836 -130319

J200E 130219 ATIA9185 3 -3%0%  -130319 94498389

1v.~Berra d (global,k={d.b?.Lat)

1781 VI3 R S P T | ¢ 22165

¢ 114300 01 0 -didd00 ]

522185 9 208385000 - 522145 ¢ dudbadow

174 0 -S2M85 174 D SYHTH]

G -$14500 03 0 Al4400 ¢

522143 ¢ 1933000 1-S20188 0 2I83b6000
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$ 117281 TASBA 481040 1-11STAY -8B 1Tt 0 0 01
TO3MSM4 425035 110319 ¢ -BASES -08%F 10T : ¢ 0 0t
1 307089 (30319 T,0Ee08 1 30004 130317 1,73Ce07 ¢ 0 0t
SRR A R ——Y |
D-10550] -N49B4 909t ¢ 72109 0 7IISL :-fISS4f 34384 3909 ¢
| -3SRS -10836 13319 ¢ 2272 0t 3384 -10836 130319 ¢
£ -3909 130319 4,73Ee07 @ 7819 0 §,3%E403 ¢ 3309 -130319 4,73E407 ¢
L o S L BT ER PP RERRRENEL BESRE :
T 5 o r-11TSI) TASBE -170% ¢ LAT28) 34588 483049 ¢

! 0 4 €% JISBEOICA3LE -i3G3MY ¢ -J4EB4 420036 -13034% ¢
t 0 0 Ot TR 130319 4,73TA0T ¢ 423049 -13031% 3,04E408 ¢
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f2 va va a calcular 2l voctor de cargas, que estara formado
pori

—_— e ——
F - P

nudos emptr.

a) barra 2 (sl

=y p 1t
M2 = T =
12
200 x 10°44 % 1044
= +
12

&00 x 10 x 1000
+ -—
12

= &B81.8654 cmiiqg

e
M3 del mismo valor ~h-mYr+ -

b tvmige - b w2 - = 3.000 kg
2
200 » 10”34
'\(V?)ql = “\4‘)3):11 = = 1.044 kg
) - F 0 T - 300 T
3.000 ®: & 1.044 44000
L & L
@ 481, 656 : o 681.656
P m | ———————— + b —— - = ——— e
enp 0 C)= ® O - 300
3.000 Loor 1.044 44 GOO
- 681,456 0 - 681.6456

siendo sena = I / 10744 = o*on7 i cosa = 0958 3 vy L la
matriz de la barra 2, Que se Loma de Lrasponer la
correspondiente indicada con 1la pagina 170. Ademas, no se ha de
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olvidar que existe en

b}

barra 3 (a2)

&H00 w 10 » 1000

12

100 & 1044 n 1041

“
M4

12

= 409.172 cmkqg

del miasmo valor abzoluto.

b gz = b (W12 = 3.000 kg

F (w3ial = f (vargy =

[~ 0

3.000

409,172

emp ¢]

siendo ahora seno

3.000

- 409.172

_@= @—
L H |
®: @
L : L N

100 = 10”44

-
£

- Q287 H COSX

el nudo 2 1la fuerza de 2.0000 kg.

—— — e S S

197
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[ PL ] [~ R1 7]

P2 F2
P3 = 0

F4 o

PS5 RS

- Zon
P - 4,000 3
2 emp 681. 656

La resolucion
por ordenadors
encontradast

F 1.300
- &, C)OO
- 681,856
- &.3500 -
272.484

150

~ 2.500

409,172 _|

Se pasa a calc
nudos | y Sh

R1

Rx 1 RxS
Ryl H RS = RyS
Mt MS

-
N
i}
=
[
O ¢c
c
c
| —

F

P

3 emp

- 430

= 64900
- 272.484

150

= 2.500
4 anp - 409,172

del sistema matricial siguiente se ha realizado

a su derecha sa

uI

ular las reacciones

in

da

dican las socluciones

U2 = — Q°30E73 cm.

va = - 0*0i7143 cm.

62 = - 07003493 rad.

W3 = 10737542 cme

v3 5 - &*937104 cm,

93 = 0 003424 rad.

w4 = 31779986 cm.

vi = - Q7014227 cm.

84 = - 07002444 rad.
empotramiento en los
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[PY] = OB ue ] i [PE] = (KS&)A.[ ud ]

en que (K12)1 vy (K544 resultan idénticas

Rx1 ~ 1.741 o - 522.1865 - 0308273
Ryt | = o - 414,400 0 ] - 0r017143
M1 522 165 ) 104, 433. 000 - 07005493
—_—
Rel =  3.405 kg
t Ryt = 7.104 kg
f N1 = - 7.346 mkg
RnS = 1.741 ) - S522.165 3°779988
Ryﬁ-] - 0 - 414,400 0 .| - 07014227
™ 5_J 522. 165 ) 104. 433,000 - 07002444
P
RxS = - 5.305 kg
} Ry = 5.896 ke
{ ns5= 17.185 mkyg

Para-calcular. los gsfuerzos en. los extremos . de cada barra (que
se deben hallar en coordenadas locales) sbplo se indica el
procedimiento vy los rezultados finales, dejando al alumno su
eomprobacidn como ejerciciol légicamente, los valores de
empotramientn solo entrardn en las barrag 2 (81) y 3 (s2)8

T T
PP =L =P+ P =L S s P
cmp enp
Frui 7.104 Ry 1 P 22 - 7.104
P'yi | = | - 3,405 | = | - Rut ; Pry2 | = 3.408

> 1_} - 7.348 Mot ' - 13.083
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P2 T " 4.2m9 7 | AT [ S.o0827
Pry2 5.541 P Y3 578
M 2 13.083 M3 - 3.844
Pres | | = as37 ’ Prxd || - 6.74e
P’y3 2.295 Fyd 4,124

| M3 | 3.841 | | B4 ] | - 14.633 |

" Py '!@ T 5.2%& )
P4 5.305
M4 14.4633
Pres | | 2 '5.308
PryS - 5.894

| M S | 17.tas |

Con estos valores se confeccionan vya los correspondientes
diagramas de esfuerzos, Que aparecen a continuacidény no hay
que olvidar la suma de los diagramas de las barras
biempotradas 1 (st} y 2 (52) (hiperestdticos); la deformada
se ha dibujado teniendo en cuenta los valores de los
movimientos calculados (evidentemente, no a escala) y el
diagrama de flectores.

17,185

diagrama de momentos flectores
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deformada

6.774
RN iz
.:"-‘f,y ;
7.108 [ 3 5.896
7.104 | 5 |85, e0s

diagrama de esfuerzos axlles
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(Calculo de Estructuras Reticulares, Fdez.Casado, pég.282).
Resolver matricialmente la estructura de basilica de la

figura, sometida a sobrecarga taotal de 450 kg/m.

20m.

L

2gm. #))
- 4
204 ®
1
2
3o,

5’0(1‘1: Y 5’0:11.
7

Not a revia,— Se adoptan, tras un estudio de
predimensionamiento, perfiles metalicos UFN 80, dispuestos en
cajon, con separacién variable, de manera a obtener los
momentos de inercia gue se indican mas abajo y con seccioén
constante de 22 cm?it dichos momentos de inercia se han
calculado por Steiner.

E = 2.100.000 kg/cm?.; (cdadm = 1.&00 kg/cmt.

Se ha dibujado solamente la mitad de la estructura por

simatriajl en 1la misma figura aparecen la nomenclatura de nudos

y barrast el nudo & en la simetria citada, tendrda 1los
movimientos u = 0 3 v4F 0 5 6 = O.

4
la = |,935 cnﬁ 3 Ib = 3.47¢ cm H Ic = 3.225 cmg 3
Id = 1,290 cm‘ H Ie = 3.470 cm4.
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Solucidnt

CAlculo de esfuerzo= en barras b y e {(idénticos ®n ambas)?

tgx = 2/95 = 08 H senx = 073714 H cosa = 0’9285

v-[: VS
il
W2 = uS = 1.045 kg = v4 = vek 5 HZ = HS = He = Hé = 418 kg
— - ~ . 450 « 9r

[

B2 = PS5 = p4 = p6 =

?3.750 cm. kg
<12

Con 1o cual, y con los signos indicades eh la figura superior,

Y va cambiados de sentids, los vectores de carga de ambas
barras, en locales, =ong

P2 - 93.750 P’S
(PPIb = [ ——— } = [ ——mmmee = | — | = (P)a
P4 - 418 F*6

93.750

Para pasar dichos vectores a globales se pueden emplear las
ecuaciones de transformacisdn, pero &n este caso se pusden
escribir directamente, deducidos de la propia figuras
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P2 ® - 93,750 F 5 ®
(Prh = [ e | = e ] = | L s pe (a
F A o F 6

- 1,123

73.730

-

La ecuacidn matricial global, P = K-&§, como ha ocurrido co
problemas anteriores, y por motivos de espacio, no se pued:
escribir compietaly 1a matriz global estd aqui abajoj3 1o
vectores de carga y de desplazamiento van a continuaciéns

pklxxa (KiZ)a o] 0 0 o 7
(K21)a (K22)a + 0 (K24) b ¥ o
+ (K22)b
o 0 (K33 c (K34)c o 4]
o (K4a2)b (K43)c (K44)b + (K45)d 0
+ (K44)c +
+ (K44)d
4] o] o (K54)d (kS55)d + (KS&) e
+ (Kh®)e
] a a o (K&S) e (Kéb)e
. —
M R1 51 = 07
P2 K“Z
R3 ST = Q
P = & =
P4 59
Ps §5
us =
R& S& 56 = vé % 0
- - - = 9 = O
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FPor asimplicidad de c4alculo, es 1légico que 3o0lo interesa
calcular lam matrices de barras que se van a necesitar sn las
ecuaciones de movimientos no nulosfi los resultados s indican
a continuacién, con los valores locales y globales:

154,000 ) 0
(K22)*a = O 1.806 - 270.700
O - 270.9040 54.180.000
— 83.874 ) o N
(k22)’b = 0 5562 151 .055 =2 (K35)'e
Q 151.055 54.178.439
[~ 6835.874 e] < ]
(K24)'b = 0 - 542 151.058 = (KS&6)°’m
L o ~ 131.055 27.089.219
[~ 835.973 o Q ]
(K42)’b = o) - 562 —= 1351.055 w (K&S) e
0 151.055 27.089,21%
F 85.8749 o Q ]
(K84)*h = 0 SLZ 1L4.088 = {(kK&b)'a
8 O - 131.055 54.178.43%
92.400 Q Q
(K44y?c = 0 LSO - 1562.540

n - 162,34y B4,180.000
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231.000 Q o
(K44)'d = Q 4. 054 406,350
a 406. 350 S4.180. 000
-231.9000 O o ]
{K43)*d = O - 4.0&4 406.350
Q ~ 40&.350 27.090, 000
[—231.000 Q (V] 7
(K54)'d = o] - 4.044 - 4045.350
L&) 404 .35C 27.090.000
r23!.000 O < T
(K55)*d = o) 3.0Q0464 ~ 4G&6.350
B Q - 404,350 54.180.000
T

para «1 pamo a globales solamente, K = L-K’--L. s B® @ECriben
las matrices de transformaciosn Y 108 resultados finales (que
=2 han obtenido con programa independiente) s

o -1 o
La = 1 o O = Lc = Ld
0 o i
072285 - 0*3714 0
Lb = 03714 0* 9285 Q = Le

O &) 1



PROBLEMAS 207

1.806 29 270000
(K22)a = o 154.000 o
270.90Q 0 24.180.000
74,111 29.420 - 56.102 7
(K22)b = 29.420 12.329 140.255 = (K35)e
B S4.102 140.255 S4.178.439
— 74.t11 - 29.4320 - S6.102 T
(K24)b = - 29.420 - 12.32% 140.253 = (KS4)m
| 94.102 - 140,250 27.089.219
- 74.111 - 29.420 S55.102 7
(Ka2}b = - 29,420 ~ 12.329 - 140,253 = (K&3)w
- 546,102 140. 255 27..0!5!'?.2;!.‘?_i
[~ 74.11} 29.420 56.102 T
(K44)b = 29.420 154.000 - 14Q.255 = {Kb&)e
| 56.102 - 140.28% 54.178.439
[~ 450 Q - 1682.540 T
(K33} = 0 22.400 0
~142. 540 0 51.180. 00
- &50 o] - 162.540 7]
(tK34)c = (o] - 92.400 Q
152.540 a 27.090.000
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(K43)c

{(Ka4)c

(Kag)d

(K4aS) d

(KS4)1d

(KS5)d

El sistema de
programa

matricial
condensada,

ecuaciones y sus soluciones (calcul adas mediante
se muestran a

separado,

[~ ~ &50
¢

-162.5430
L

[~ &S50
o

142,540

™ 1,041

o

Cdﬁ‘sSEG

~-4.084
]

M10L. 350

[—1.044

Q
~40&. 350
F4.064

Q

L40&.350

independiante)
nuevamente, y por motivos de escritura,
Y aun la matriz K de una forma
solapando columnass

- 92,400

22.400

L]

231000

0
- 23800

o

0
~ 22Lo00

0

0
234.000

0

véase la férmula (x) de la pag. 204:

para

162,540 7
o

27.090.000_

162,340 T

¥

I34. 18u. uuu
~ A0&s 20y T
<

SQILBBxEOE__
= 40&.33Q 7
Q
27.090, Q0Q

404,350 7

9]

27.090.000J

404. 350 T

]

54.!80.000J

el vector

continuacidons
S8 gscribe el sistema
especial vy



PROBLEMAS
" N& T B -] ] [ w3 7
v2 - 1.125 v2
M2 23.730 o2
™4 o] usg
V4 - 1.12 v4
M4 93.750 o4q
P = K - a = pmam s | SR ] e e e e e s K‘ ——
[Pl1=[%]1[*1] s o o=
. v3 - 1.125 v
™3 - 93.750 i 1=
V& - 1.125 vé
L - - - =
[~ 75.917 29. 420 214,798 - 74.111% - 29.420°
- 8556.102 0 o] 4] Q
29.420 166,329 140,255 - 29.420 - 12.329
140.2553 0 0 o] (¢]
214,798 140. 255 108.3508. 439 S6.102 - 140,255
27.08%9.219 0 Q o) O
- T7H.111 - 29.420 34.102 78.825 27.420
- 187.708 - 4,064 (4] -~ 404,350 Q
- 29.420 - 12.329 - 140,235 29.420 335.729
- 140.2%5%5 O - 221,000 Q o
-~ 54,102 140, 23% 27.089.219 - 187.708 - 140,258
162.538. 4%9 404, 350 Lo 27.090.000 ¢
(o] 0 0 - 4,064 o
406 . 350 78,175 29,420 <50,248 - 29.420
Q o] 0 0 - 231.000
Q 29.420 243.329 140.253% - 12.329
<] [} o - 466,350 8
27.090.000 350.218 140.255 108.358. 439 - 140.255
0 0 0 Q V]
Q - 29.420 - 12,329 - 140,255

12.329
el

209
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uz2 =
v2 =

02 =

uj =
vy =

e =

0" 4992895
001346949

Q0002274

0783462238
0r0401187

00042395 rad.

se pasan dichos movimientos
extremo de barra, ty

formul at
&'1a
"‘ B= -
&*2a
5'3c
&'c = |
&7 4c
Estos

- o -

=3 <)

§* = L

- 07013495
07 699220
O'OOOZZE

- 07029428
0"711103

9’ 0Q2T00

movimientos van a permitir

calcular 1

cada barra en las coordenadas de cada una de

fdrmul at

F =

K* &> + P

emp

ud = - 07111029 ca.

vd = ~ Q702946281 ca.

a4 = O"0023009 rad.

vh = —- 271783830 cm.

(d2 nudos) a locales de cade
dan 1los resulitados) mediante la
T

&
(— 92654377
0’ 247000
§*2b 0 Q00227
P §'h & = » | e ————
§* 4b - Q671263
0’ 234574
0’ 002300
™~ 0°0294248]
0711103
§*4d 0’ 002300
3 §°d = |———=m—u = |
§*5d - 0040119
0’ 834624
:-0’004239
- 0*789848B
Q*272722

- Q7004259

- 0°80905%

~ 3" Q22629

Q

0s esfuerzos de
ellas mediante la



PROBLEMAS
[ N"t1a [ 2.109 7 [~ N’2b [~ 1.899 kg™
V*ia 1,201 kg v*2b 1.3512 kg
M ia -1.823 mkqg M*2b 1.771 mkg
F'a = [~—————] = |~ $ Frh = |————— S ——.
N?2a ~2.109 kg N 4b - 999 kg
V*2a 1.20! kg V' 4h 738 kg
M*2a =-1.77t mkq M* 4b 313 mkg
[~ N* 3¢ ] [ 2.738 kg 7] N* 4d [ 2.423 kg ]
V3 - 88 kg v*ad —1.290 kg
M3 - W77 mhn M* 4d = 404 mkg
Ffec = i —— A | e —————— H Fd = |-———=—= et e e s et st e e ey
N" 4c ~-2.738 g N* Sd ~2. 423 kg
Vrac 88 kg v’ ad 1.290 kg
M*Ac J 21 mkg B M’ Sd _--2. 176 qkqd
N*Se 2.097 kg
v*Se 1.771 kg
M Se 2.174 akg
F'E W mmawe o 2 e e e
M*se -1.197 kg
Vrée 179 kg
M4 1.307 mkg
Yy con todos estos valaores se dibujan ya los diferentes
diagramasy =2 han dibujado en esta ocasién sino

flectores y deformada.

los

21



