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Resumen— Este documento introduce de forma clara algunos de los conceptos fundamentales de la mecdnica del medio continuo. Se
detallan las matrices de gradiente de deformacion en formulacion material y espacial, junto con las expresiones de las matrices (tensores)
de Green—Lagrange y de Almansi. Finalmente, se aborda el caso de pequefias deformaciones, donde se simplifican las ecuaciones para

reducir el coste computacional.
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1. Introduccion

n mecanica del medio continuo, y suave aunque

no se acostumbre a decir, se habla usualmente

de un sdlido a estudiar. Este sdlido, que se denotara
con la letra ), habitualmente suele hacerse depen-

der del tiempo (Q () not ;) siendo Q) el estado de
referencia inicial del sélido (Oliver y Agelet, 2017).

1.1. Solido rigido y sélido deformable

Un sdlido rigido es aquel cuya configuracion en
tamarno y forma'! no cambia ante acciones externas,
no existiendo variacion entre las posiciones relativas
de las particulas de sdlido (Paris, 2000).

Esto significa que en el espacio del sélido rigido,
los unicos desplazamientos disponibles son aquellos
dados por las traslaciones y rotaciones.

En este contexto, la distancia entre dos puntos
cualesquiera del sélido ¥, ¥y € Q) no varian con el
tiempo:

3% — % _

VX, %€ Q) ;
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En contraposicidn, entendemos al sélido deforma-
ble como aquel que su configuracién se deforma en
tamafio y/o forma ante la accién de cargas de forma
que al menos la distancia dos particulas contenidas
en el sélido varia con el tiempo:

I, T eQ: M;AO 2)

Con esto, denominaremos al sélido de configura-
cion indeformada como (), anterior a la aplicacién de
las cargas exteriores y, en su contraparte, a la confi-
guracion deformada como (), posterior a las cargas
exteriores pero, que de igual forma, se alcanza el

equilibrio interno.

1.2. Entorno de un punto y contorno de un sélido

De esta forma, el contorno del sélido se refiere
a dQ), siendo el entorno de un punto definido de X
como B(¥y) = {x € R", ||¥—X|| <, § > 0} de
manera que:

m SiVX¥e Q| X € Q,entonces ¥ € O\ 92
m Sid63IX ¢ D | X € Q,entonces ¥ € 90

O dicho de una forma mas simplificada: siendo
Xp un punto del sélido, si todo punto X en el entorno
(infinitesimalmente préximo) de ¥, esta dentro del
sélido () entonces X también esta dentro del sdlido.
En caso contrario, Xy es un punto del contorno de (,
es decir, es un punto de 9Q).

X € 0Q)

(Existen puntos en el
entorno de X que no
pertencen a £1)

Figura 1: Punto en el contorno de un sdlido.

TEn este contexto, configuracién se utiliza como sinénimo de aplicacion en el espacio



2. Desplazamientos

Cabe mencionar de forma importante que un des-
plazamiento no tiene porque suceder, en un contexto
matematico, por una deformacidn pero una deforma-
cidn si que produce siempre un desplazamiento.

En la practica, un desplazamiento siempre termi-
na produciendo una deformacioén, por muy pequeia
que sea, ya que la aplicacion de una fuerza provoca
otra rozamiento (una fuerza en sentido contrario), y,
por lo tanto, una breve compresion.

Aunque en la literatura de la mecanica del medio
continuo se usa la palabra «tensor», aqui nos bas-
taremos con desgeneralizar al caso de la matriz ya
que no saldremos de las coordenadas cartesianas
en un espacio normado por la distancia R3.

Y es que, los desplazamientos se interpretan en
matrices debido a que son funciones de tres valores
con tres variables, es decir, como un campo vectorial
de desplazamientos:

Donde ¥ es un punto del sélido Q) y X es un punto
del sélido O); siendo ¥ funcién de X

Sin embargo, también es posible definir el campo
de desplazamientos siendo X funcidn de ¥:

i(X,t)=x—X(X,1) (5)

ui (X,t) = x; — X; (¥, 1) (6)

Estas dos opciones, referidas a las expresiones
(3) y (5), son igualmente viables y, usualmente, muy
diferentes en su desarrollo.

Sin embargo, en la formulacidén y concepto fisico,

asi como en su representacion, ambas, son idénticas.

2%,X
/ f

B!

%X

Figura 2: Representacion del desplazamiento.

3. Deformaciones

3.1. Delta de Kronecker

En ocasiones, existira matrices de derivadas par-

ciales tales que se estén derivando ejes con respec-

to a otros ejes del espacio cartesiano. Esto es, gx

donde solo hay dos posibles resultados al ser mde-
pendientes para i # j e iguales para i = j.

Asi, definimos la delta de Kronecker como una
simplificacion de esta idea (y generalizacion para la
matriz identidad):

- 1 sii=j
0ij = {0 sii#] )

Figura 3: Fotografia de Leopold Kronecker.

3.2. Matriz gradiente de deformacidn

Es viable definir, por la regla de la cadena:

ax; not ax; not (X) i j
} ; dX X dx; "= v¥xiax)  (8)
3 . .
dX; = Z ZX’ dx; "2 ax d 2 vWaidy (9)

Aunque las tres notaciones son validas para cada
caso, nosotros tomaremos la primera por su simpli-
cidad. Sin embargo, cabe destacar que la ultima de
ellas es la forma en la cual se acostumbra a usar
en analisis tensorial, la herramienta de célculo de
la relatividad de Einstein. De hecho, a la segunda
y tercera forma de notacion se le suele denominar
notacion de Einstein (Grinfeld, 2010).

Comoi=1,2,3yj=1,2,3 esta claro que hay 6

‘. Jx; -1 __ 9X;.
formas de la expresion F; = 33 y E;j W
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9X, 0X» 09X3
Esta matriz recibe el nombre de matriz gradiente es-
pacial de las deformaciones F(X, t).

9X; 99Xy 99Xy
dx1 dxp dx3

—1:v].ui: 09Xy 09Xy 99Xy (11)

dx1 dxp dx3

9X3 39Xz 9X3

dx1 dxp dx3
Esta matriz recibe el nombre de matriz gradiente ma-
terial de las deformaciones F~1(%,t).



3.3. Matrices de deformacién

Sea ds la longitud de un desplazamiento diferen-
cial d¥ que une dos puntos infinitesimalmente proxi-
mos en un sélido de configuracion determinada:

|dx|| = ds = \/dxlz + dxy? + dxs? (12)

ds? = dx} + dx3 + dx3 = Z dx;dx;.  (13)

Usando la regla de la cadena vista en (8) y (9) y
sustituyendo en la expresién (13) de ds:

ds? = ; <Z 9% ix ) (Z o%; ka> (14)

De forma andloga, en la configuracién original:

3 /3 oy, 3 5y,
= Z (Z aXZ dx]> (Z aXl dxk> . (15)
=1 \j=1 9% =1 0%k

Finalmente, si restamos ambas expresiones y
usamos la notacion de Einstein (que implica suma
sobre indices repetidos):

ds? — ds? = <axm Xm _

51-]-> dX;dX;.  (16)

9X; 9X;

E) )

2 2 _ o m m
$2—ds <5Z] e ax]>d dx;. (17)

dSZ — dSz = ZEZ‘]‘ dX,' dX] = 261']' dxi dX] (18)

Denominandose asi a E;; como la matriz material
de deformacion de Green—Lagrange y a e;; como la
matriz espacial de deformacidn de Almansi, siendo
usada cada una segun el caso.

Nétese que ambas matrices son simétricas.
Las matrices son de la forma:

3. 9x,, Ox
Cij= ) =w 2w = 3 FuiFyj (19)
m=

Ca C  Cxz—1
0Xm 0Xm & . 1 1
bjj = Z Er Z Eu 'E, ' (21)

Figura 4: Desplazamiento diferencial.

3.4. Deformaciones y desplazamientos

Puede establecerse por tanto que, para una com-
ponente i fija:

Z o - Z (3; + §§> (23)

Por lo cual, puede reescribirse:
;o [ oU;
2 i ; (aXZ + (51']') (24)
j=1 ]
Anédlogamente:

3 aXi 3 aui
]; ax; Y <5zj Ty (25)

j=i

En este punto volveremos a aplicar la notacién de
Einstein para compactar la formulacién. Sustituyendo
en la matriz de deformaciones, tanto espacial como
material:

1 3 auk auk
Ej=5 L ((skl I, ) <5k] an) —51-]-] (26)

il 3 ou Ju
eij = 5 |%ij — Y (5ki - axk) <5kj - axkﬂ (27)
i i j

k=1

Ambas expresiones puedes describirse en fun-
cion del campo vectorial de desplazamientos de for-
ma compacta:

. 1 | du; au] auk 8uk

Ei=3 lax] Tt Z ol B
1 |ow  ouj ouy duy,

=2 lax ox; ¢ Ox; ij (29)



3.5. Matriz simétrica

Como e;; = ej; y E;; = Eji, la cantidad de elemen-
tos simétricos (i # j) que posee cada matriz es ”ZT‘"
siendo # la dimensién de IR”.

Por otro lado, la cantidad maxima de elementos
diferentes en e y E en cada caso es de (”42“1), de
nuevo, en R".

4. Pequeias deformaciones

Las pequefias deformaciones se dan bajo la apro-
ximacion:

aui aui
— | x| 1
La consecuencia mas inmediata de esta conside-
racion es: 3 3
Uy ouy
"~ 31
E)xl» ax]- ( )

Por lo que, para tal caso, se concluye:

€11 €12 €13

E=e=¢= €1 €72 €23 (32)
€31 €32 €33
. 1 ou; au]
&j = 5 (ax] 9% (33)

Lo cual puede llegar a simplificar significativa-
mente el coste computacional de célculo.

5. Ejemplos de aplicacion

5.1. Variacion de volumen

Sean ¢1, €, y €3 los autovalores de la matriz ¢, la
variacion de volumen de un sdélido puede determinar-
se mediante:

Avy —dVy
———— =¢g1+ e +¢ 34
v 1+e+e3 (34)

5.2. Deformacion en un punto

6. Conclusiones

Cuando se operan en calculos con deformacio-
nes (por ejemplo, en los muy extendidos elementos
de métodos finitos), la simplificacion a pequefas de-
formaciones ahorra un coste computacional enorme
que simplifica muchisimo la operacién.

Sin embargo, cabe recordar que pequefios des-
plazamientos y pequefias deformaciones no son los
mismo: un cable suficientemente largo suele presen-
tar pequenas deformaciones y grandes desplaza-
mientos mientras que una regla flexible suele pre-
sentar grandes deformaciones y pequefos desplaza-
mientos.
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A excepcion de la Figura 3, el resto de imagenes
fueron generadas desde cero hasta su completitud
por los autores del articulo.
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Para calcular el vector de deformacién en un pun-
to ¥y € Q) en una direccidén unitaria con sentido defi-
nido 7, se puede calcular mediante:

el =i n (35) = Grado en Matematicas, 2° cur-
so, UNED.
el =i (36)
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Figura 5: Vector deformacidén en un punto.
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