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Resumen— E/ criterio de Mohr-Coulomb permite explicar cuando un material decide portarse bien y permanecer en equilibrio, o cuando
prefiere hacer la croqueta y deslizar por un plano de fallo igual que un nifio por un tobogdn. A partir de esta analogia, se introduce la
relacion entre tension normal, tension tangencial, friccion y cohesion, mostrando cdmo el deslizamiento entre particulas puede interpre-
tarse mediante una condicion resistente sencilla. Esta formulacion, introducida mediante la imagen del tobogan, conduce al resto del
parque geomecdnico: el circulo de Mohr, la envolvente de rotura y otras herramientas cldsicas para estudiar el fallo en suelos, rocas y
otros materiales con mds cardcter que un nifio atascado en un tobogdn seco.
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1. Introduccion

os toboganes en nuestra infancia han brillado por

la ausencia de su funcionalidad; mas de la mitad

de las veces que uno se lanzaba por ellos se queda-
ba atascado a medio camino.

Esto hubiera sido ideal si el objetivo fuera que-
darse en el sitio, en equilibrio. Sin embargo, nuestra
meta era siempre el deslizamiento a través de él. La
nuestra y la de cualquier nifo.

Algunos toboganes otorgaban mejores resulta-
dos que otros: las superficies lisas eran evidente-
mente superiores a aquellas mas rugosas y, en caso
de estar cubiertas de agua, la diversion estaba ase-
gurada. El agua creaba una lamina sobre la superfi-
cie del tobogan al estilo «efecto suelo de canicas».

En ciertos materiales (como hormigones, rocas
naturales, suelos, etc) sucede exactamente esto, pe-
ro la intencionalidad es inversa: que no deslicen.

Sin embargo, se considera que existe un «tobo-
gan» entre cada contacto de dos particulas. Pensan-
do en esta idea, Charles-Augustin de Coulomb (el
mismo que el de las cargas eléctricas) idealizé que
estos materiales podrian fallar ante los deslizamien-
tos entre las particulas que la componen y enuncié
un criterio de fallo.

Mas tarde, el ingeniero aleman Christian Otto
Mohr publicd su representacion, mediante trigono-
metria, de cdmo se comportaban los estados a los
qgue los materiales se sometian a tensién mediante
representaciones graficas. Esta representacion ten-
sional podia anexarlo al criterio que anos antes ha-
bia pensado Coulomb. Consiguié asi una herramien-
ta que, para la época, fue revolucionaria: podia lle-
garse a una solucion mediante intersecciones entre
Iineas y curvas sobre un papel.

De esta forma, el criterio se basa en algo tan sen-
cillo como el esfuerzo necesario para que el desliza-
miento comience de la misma forma que pudiéramos
decir «sbajo que condiciones si alguien se sube a
ese tobogan deslizara o no deslizara?».

Figura 1: Analogia con el deslizamiento entre particulas, basada en una imagen de Lambe y Whitman (1969)

(fuerzas en azul y desplazamientos en amarillo).



2. Contactos en el plano inclinado

En la Figura 1 puede observarse una analogia
de como resbala un chico en un tobogan y el esfuer-
zo tangencial en un conjunto de particulas.

Es evidente que de esta forma, en suelo forma-
do por particulas, se supondran los infinitos planos
que hay en el espacio y que pasan por un punto ya
que al haber una cantidad exageradamente grande
de particulas, se podra asumir que se daran todos
los angulos de contacto por acumulacién de proba-
bilidades.

Estos contactos tienen siempre la misma forma:
una fuerza esencialmente de compresion y otra tan-
gencial. La compresidn es poco importante ya que
los granos de suelo tienen una tolerancia altisima a
este tipo de fuerzas, ya que comprimir a compresién
una particula de suelo es relativamente dificil.

Sin embargo, si la fuerza original estd muy des-
viada con respecto a la direccion en la cual se pro-
duce el contacto (mas fuerza tangencial que de com-
presion), entonces la transmision de la fuerza (en
busqueda del equilibrio) se realizard mediante fric-
cion. Si la friccidn no es suficiente para alcanzar el
equilibrio, entonces los granos deslizaran entre si.

En la Figura 2 puede observarse el contacto en-
tre ellas y en la Figura 3 puede observarse dicho con-
tacto de cerca.

Figura 2: Contacto entre dos particulas.

Esta fuerza de friccién se caracteriza mediante
un esfuerzo tangencial (en rojo en la Figura 3) y se
trata como un problema de plano inclinado.

Figura 3: Dos particulas comprimidas en una direc-
cion distinta a la perpendicular al contacto. Se toma
a cada uno de estos cuadrados como un area tan
tan pequefa que hace las veces de un punto en el
plano.

Vamos a considerar (muy ideal) que el problema
es resoluble en dos dimensiones de forma que todo
vector de fuerza F puede descomponerse en

E=F,i,+F i, (1)

donde F, es la fuerza correspondiente perpendicular
al area donde se ejerce (su normal) y queda repre-
sentada con una linea en dos dimensiones y F; es la
fuerza tangente al area donde se ejerce (su tangen-
cial).

Al médulo de la fuerza E, para simplificar nota-
cion, serd ||F|| = F,

F cos(¢) = Fy
F sin(¢) = Fs. (2)

En un planoinclinado (Fig. 4), la fuerza debe des-
componerse como tal. Si marcamos el sistema de
referencia con respecto al plano (como se resuelve
clasicamente), obtendremos mediante diagrama del
cuerpo libre, el equilibrio por la expresion:

F cos(¢p) =N
F sin(¢) —uN =0, ®)

donde N es la fuerza normal al plano que equilibra
la carga en la compresidn contra dicho plano (que
permite que no lo atraviese) y u es el coeficiente de

o //
"
=) \¢

Figura 4: Problema del plano inclinado (fuerzas en
azul y desplazamientos en amarillo).

Nétese que el deslizamiento comienza cuando
F sin(¢) — u N > 0y se produce entonces el movi-
miento representado con la flecha amarilla.

En tal caso, sustituyendo N por F cos(¢):

F sin(¢) — u F cos(¢) > 0, (4)
> :LZEZ)) = tan(¢). (5)

Es decir, tan(¢) es aquel coeficiente de friccion
a partir del cual se delimita el deslizamiento.

Si se divide la Ec. (4) entre el area de contacto, y
asumiendo que si F,, = F cos(¢), entonces el esfuer-
zo perpendicular para dicha fuerza sera o, = F,/ A
al igual que con el esfuerzo tangencial T = F;/ A¢:

T—0, u>0. (6)



Como sustituyendo u = tan(¢) se estd supo-
niendo el estado limite para a partir del cual se pro-
duce el deslizamiento, entonces,

T = 0y, tan(¢). (7)

Resultados de ensayos para determinar la rec-
ta pueden visualizarse en la Figura 5. Asi, el plano
(0y, T) se divide en dos:

T > 0, tan(¢),
T < 0y tan(¢),

el material falla.
; (8)
el material no falla.
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Figura 5: Compilacidn de resultados de resistencia
en rocas por Hackston y Rutter (2016).

3. Un criterio empirico

Esta forma de asumir A. como el area de con-
tacto es muy idilica y carece de precision, ya que
hay granos mas redondeados que facilitaran el des-
lizamiento o hay granos que poseen una geometria
mas robusta al contacto y dificultan el deslizamien-
to. Los gedlogos, histéricamente hablando, solucio-
naron este problema en suelos caracterizando cada
tipo de suelo y clasificandolo segun su textura por-
que no habia tecnologia suficiente como poder tratar
cada material constituyente del suelo por separado
y tratarlo como un conjunto, sino que directamente
debian tratar a cada conjunto como un suelo diferen-
te. Esto origina que el contacto sea diferente entre
cada tipo de material.

Esto es, al angulo ¢ se le denomina angulo de
rozamiento interno de un suelo o roca.

Esto funcionaba bastante bien porque las dife-
rencias entre contactos se asumian en los valores
de la friccién y, lo que origind que esta laguna cien-
tifica se la tragara el criterio al igualar

p = tan(¢). 9)
El precio a pagar de esto fue que cada suelo po-
sefa un angulo ¢ diferente y debia de tratarse em-
piricamente a cada suelo por separado, aunque en
su composicion dos geomateriales fueran similares.

4. Condicidn inicial

En muchas ocasiones, es necesario un proble-
ma de condicidn inicial porque suponer que un ma-
terial que se somete a un criterio de fallo como la Ec.
7 es decir que si hay 0, = 0, entonces directamen-
te el material falla porque el criterio comienza en un
punto (0,0) del plano (o, 7).

Esto es parcialmente cierto para algunas situa-
ciones, como en arena suelta de playa, con la cual si
montas un castillito de arena se viene abajo inmedia-
tamente porque no tiene resistencia ninguna (el ma-
terial estaria fallando). Sin embargo, por légica, esto
no sucede con otros materiales como el hormigon ya
curado (ya que no se podria construir edificios).

Es necesario entonces el concepto de condicidn
inicial en el criterio, siendo este una funcién rf(an),
donde debe darse el caso de que 74(0) = S siendo
Sp una resistencia inicial.

Histéricamente Sy se ha escrito como c y se ha
denominado cohesidn. A pesar de esto, la literatura
moderna prefiere tomar a la cohesidn, no tanto como
un fenédmeno fisico-quimico, sino como una condi-
cion inicial para el criterio de Mohr-Coulomb (Jaeger
et al., 2007; Labuz y Zang, 2012).

El criterio entonces puede resumirse como una
funcion 7, = g(0») cuyas condiciones iniciales son:

not

7' (on) = tan(p) , TF(0) =So = ¢, (10)

por lo que cuya forma lineal es

Tf = 0y tan(¢) + So. (11)

5. Tensiones y circulo de Mohr

El concepto de estado tensional permite repre-
sentar los vectores de tension g en un punto median-
te una entidad matematica que no depende explici-
tamente de #, el vector normal al plano, para cada
uno de los dichos planos.

El vector de tensién p que actia sobre un pun-
to ¥ de un sdlido (donde se supone el contacto, Fig.
6), en un plano de normal unitaria #, depende Unica-
mente de ambos:

(12)

p=pEn)

Figura 6: Representacién de jy 7 en un punto.



Para obtener una expresion mas manejable, se
recurre a una forma conocida como el tetraedro de
Cauchy: un elemento infinitesimal con tres caras ali-
neadas con los ejes coordenados y una cuarta cara
oblicua de normal 7.

El equilibrio de fuerzas, en su equilibrio, sobre
dicho tetraedro (Fig. 7) exige que:

YE=F+E+FE=0 (13)
i=1

Las fuerzas en cada cara son proporcionales al
area proyectada sobre la direccidn correspondiente:

13: h-w-ny-p(—e)
F, = h-w-ny-p(—éy) (14)
Fs= h-w-p(i)

Figura 7: Estado tensional en R.

Sustituyendo en la condicidn de equilibrio y sim-
plificando el factor comun h w:

ny (=€) +ny-p(=¢)+pQi)=0  (15)

ﬁ(ﬁ) = *(”x'ﬁ(*gx)+”y’ﬁ(7€y)) (16)
Aplicando la tercera ley de Newton los signos ne-
gativos se eliminan (—p(—¢) = p(€)) de la forma
P i) =ne (&) +ny-p(e) (17)
Entonces, 7 (i1) queda expresado como combi-
nacién de los vectores de tensién sobre los ejes. Bas-

ta entonces con conocer p (¢éx) y 7 (¢,) para determi-
nar la tensién en cualquier direccion.

Se denominan sus componentes:

ﬁ(é})—["“] ; ﬁ(é’y)—{%‘} (18)

Oxy Oyy

Con lo que la expresion anterior se puede escri-
bir totalmente como un producto de una matriz y un
vector,

et o R P

pi = |7 2] [ (20)

Oxy Oyy] [My

De esta forma, queda la expresién definitiva del
vector j como

p=[o]" 7. (21)

La transposicion ([c]T) aparece porque se escri-
be esta forma matricial de tensiones como:

)= |7 ] 22)
Tyx  Oyy

pero, como exactamente o1, = 0»1 debido a que de

otra forma, el tetraedro estaria rotando sobre el eje

perpendicular al plano en la Fig. 7, entonces la ma-

triz queda simétrica y

p=lo]fi. (23)

La matriz [¢] se denomina en la literatura como
tensor de tensiones de Cauchy (y esto es importante
porque en mecanica mas avanzada existen tensores
de tensiones muy usados que no son el de Cauchy).

Asi, 0, puede concebirse como la parte de p que
es perpendicular al plano. Como # es unitario, puede
estimarse

oy =7l g =il [o] . (24)
En dos dimensmnes, es facil estimar un vector s uni-
tario perpendicular a 7i. Esto no ocurre ni por asomo
en tres dimensiones, donde la situacion se complica.
Asi, estimamos,

=55 =5" (o], (25)
donde, si #i = s(0),sin(9))T, entonces 5 =

( s ,
(sin(@), — cos(P)) ya que § -7 = 0, siendo ambos
vectores unitarios.

Asi, desarollando, la forma que tienen ¢, y T es:

Oxx + 0y
o =" vy

= ; vy cos(20) + oy sin(20) (26)

= w sin(260) — oy, cos(26)  (27)

Las cuales son las ecuaciones, en el plano
(0w, T), de una circunferencia de radio R = |oyy —
oyy|/2y centro en 0, = (0xx + 0yy) /2. Puede verse,
junto con la envolvente del criterio, en la Figura 8.

Esto tiene bastante sentido ya que las tensiones
van rotando a medida que rota la orientacion del pun-
to, de forma que el valor de oy, + oy, siempre se
mantiene constante para dos descripciones diferen-
tes de un mismo estado tensional.

T

&

Figura 8: Circulo de Mohr y envolvente de Mohr-
Columb por Labuz y Zang (2012)




6. Tension hidrostatica

Imagina que cuando uno quiera tirarse del tobo-
gan, las fuerzas existentes fueran tales que le aga-
rrasen de todos lados por igual. Es evidente que se
va a bloquear y no va a haber deslizamiento.

X
R

o \¢

Figura 9: Tensién hidrostatica (fuerzas en azul).

Esta forma de bloqueo son las fuerzas que no se
desvian originalmente con respecto a la direccion del
contacto y confunden el criterio de deslizamiento por-
que no aportan. De hecho, estas fuerzas son, sobre
las cuales, a modo de esfuerzo, el estado tensional
gira y corresponde a la suma oxy + oyy.

Se le llama tensién «hidrostdstica» porque se le
asocia usualmente con la tensién que produce un
fluido, como agua, sobre un objeto sumergido cuan-
do el fluido esta en reposo (estaticamente), pero no
es necesaria la aparicion de agua para dicho estado,
solo una fuerza que actue en todas las direcciones
como para bloquear el deslizamiento al contacto co-
mo ocurre en la Fig. 9. También se puede denominar
tension esférica [¢°f] y sus valores son siempre pro-
porcionales a oxy + oyy.

Asi, la tensién efectiva [¢9¢] o desviadora es
aquella que si ayuda al efecto del deslizamiento y
es la que resulta de quitar a la tensién total su parte
hidrostatica:

[o] = [0°] + [o°°°]. (28)

Cuando una roca o suelo que esta sometida a
una carga de compresion posee algun fluido, como
agua en sus poros (sin entrar en posibles efectos
quimicos), el sistema mecanico que resiste esa car-
ga es un conjunto de ambos. Sucede que como el
agua en el geomaterial, en estado de reposo, solo
puede trabajar con presiones hidrostaticas, toda la
carga que va asumiendo dicho fluido () va destina-
do a ser de esta forma, quitando esa tension hidros-
tatica que pudiera estar soportando el geomaterial.

Es decir, el agua absorbe esa fuerza que ayuda
a bloquear las fuerzas en todas las direcciones, mo-
tivando asfi al suelo a deslizar. En estas condiciones,
la verdadera responsable del fallo no seria la tensidon
generada por la carga ([¢]), sino aquella que el agua
no le resta al geomaterial ([¢’]). Esto es conocido co-
mo el principio de Terzhagi.

7. Conclusiones

Como primera aproximacion, el criterio de Mohr-
Coulomb es suficientemente bueno, quizas debido
a su naturaleza empirica. Sin embargo, trabaja en
dos dimensiones en problemas que realmente son
tridimensionales y a veces esto provoca problemas
serios.

Su forma en tres dimensiones se ajusta bien a
los resultados de los ensayos, pero ofrece proble-
mas en la convergencia de las soluciones en ele-
mentos finitos como consecuencia de ser la extra-
polacién de un planteamiento sencillo en dos dimen-
siones. Esto también ocurre con otros criterios como
el de Tresca. A dia de hoy existen alternativas mas
modernas que solucionan satisfactoriamente este in-
conveniente (Liu et al., 2024).

Ademas, a veces se cometen ciertos abusos de
este criterio, como cuando se aplica en ciertas arci-
llas del estilo «quick clays».

Nota: A menos que se indique lo contrario, todas las figuras
fueron generadas desde cero por los autores del articulo.
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